Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogXt "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct and hclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers rcach ncw audicnccs. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



> 



• . * 



• 



> . 



* 




VORLESUNGEN 



ÜBER 



MATHEMATISCHE PHYSIK 



VON 



DR. GUSTAV EIRCHHOFF, 

PROPE880K DSR PHYSIK AN DXR UKIYSRglTÄT ZU BBRLI!r. 



MECHANIK. 







■I 



v"^ 



'oi'oiy 



LEIPZIG, 

DRUCK UND VERLAG VON B. G. TEUBNER. 

1876. 



0» 



» * • 



* . 



• # 




VI InhaltsverzeichniBs. 

Seile 
SLonspendel. besseVs Pendel yersuche. Einflass der Luft. AenderuBgen dor 
Schwere mit der Höhe und mit der geographischen Breite. 

Neunte Torlesang 87 

Einflass der Drehung der Erde auf die Bewegung der Körper an ihrer 
Oberfläche. Centrifugalkraft. Abweichung frei fallender Körper Ton der 
Lothlinie. Foucault'scher Pendelversuch. 

Zehnte Torlesung 96 

Relative Verschiebungen der.Theile eines Körpers. Dilatation einer Linie, 
einer Fläche, eines Raumtheiles. Die Veränderung eines unendlich kleinen 
Theiles eines Körpers ist zusammengesetzt aus einer Verschiebung, einer 
Drehung und einer Ausdehnung nach drei auf einander senkrechten Rich- 
tungen. Hauptdilatationen. Bewegungen an der Oberfläche eines Körpers 
und an der Berührungsfläche zweier Körper. 

Eilfte Torlesung 110 

Druckkräfte. Abhängigkeit der Druckcompenenten von der Richtung und 
dem Orte des Flächenelementes, auf welches sie sich beziehn. Gleichheit 
des Druckes auf beiden Seiten der Berührungsfläche zweier Körper. Innere 
Kräfte. Werthe der Druckcomponenten bei Flüssigkeiten und elastischen 
festen Körpern. 

Zwölfte Vorlesung 126 

Hydrostatik. Gleichgewicht einer Flüssigkeit ist nur bei Kräften möglich, 
die ein einwerthiges Potential haben. Die freie Oberfläche ist eine Fläche 
gleichen Potentials. Schwere Flüssigkeit. Schwere rotirende Flüssigkeit. 
Rotirende Flüssigkeit, deren Theile von einem Punkte oder von einander 
nach dem Newton'schen Gesetze angezogen werden. Abplattung der Erde. 
Druckkräfte, welche eine Flüssigkeit auf ein Gefäss, in dem sie enthalten 
ist, oder auf einen eingetauchten Körper ausübt. Archimedisches Princip. 

Dreizehnte Vorlesung .135 

Capillarerscheinungen. Potential der Capillarkräfte. Haaptkrümmungs- 
radien und Krümmungslinien. Vergrösserung, welche eine Fläche bei un- 
endlich kleinen Verrückungen ihrer Punkte erleidet. DifiTerentialgleichung 
der Berührungsfläche zweier schweren Flüssigkeiten. Grenzbedingung. 
Grösse der Kraft, welche einen Körper im Gleichgewicht hält, der in 
einer Richtung verschiebbar ist, und der zwei Flüssigkelten berührt. Bei- 
spiele für diese Kraft. 

Vierzehnte Vorlesung 150 

Integration der Differentialgleichung für die Berührungsflache zweier 
schweren Flüssigkeiten in dem Falle , dass dieselbe eine Rotationsfläche ist 
und die Abstände der betrachteten Punkte von der Rotationsachse sehr 
klein oder sehr gross sind. Erste und zweite Näherang. 

Fitnfzehnte Vorlesung 161 

Hydrodynamik. Differentialgleichungen von Lagrange und von Euler. Ro- 
tationen der Flüssigkeitstheilchen. Wirbellinien und Wirbelfäden. Ge- 
schwindigkeitspotential. Mehrwerthiges Geschwindigkeitspotential in einem 
mehrfach zusammenhängenden Räume. 

Sechszehnte Vorlesung 173 

Incompresslble Flüssigkeiten. Potential von Massen, die in Punkten con- 
centrirt, oder in einem Räume oder in einer Fläche stetig verbreitet sind. 



Inhaitsverzeichniss.^ VII 

Seile 

Potential einer Doppelschicht. Der Green^sche Satz. Darstellung einer 
Function F, die in einem Räume der Gleichung z/ ^ =* genügt und mit 
ihren ersten Differentialquotienten einwerthig und stetig ist, durch 'die 
Summe der Potentiale einer einfachen Massenschicht und einer Doppelschicht 
in der Oberfläche des Raumes. Bedingungen, welche zur Bestimmung von 
V genügen. Stromlinien und Stromfaden. Fall, dass der zu betrachtende 
Raum sich in die Unendlichkeit erstreckt. Mehrwerthige Lösungen der 
Gleichung z/9 =s 0. Massenpotentiale, die nur yon 2 Coordinaten ab- 
hängig sind. 

Siebenzehnte Torlesung 197 

Transformation der Gleichung d(p=»{) m beliebige orthogonale Coordinaten. 
Elliptische Coordinaten. Strömungen in den Linien, welche ein System 
confocaler Ellipsoide senkrecht schneiden. Darstellung des G^sch windigkeit s- 
potentials dieser Strömungen als Potential von Massenschichten. Flüssig- 
keitsvolumen, welches in der Zeiteinheit durch einen Querschnitt fliesst. 
Widerstand. Stromlinien, welche ein System confocaler Hyperboloide senk- 
recht schneiden. 

Achtzehnte Yorlesang. 214 

Potential eines homogenen Ellipsoids. Potential eines homogenen ellipti- 
schen Cylinders von unendlich grosser Länge. Ruhendes Ellipsoid in 
einem Flüssigkeitsstrome. Stromlinien in dem Falle, dass das Ellipsoid ein 
Rotationsellipsoid oder eine Kugel ist. Ein fester Körper bewegt sich in 
der Flüssigkeit auf gegebene Weise; es wird die Bewegung der Flüssigkeit 
gesucht. Fall, dass der Körper ein Ellipsoid oder eine Kugel ist. Bewe- 
gung zweier Körper in der Flüssigkeit. Nähere Erörterung des Falles, dass 
diese zwei unendlich kleine Kugeln sind. 

» 

Neunzehnte Vorlesung . . 2.33 

Differentialgleichungen für die Bewegung eines Körpers in einer Flüssig- 
keit, auf den gegebene Kräfte wirken. Anwendung des Hamil tonischen 
Principe auf diesen Fall. Bewegung des Körpers, wenn keine Kräfte wir- 
ken. Vereinfachung der Aufgabe durch Voraussetzung gewisser Symmetrieen. 
Kugel. Rotationskörper. Bewegung zweier unendlich kleiner Kugeln in 
der Flüssigkeit. Kräfte, die diese auf einander ausüben. 

Zwanzigste Vorlesung 251 

Wirbelbewegungen. Gerade und parallele Wirbelfäden. Bewegung mehrerer 
solcher Wirbelfäden von unendlich kleinen Querschnitten. Gerade Wirbel- 
fäden, die einen Cy linder von elliptischem Querschnitt stetig erfülleo. 
Kreisförmige Wirbelfäden mit gemeinsamer Achse. Bewegung eines Wirbel- 
ringes und zweier Wirbelringe von unendlich kleinen Querschnitten. 

Einundzwanzigste Vorlesung 273 

» 

Functionen eines complexeu Argumeuts. Ihre Anwendung, um mögliche 
Flüssigkeitsbewegungen zu finden. In den kleinsten Theilen ähnliche Ab- 
bildung eines ebenen Flächenstücks auf einem andern. Lineare Functionen. 
Mehrwerthige Functionen. Abbildung einer Sichel auf einer andern. 

Zweiundzwanzigste Vorlesung 290 

Flüssigkeitsstrahlen. Strahl, der aus einem Gefässe von gewisser Gestalt 
austritt. Strahl, der eine ebene Wand trifft. Ebene Wand in einem Strome 
von unendlicher Breite. Druck, den diese Wand erleidet. 



Vm Inhaltoverzeichniss. 

Seite 

Dreimdxwuuigste Torlesang 309 

Bewegung' der Lnft oder einer andern compressibeln Flüssigkeit, auf deren 
Theile keine Kräfte wirken. Es wird die Existenz eines Geschwindigkeits- 
Potentials vorausgesetzt und die Geschwindigkeit als unendlich klein ange- 
nommen. Aufstellung der Bedingungen, durch welche das Geschwindigkeits- 
potential bestimmt ist. Ebene Wellen. Reflexion derselben. Kugelförmige 
Wellen. Berechnung des Geschwindigkeitspotentials aus dem Anfangs- 
zustande für den Fall, dass der Luftraum unbegrenzt ist. Bewegung einer 
festen Kugel in der Luft. Schwingungen einer Kugel. Intensität des er- 
zeugten Tones. Schwingungen zweier kleiner Kugeln. 

VSemndziranzigste Torlesung 323 

Einfache Töne. Anwendung des Green'schen Satzes auf das Geschwindig- 
keitspotential eines einfachen Tones. Ebene Wellen. Stehende und fort- 
schreitende Schwingungen. Eigentöne einer Luftsäule. Schwingungen der 
Luft in einer offenen Röhre. Resonanz. Kugelförmige Wellen. Schwin- 
gungen der Luft in einem Räume, dessen Dimensionen gegen die Wellen- 
länge unendlich klein sind. Cnbische Pfeifen. Berechnung der Resonanz 
und Tonhöhe cubischer Pfeifen, wenn die Oeffnung eine Ellipse oder ein 
Kreis ist. Berechnung der Resonanz und Tonhöhe cylindrischer Pfeifen 
für gewisse Fälle. 

Fünfundzwanzigste Torlesang 348 

Bewegung einer incompressibeln Flüssigkeit, auf deren Theile Kräfte wir- 
ken. Ausflnss einer schweren Flüssigkeit aus der Oeffnung eines Gefässea. 
Torricelli'sches Theorem. Stationäre Bewegung eines flüssigen Ellipsoids, 
dessen Theile gegen einander gravitiren. Bewegung eines solchen, die sta- 
tionär ist in Bezug auf ein rotirendes Achsensystem. Unendlich kleine 
Schwingungen einer schweren FlÜBsigkeit. Wellen einer schweren Flüssig- 
keit Yon endlicher Höhe. Nichtstationäre Bewegung eines grayitirenden 
flüssigen Ellipsoids. 

Seclisandzwanzlgste Torlesung 370 

Reibung einer incompressibeln Flüssigkeit. Aufstellung der Differential- 
gleichungen und der Grenzbedingungen. Strömung der Flüssigkeit durch 
eine lange, cylindrische Röhre. Einführung der Annahme , dass die Flüssig- 
keit an festen Körpern, mit denen sie in Berührung ist, haftet, und dase 
die Geschwindigkeiten unendlich klein sind. Gleichmässig^ Drehung einer . 
Kugel in der Flüssigkeit um einen Durchmesser oder eines Rotationsellip- 
soids um seine Symmetrieachse in dem Falle, dass die Flüssigkeit äusser- 
lich unbegrenzt oder durch eine concentrische Kugelfläche, resp. durch eiu 
confocales EUipsoid begrenzt ist. Berechnung des Drehungsmomentes der 
Kräfte, welche auf die Kugel oder das EUipsoid wirken müssen. Wider- 
stand ein«r Kugel, die gleichmässig in der Flüssigkeit fortschreitet. Drehende 
Schwingungen einer Kugel. Schwingungen einer Kugel, bei denen der 
Mittelpunkt auf einer Geraden hin- und hergeht. 

Siebenundzwanziggte Torlesung 389 

Gleichgewicht und Bewegung elastischer fester Körper. Aufstellung der 
Differentialgleichungen für Körper, die in verschiedenen Richtungen ver- 
schiedene Elasticität besitzen. Die Zahl der Constanten der Elasticität 
ist im Allgemeinen 21, sie verringert sich, wenn Ebenen der Symmetrie 
vorhanden sind, und reducirt sich bei einem isotropen Körper auf 2. Das 



Inhaltsverzeichniss. IX 

Sinle 

Gleicbgewicbtsproblem hat nur eine Lösung. Wenn keine Kräfte auf die 
Theile des Körpers wirken, so kann derselbe im Gleichgewicht sein, wenn 
die Drackcomponenten Constanten gleich sind. Znsammendrnckbarkeit, 
Elasticitätscoefficient. Gleichgewicht eines isotropen, cylindrischen Kör- 
pers, auf dessen Grundflächen Drucke von gewisser Art wirken. Durch- 
führung der Rechnung ftir den Fall, dass der Querschnitt ein Kreis ist. 
Gleichgewicht einer Hohlkug^l, auf deren Oberflächen constante und senk- 
rechte Drucke wirken. 

Aclitnndzwanzlgste Yorlesung 407 

Endliche Formänderungen eines unendlich dünnen, ursprünglich cjlindri- 
schen Stabes. Dilatationen eines kleinen Thciles desselben. Vereinfachungen, 
die eintreten, wenn der Querschnitt eine Ellipse, oder seine Ebene eine 
Symmetrieebene ist. Potential der durch die Dilatationen erzeugten Kräfte. 
Lebendige Kraft des Stabes. Gleichgewicht des Stabes unter dem Einfluss 
Yon Druckkräften, die auf seine Enden wirken. Uebereinstimroung des 
hierauf bezüglichen Problems mit dem Problem der Rotation eines schweren 
Körpers um einen festen Punkt. Der Stab kann eine Schraubenlinie bilden. 
Gleichgewicht eines krummen Stabes, der ursprünglich eine Schrauben- 
linie bildet. 

Neunimdzwanzigste Torlesang 429 

Unendlich kleine Formänderungen eines unendlich dünnen, ursprünglich 
cjlindrischen Stabes. Biegung und Torsion für den Fall, dass der Stab 
isotrop nnd nicht gespannt ist. Arbeit der durch die Dilatationen erzeugten 
Kräfte für einen isotropen gespannten Stab. Biegung eines gespannten 
Stabes. Methode von s'Grayesande zur Bestimmung des Elasticitätscoeffi- 
cienten von Drähten. Biegung eines horizontal ausgespannten Drahtes 
durch seine Schwere. Longitudinal - und Torsions -Schwingungen eines 
Stabes. Transversalschwingungen eines ungespannten Stabes. Transversal- 
schwingungen einer schwach gespannten und einer stark gespannten Saite. 

Dreissigste Yorlesang 450 

Gleichgewicht nnd Bewegung einer unendlich dünnen , ursprünglich ebenen, 
isotropen Platte. Dilatationen eines kleinen Theiles der Platte. Potential 
der durch die Dilatationen erzeugten Kräfte. Unendlich kleine Formände- 
rung. Gleichgewicht bei longitudinalen Verrückungen. Differentialglei- 
chungen für die Transversalschwingungen einer freien Platte. Integration 
derselben für den Fall, dass die Platte kreisförmig ist. Transversal- 
schwingungen einer gespannten Membran. 



Kirchhoff, M«^hanik. ft ** 



Verbesserungen. 

Seite 2 Zeile 21 von oben lies ,,im'* statt ,fin*^ 

3 ,) 10 von oben lies ,,im Allgemeinen eindeutig'* statt „eindeutig". 
5 ,, 6 von oben lies ,,im Allgemeinen vollkommen'* statt pvollkommen*'. 






»> 
»I 

«I 

»1 

»I 



17 „ 8 von unten lies „''^" statt ,,^**. 

dt 'dl 

17 1, 1 von unten lies ,,GIeichtingen" statt ,, Gleichung'*. 

52 ,, 5 von unten lies „Angriffspunkt" statt „Angriffspunkte 

93 ,, 4 von oben lies ,,sin" statt ,^cos". 

95 ,,8 von unten lies „Relation" statt „Rotation". 

106 „ 4 von oben lies „f»" sUtt „£•". 

231 „ 7, 4, 3, 2 von unten lies „+" statt .,— ". 

232 „ 6, 5, 4 von unten lies „+ J RR^ statt „— ?— ". 

4 

248 Gleichung 14) lies „— w" statt „*". 

3 

249 Zeile 10 von unten lies „— w" statt „-". 

A 

260 „ 1,6 von oben lies „ — ä" statt „— "• 

3 

260 „ 21 von oben lies „w" statt „*'*. 

3 



Erste Vorlesung. 

(Aufgabe der Mechanik. Definition eines materiellen Punktes. Geschwin- 
digkeit. Beschleunigung oder beschleunigende Kraft. Bewegung eines schweren 
Punktes. Bewegung eines Planeten um die Sonne. Satz vom Parallelogramm 
der Kräfte. Differentialgleichungen des Problems der drei Körper.) 

§ 1- 

Die Mechanik ist die Wissenschaft von der Bewegung; als ihre 
Aufgabe bezeichnen wir: die in der Natur vor sich gehenden Bewe- 
gungen vollständig und auf die einfachste H'eise zu beschreiben. 

Bewegung ist Aenderung des Ortes mit der Zeit; was sich be- 
wegt, ist die Materie. Zur Auffassung einer Bewegung sind die Vor- 
stellungen von Raum; Zeit und Materie nöthig, aber auch hinreichend. 
Mit diesen Mitteln muss die Mechanik suchen, ihr Ziel zu erreichen, 
und mit ihnen muss sie die HülfsbegrüFe construiren, die sie dabei 
nöthig hat, z. B. die Begriffe der Kraft und der Masse. 

Es soll die Beschreibung der Bewegungen eine vollständige sein 
Die Bedeutung dieser Forderung ist vollkommen klar: es soll eben 
keine Frage, die in Betreff der Bewegungen gestellt werden kann, 
unbeantwortet bleiben. Nicht so klar ist die Bedeutung der zweiten 
Forderung, dass die Beschreibung die einfachste sei. Es ist von vorn 
herein sehr wohl denkbar, dass Zweifel darüber bestehen können, ob 
eine oder eine andere Beschreibung gewisser Erscheinungen die ein- 
fachere ist; es ist auch denkbar, dass eine Beschreibung gewisser 
Erscheinungen, die heute unzweifelhaft die einfachste ist, die man 
geben kann, später, bei weiterer Entwickelung der Wissenschaft, durch 
eine noch einfachere ersetzt wird. Dass Aehnliches stattgefunden hat, 
dafür bietet die Geschichte der Mechanik mannigfaltige Beispiele dar. 

§ 2. 

Die Bewegung eines Körpers, d. h. eines Theiles der Materie, 

ist, genau ins Auge gefasst, immer eine sehr complicirte Erscheinung. 

Ein fester Stab, der fortgeschleudert ist, dreht sich während seines 

Fortschreitens bald in diesem, bald in jenem Sinne; eine Flüssigkeit, 

die aus einem Gefiisse ausgegossen ist, ändert, während sie fiillt, in 

der verwickeltsten Art ihre Gestalt. Solche Drehungen und Gestalts- 
Kirchhof f, Mechanik. 1 



2 Erste Vorlesung. 

änderungen kommen in weniger auffallender Weise bei jeder Bewegung 
eines Korpers vor. Wir werden — mit dem Einfacheren beginnend 
— zunächst den Fall betrachten, dass alle Dimensionen des Körpers 
vnendUch klein sind ; einen solchen Körper nennt man einen materiellen 
Punkt, Auch ein materieller Punkt wird im Allgemeinen bei seiner 
Bewegung sich drehen und seine Gestalt ändern; dabei wird aber, 
eben weil er unendlich klein ist, sein Ort in jedem Augenblicke 
durch einen geometrischen Punkt angegeben werden können. Wir wer- 
den uns darauf beschränken die Aenderungen seines Ortes zu untersuchen 
und nicht in Betracht ziehen, wie er sich dreht und seine Gestalt ändert. 
Wir werden x, y, z A\q Coordinaten des materiellen Punktes, 
um dessen Bewegung es sich handelt, in Bezug auf ein beliebiges, 
festes, rechtwinkliges Coordinatensystem zur Zeit t nennen. Dann 
sind o;, y, z Functionen von t, und zwar Functionen, die einwerthig 
und stetig sind für das ganze Intervall von t, welches der Dauer der 
Bewegung entspricht. Werden sie angegeben,, so wird dadurch die 
Bewegung, so weit wir sie in Betracht ziehen wollen, vollständig 
beschrieben. Sie sind abhängig von dem gewählten Coordinaten- 
system. Führt man ein anderes, gleichfalls rechtwinkliges und festes 
Coordinatensystem ein und nennt x, y, z' die Coordinaten in ihm 
des Punktes, dessen Coordinaten in früheren o:, y; z sind, so ist be- 
kanntlich 

a;' = fl -j- a^x -j- a^y + «gZ 

y' = ^, + ^^a:-f /3,y-f /33Z 1) 

^' = c + y, o; + y^y -f y^z , 

wo ö, b, c und die Grössen a^ ß^ y Constanten sind, die von der 
relativen Lage der beiden Coordinatensysteme abhängen; es sind 
a, b, c die Werthe, die x\ y, z für a; = 0, y = 0, z == haben, 
und es ist 

üfj = cos(a;'a:), «3 = cos (x'y), «3 = cos {x z) 

ßi = cos {yx), ß,^ = cos (y'y), ß^ = cos (yz) 2) 

yj = COS (z'x), y.i = cos (zy\ y^ = cos (z'z) , 

wo {x X) ein beliebiger von den beiden zu 2;r sich ergänzenden Win- 
keln ist, die die Richtungen der a:- Achse und a;'- Achse mit einander 
bilden, und die Bedeutung der ähnlichen, eingeführten Zeichen die 
analoge ist. 

§3. 

Die Bewegung eines Punktes lässt sich auch auf andere, weniger 
directe Weisen, und oft einfacher, als auf die besprochene, beschrei- 
ben. Der Zweck ist erreicht, wenn die Werthe angegeben sind, die 
X, y, z für einen Werth .von /, z. B. für t = 0, besitzen, und die 

Werthe, welche -^ . - ^ , *^^ für alle Werthe von / haben. Dabei 

\ dt ' dt ^ dt 



§ 3. Gresch windigkeit. 3 

können diese DiflFerentialquotienten als Functionen von /, oder als 
Functionen von x, ij, z, oder — und das ist der allgemeinste Fall, 
den wir in Betracht ziehen — als Functionen von x, ij, z und t ge- 
geben sein; jedenfalls aber sollen diese einwerthig sein für alle Werth- 
systeme ihrer Argumente, welche bei der Bewegung vorkommen. Ist 
für / s=: 0: x = Xq, f/ = f/o, z = z^ 

und allgemein: .| = w, -^ = j;, - ^ = W7, 3) 

wo x^, y^, Zq gegebene Constanten, u, v, w gegebene Functionen 
der bezeichneten Art von x, y, z und'/ bedeuten, so sind x^ y, z filr 
jeden Werth von / eindeutig bestimmt, wie aus der Theorie der 
Differentialgleichungen folgt. Um x, y, z zu finden, hat man 
die Differentialgleichungen 3) zu integriren und die dabei auftreten- 
den 3 willkührlichen Constanten aus den für / = geltenden Bedin- 
gungen zu bestimmen. 

Die durch die Gleichungen 3) definirten Grössen u, v, w nennt 
man die Componenlen der Geschtvindigkeit des Punktes zur Zeit / nach 
den Achsen der x, y, z. Der Geschwindigkeit selbst kommt eine 
gewisse Grösse und eiue gewisse Richtung zu. Um diese zu finden, 
betrachte man w, v, w als die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes 
in Bezug auf ein Coordinatensystem, dessen Anfangspunkt beliel)ig 
ist, dessen Achsen aber den Achsen der x, y, z resp. parallel sind; 
die Richtung der Geschwindigkeit ist die Richtung der geraden Linie, 
die von dem Anfangspunkte der u, v, w nach dem Punkte (u, v, tv) 
geht, die Grösse der Geschwindigkeit ist die Länge dieser Linie. 
Diese Definitionen sind gleichbedeutend mit den folgenden: die Grösse 
der Geschwindigkeit ist die positiv zu nehmende Wurzel 

ihre Richtung die Richtung einer Linie, die mit den (Koordinaten- 
achsen Winkel bildet, deren Cosinus 

4) 



sind. 

Es ist leicht ersichtlich, dass hiemach die Geschwindigkeit eines 
Punktes allein von seiner Bewegung abhängt und nicht von dem 
Coordinatensysteme, das man zur Untersuchung dieser Bewegung ge- 
wählt hat. Man erkennt die Richtigkeit dieser Behauptung, wenn 
man dieselbe Bewegung einmal auf ein, dann auf ein anderes Coordi- 
natensystem bezieht und beide Male nach der aufgestellten Definition 
die Geschwindigkeit aufsucht. Es seien wieder x, y, z die Coordi- 
naten in einem neuen Systeme des Punktes, dessen Coordinaten in 

dem alten x, y, z sind; es bestehen zwischen diesen Grössen dann 

1* 
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die Gleichungen 1). Differentiirt man diese Gleichungen und benutzt 
die Gleichungen 3), sowie die diesen entsprechenden: 

dx , dy »dz' , 

. rf*=«' rf7 = "' 57 = "'- 

in denen u, v\ w die Componenten der Geschwindigkeit des Punktes 
zur Zeit / nach den Achsen der x, y, z bedeuten, so erhält man: 

8^' = yj « + ^2 ^ "I" y»^ • 

In Folge der in den Gleichungen 2) angegebenen Bedeutung der 
Grössen a, /3, y drücken diese Gleichungen aus, dass ti, v, w und 
u, V j w die Coordinaten eines Punktes in zwei Systemen sind, die 
einen gemeinschaftlichen Anfangspunkt haben und von denen die 
Achsen des einen denen der x, y, z, die Achsen des anderen denen 
der Xy y, z' parallel sind. Die gerade Linie, die nach diesem Punkte 
von dem gemeinsamen Anfangspunkt gezogen ist, bestimmt der Grösse 
und Richtung nach die Geschwindigkeit, um die es sich handelt, mag 
man das Coordinatensystem der x, y, z oder das der x', y', z benutzen. 
Nennt man ds die unendlich kleine Strecke, welche der Punkt 
in dem Zeitelement dt zurücklegt, so ist 

ydx'^~'\-~dy^'\- dz^ = ds 
und daher 

d. h. die Grösse der Geschwindigkeit ist gleich der unendlich kleinen 
Strecke, welche der Punkt in einem Zeitelement zurücklegt, dividirt 
durch dieses Zeitelement. Die in 4) angegebenen Cosinus der Winkel, 
welche die Richtung der Geschwindigkeit mit den Coordinatenachsen 
bildet, werden durch Einführung von ds 

dx dy dz 
ds ' ds' ds'^ 

es sind dieses die Cosinus der Winkel, welche mit den Achsen die 
Tagente bildet, welche im Punkte {x, y, z), im Sinne der Bewegung 
des Punktes an die Bahn desselben gelegt werden kann. Die Rich- 
tung dieser .Tangente ist also die Richtung der Geschwindigkeit. 

Der einfachste Fall der Bewegung ist derjenige, in dem w, v, w 
Constanten sind. In ihm ergiebt die Integration der Differential- 
gleichungen 3): 

« = ^0 + «^ y = Vo + ^^> ^ = ^0 + ^^' 
Die Bahn ist hiemach die gerade Linie, deren Gleichungen 

u V w 
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sind; d. h. die gerade Linie, die in der Richtung der constant blei- 
benden Geschwindigkeit durch den Punkt {Xq, y^, z^ gezogen ist. 
Eine solche Bewegung eines Punktes nennt man eine gleichförmige. 

§4. 

Die Bewegung eines materiellen Punktes ist ebeüfalls vollkommen 
bestimmt, wenn für 1 = Ort und Geschwindigkeit und für jeden 

Werth von l die Werthe von ^/^, -^ , -^ eindeutig gegeben sind. 

Es sei für / == : o; = x^, ij = y^, z = z^, 



und allgemein 



dx dy dz 

^ — Wo; at —^0' dr~^^^' 



d7 — ^' 1? ~ ^' di^ ~ ^' ö) 



wo die mit dem Index versehenen Zeichen gegebene Constanten, 

X, V, Z gegebene Functionen von x,y,z, ^, -^ , -^, /bedeuten, 

die für alle vorkommenden Werthsysteme ihrer Argumente einwerthig 
sind. Integrirt man die Differentialgleichungen 5) und verfügt über 
die 6 dabei auftretenden willkührlichen Constanten so, dass den für 
/ = geltenden Bedingungen genügt wird, so bestimmt man voll- 
kommen X, y, z als Functionen von /. 

Die durch die Gleichungen 5) definirten Grossen X, Y, Z nennt 
man die Componenien nach den Coordinatenachsen der Beschleunigung, 
die der Punkt hat, oder der beschleunigenden Krafi^ die auf den Punkt 
wirkt. Die Ausdrücke: Beschleunigung und beschleunigende Kraft 
werden wir zunächst als ganz gleichbedeutend ansehn und nach Will- 
kühr bald den einen, bald den andern gebrauchen. Der Kürze wegen 
wollen wir dabei das Beiwort beschleunigend fortlassen, aber stets 
hinzudenken, bis wir zur Einführung der sogenannten bewegenden 
Kräfte kommen. Der Beschleunigung kommt eine gewisse Grösse 
und eine gewisse Richtung zu; ihre Grösse ist 



yjp + y^ + z^, 

ihre Richtung diejenige, die mit den Coordinatenachsen Winkel bildet, 

deren Cosinus 

X y z 

sind. Mit andern Worten: betrachtet man X, V, Z als die rechtwink- 
ligen Coordinaten eines Punktes, in einem Coordinatensysteme, dessen 
Achsen den Achsen der x, y, z parallel sind, so ist die Länge der 
von dem Anfangspunkte nach diesem Punkte gezogenen Linie die 
Grösse, und ihre Richtung die Richtung der Beschleunigung. 

Diese Definition der Beschleunigung ist ganz entsprechend der- 
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jenigen, die im vorigea § von der Geschwindigkeit gegeben ist; an 
sie lassen sich ganz ähnliche Betrachtungen knüpfen, wie sie dort 
entwickelt sind. Führt man, wie es dort geschehen ist, neben dem 
Coordinatensystem der x, ij, z ein zweites ein, auf welches man die 
gestrichenen Buchstaben bezieht und diiferentiirt die Gleichungen 1), 
die dann wieder gelten, zweimal, so erhält man 

• 'dl*' ~ "i dt^ "*" "2 -äi* + "a rfT«" 

-dif = Pi ^72- + P2 ^(t + Pa ^2- b) 

d*z' _ f^ i f^y I d^' 

di^ ~ ^' dt* ' ^2 dt* ' ^^ dt* 

oder bei Rücksicht auf die Gleichungen 5) und die diesen entspre- 
chenden, welche die gestrichenen Buchstaben enthalten: 

r = ß,X + ß,V+ß,Z^ 7) 

Z' = y,X + y,r+y3Z; 

und hieraus folgt, dass die Grösse und Richtung der Beschleunigung 
ebenso, wie die Grösse und Richtung der Geschwindigkeit, unab- 
hängig sind von dem Coordinatensysteme, auf welches man die Be- 
wegung bezieht. 

Wie im vorigen und in diesem § die ersten und zweiten Differen- 
tialquotienten der Coordinaten des bewegten Punktes nach der Zeit 
eingeführt sind, so könnten auch die dritten und noch höheren ein- 
geführt werden. Die in der Natur vorkommenden Bewegungen sind 
aber erfahrungsmässig der Art, dass dadurch die Einfachheit ihrer 
Darstellung nicht gewinnen, sondern im Gegentheil verlieren würde. 
Es hat das darin seinen Grund, dass, wie aus der Erfahrung hat 
geschlossen werden können, bei allen Bewegungen, die in der Natur 
vor sich gehen, die zweiten Differentialquotienten der Coordinaten 
der materiellen Punkte nach der Zeit Functionen der Coordinaten 
selbst und unabhängig von den Anfangswerthen der Coordinaten und 
der Geschwindigkeitscomponenten sind. 

§5. 

Nach den gegebenen Definitionen sind wir schon im Stande eine 
Klasse von Bewegungserscheinungen, die auf der Erde vorkommen, 
in sehr einfacher Weise und mit einem hohen Grade von Genauigkeit 
zu beschreiben, die Bewegung fallender und geworfener Körper näm- 
lich in so weit, als diese als materielle Punkte angesehen werden 
können, die Dimensionen ihrer Bahnen unendlich klein gegen die 
Dimensionen der Erde sind und der Einfluss der Luft, so wie der 
Bewegung der Erde unmerklich ist. unter diesen Voraussetzungen 
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ist die genannte Bewegung beschrieben durch den Ausspruch, dass 
auf die Körper in vertical abwärts gekehrter Richtung eine constante 
Kraft wirkt, eine Kraft, welche die Schwere genannt wird. 

Nimmt man die z-Achse vertical abwärts gekehrt fin und be- 
zeichnet die Schwere mit ^, so ist dieser Ausspruch gleichbedeutend 
mit den Differentialgleichungen 

Die Integrale derselben sind: 

X = a -{- d i 

wo a, b, c und a\ b\ c 6 willkührliche Constanten bedeuten, von 
denen die 3 ersten die Coordinaten des Ortes, die 3 letzten die 
Componenten der Geschwindigkeit zur Zeit / == angeben. 

Zwischen x und y kann man durch Elimination von / eine lineare 
Gleichung bilden; d. h. der Körper bewegt sich in einer verticalen 
Ebene. Nimmt man diese zur yz-Ebene, so wird a: = 0, und, elimi- 
nirt man aus den Gleichungen für y und z die Zeit, so erhält man 
zwischen y und z eine Gleichung, die y in den beiden ersten Poten- 
zen, z in der ersten Potenz enthält. Hiernach ist die Bahn eine 
Parabel, deren Achse der z-Achse parallel, also vertical isfc. Ist noch 
^' = 0, so geht die Parabel in eine verticale gerade Linie über. 

§6. 

Ein anderes Beispiel, welches zeigt, welche Vereinfachung die 
Beschreibung natürlicher Bewegungen durch die Einführung des Be- 
griffs der Kraft erfährt, ist die Bewegung der Planeten um die Sonne. 
Es ist diese mit einem gewissen Grade der Genauigkeit beschrieben 
durch die sogenannten Keplerschen Gesetze; es wird uns gelingen 
diese zusammen zu fassen in einen Satz von grosser Einfachheit. 

Nach dem ersten Keplerschen Gesetze bewegt ein Planet sich so, 
dass sein von der Sonne gezogener radius vector in gleichen Zeiten 
gleiche Flächenräume beschreibt; nach dem zweiten ist die Bahn 
eines Planeten eine Ellipse, in deren einem Brennpunkte die Sonne steht. 

Wir nehmen die Ebene der Bahn zur »ry- Ebene; dann ist z = 
und daher, wenn wir X, V, Z die" Componenten der auf den Planeten 
wirkenden Kraft nennen, Z = 0; d. h. die Kraft ist der Ebene der 
Bahn parallel. Wir legen femer den Anfangspunkt der Coordinaten 
in die Sonne und setzen 

a; = rcosgp, y = rsing? 8) 
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mit der näheren Bestimmung, dass r positiv sei. Es ist dann r die 
Länge des von der Sonne nach dem Planeten zur Zeit i gezogenen 

radias vector und tp ist der Winkel, 
* den dieser mit der x- Achse bildet und 

. den er beschreibt, wenn er aus der 

Lage, bei der er mit der o:- Achse zusam- 

K^ menfallt^ in die Lt^e, die er zur Zeit 

/ hat; in dem Sinne gedreht wird, in 

\^ ^ dem die x-Achse gedreht werden muss, 

um nach einer Drehung von einem 
rechten Winkel in die y- Achse zu fallen. Die Achsen der x und y 
denken wir uns so gewählt, dass 9 mit der Zeit wächst. 

Die doppelte Fläche eines Dreiecks ist gleich dem Produkt zweier 
Seiten und des Sinus des eingeschlossenen Winkels. Ist dieser Win- 
kel unendlich klein, so kann er selbst für seinen Sinus gesetzt wer- 
den, vorausgesetzt, dass Einheit des Winkels der Winkel von 

180« 
n 

ist. Diese Einheit führen wir ein für alle mal ein. Die doi>i)elte 
Fläche des Dreiecks, welches der radius vector des Planeten in dem 
Zeitelement dt beschreibt, ist dann r^dq)\ wir setzen 

r'^d(p = cdl] 9) 

nach dem ersten Keplerschen Gesetze ist dann c eine Coustante, und 
nach der Annahme, die wir über die Lage der Coordinatenachsen 
gemacht haben, eine positive. Difierentiirt man die Gleichungen 8), 
so erhält man 

dx = cos (p dr — r sin 9 d(p 

dy = sinqp dr -(- rcosg? dq)'^ 

multiplicirt man diese in geeigneter Weise mit den Gleichungen 8) 
und subtrahirt sie von einander, so ergiebt sich 

xdy — ydx = r^dtp. 
Nach 9) ist daher: 

du dx ^^N 

und durch Differentiation dieser Gleichung erhält man 

d}y d^x ^ 

Bei Rücksicht auf die Gleichungen 5) hat man daher 

^ : y =2 x:y. 

Diese Proportion spricht aus, dass die auf den Planeten wirkende 
Kraft nach der Sonne gerichtet ist oder die entgegengesetzte Richtung 
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hat, dass, wie man dieses ausdrückt, die Kraft eine vou der Sonne 
ausgehende Anziehungs- oder Äbstossungs-Eraft ist. Ihr zufolge kann 
man setzen 

r ' r ' 

dabei ist dann der absolute Werth von R die Grösse der Kraft, und 
es ist diese eine anziehende, wenn R positiv, eine abstossende, wenn 
R negativ ist. Multiplicirt man diese Gleichungen mit dx, dy und 
addirt sie, so ergiebt sich bei Rücksicht darauf, dass 

x^ '\' tß = r' 

also- xdx -^ 1/df/ =^ rdr 11) 

ist: Ädx + Fdy = — Rdr. 

Die linke Seite dieser Gleichung ist aber nach 5) 

i ä ((g)' + (g)") oder i d (t-^), 

w^enn man v die Geschwindigkeit des Planeten nennt. 

Ferner erhält man aus den Gleichungen 10) und 1 1), wenn man 
diese, nachdem die erste mit dt multiplicirt ist, quadrirt und addirt> 

Daraus folgt: 

Diese Gleichung verbinden wir mit einer, die aus dem zweilen Kei)- 
1 ersehen Gesetze sich ergiebt. Es sei a die Hälfte der grossen Axe, 
e die Excentricität der elliptischen Bahn, wobei dann a und e posi- 
tive Grössen sind und ^kleiner als 1 ist. Die o;- Achse sei die grosse 
Achse und nach dem Perihel gerichtet, dem Punkte der Bahn, der 
der Sonne am nächsten ist. Die Gleichung der Bahn ist dann: 

oder r^ == (« (1 — e^) — ex^. 

Zieht man die Wurzel und berücksichtigt, dass r stets positiv ist, so 
erhält man hieraus 

r = a{l ^e'^) — ex. 13) 

Daraus folgt 



.8 
.2 






oder nach 13) 

und mit Hülfe von 12) 



di^ d(^ r 

d^r j. /a(l — «») 



= R C^^-^ - 1) , 
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a (1 — e*) r» ^ 

Dieser Ausdruck von li ist positiv; daher ist -die auf den Planeten 
wirkende Kraft eine von der Sonne ausgehende Anziehungskraft. 
Dieselbe ist ferner dem Quadrate der Entfernung von der Sonne um- 
gekehrt proportional. 

Wir wollen den für diese Kraft gefundenen Ausdruck dadurch 
umformen, dass wir in ihn die Umlaufszeit des Planeten einführen. 
Wir bezeichnen dieselbe durch T. Da cdl nach 9) das Doppelte der 
Fläche ist, welche der radius vector des Planeten in dem Zeitelemeni 
di beschreibt, so ist cT das Doppelte der Fläche, welche von <ler 
elliptischen Bahn begrenzt wird; d. h. es ist 

er = «Vi — ^^2« 

und daher nach 14) 

Nach dem dritten Kepler sehen Gesetze hat aber das Verhältniss 
a^ : 7'2 für alle Planeten denselben Werth; es folgt daraus, dass für 
irgend einen Planeten 

ist, WO M für alle Planeten denselben constanten Werth hat, oder 
in Worten : dass die Sonne alle Planeten mit Kräften anzieht, die den 
Quadraten der Entfernungen von ihr umgekehrt proportional sind. 

Dieser Satz rührt von Newton her. Von ihm ausgehend kann 
man durch eine Rechnung, die den umgekehrten Weg nimmt, als 
diejenige, die wir durchgeführt haben, die Kepler'schen Gesetze ab- 
leiten. Er ist daher nur ein anderer Ausdruck für dieselbe Sache^ 
als diese es sind, aber ein einfacherer. Die grössere Einfachheit 
bildet indessen nicht den einzigen und auch nicht den wichtigsten 
Vorzug, welchen der Newton'sche Satz vor den Kepler'schen Ge- 
setzen voraus hat; es liegt dieser darin, dass der Newton'sche Satz 
seinen Entdecker zu einem Gesetze leiten konnte, welches allgemeiner 
und genauer ist, als er selbst und die Kepler'schen Gesetze; einem 
Gesetze, welches die Bewegung aller Himmelskörper in so weit, als 
diese als materielle Punkte angesehen werden können und unsere 
Kenntnisse reichen, genau darstellt. 

§■7. 

Um dieses Newton'sche Gesetz aussprechen zu können, müssen 
wir den Begriff der Kraft allgemeiner fassen, als wir es bis jetzt ge- 
than haben. Die Ausdrücke Kraft und Beschhunigung haben wir bis 
jetzt als ganz gleichbedeutend gebraucht; nach der Verallgemeinerung 
des Begriffs der Kraft, die wir nun eintreten lassen wollen, werden 
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wir das nicht mehr dürfen. Bis jetzt mussten wir sagen: es wirkt 
auf einen Punkt immer eine Kraft; jetzt werden wir uns des Aus- 
ilrueks bedienen: es wirken auf einen Punkt gleichzeitig mehrei-e 
Kräfte, oder es wirkt auf ihn ein System von Kräften. Wir werden 
dabei eine jede Kraft, gerade wie bisher, durch ihre Componenten 
nach den Coordinatenachsen bestimmen; so dass, wenn X^f V^, Z,, 
X^, l'o, -^2; • • • ^i^ Componenten von Kräften sind, die zusammen 
auf den Punkt {x ^ y, z) wirken, diese Kräfte der Grösse und Rich- 
tung nach übereinstimmen mit den Linien, die vom Anfangspunkte 
der Coordinaten nach den Punkten gezogen sind, welche die Coordi- 
iiaten Jf,, F, , Z, , Jfj; -^2; ^2; • • liaben. Der Ausspruch, dass das 
bezeichnete System von Kräften auf den genannten Punkt wirkt, soll 
gleichbedeutend mit dem Ausspruche sein, dass die Bewegung des 
letzteren den Gleichungen 

^ =^ -^1 + -^2 4" • • 

g=r, + r, + .. 15) 

flit = ^I + ^2 + • • 

gemäss geschieht. 

Ein System von Kräften, welche auf einen Punkt wirken, ist 
immer gleichwerthig mit einer einfachen Kraft, die mau die Resultante 
des Systemes nennt. Sind X, V, Z die Componenten nach den Coor- 
dinatenachsen der Resultante des bezeichneten Systemes, so hat man 
nach 15) und 5): 

A = Ä^ -f- X^ "T . . 

r=i', + r3 + .. 

-^ = Z, -|- ^2 + • • • 

Es sind dieses die Gleichungen, welche, wenn das System nur aus 
zwei Kräften besteht, den analytischen Ausdruck des sogenannten 
Satzes vom Parallelogramm der Kräfte bilden. 

Es ist einleuchtend, dass, wenn man eine bestimmte Bewegung 
eines Punktes als bedingt durch mehrere Kräfte ansieht, diese nicht 
einzeln bestimmt sind; nur die Resultante ist bestimmt; alle Einzel- 
kräfte bis auf eine können beliebig angenommen und diese eine kann 
dann immer so gewählt werden, dass die Resultante der Beschleunigung 
gleich wird. Aus der Bewegung allein kann die Mechanik nach 
unserer Auffassung die Definitionen der Begriffe schöpfen, mit denen 
sie es zu thun hat. Es folgt daraus, dass nach Einführung von 
Kräftesystemen an Stelle einfacher Kräfte die Mechanik ausser Stande 
ist, eine vollständige Definition des Begriffs der Kraft zu geben. 
Trotzdem ist diese Einführung von der höchsten Wichtigkeit. Es 
beruht das darauf, dass, wie die Erfahrung gezeigt hat, bei den natür- 
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liehen Bewegungen sich immer solche Systeme finden lassen, deren 
Einzelkräfte leichter angegeben werden können, als ihre Resultanten. 

§ 8. 

Ein Beispiel hierfür bietet die Bewegung der Himmelskörper. 
Es seien 1, 2, . . die in Betracht kommenden Körper, m^jtn^^ - » Con- 
stanten, welche sich auf dieselben beziehen, r,^, r, 3, ... die Entfer- 
nungen je zweier zur Zeit /; ihre Bewegungen sind dann so, dass 
sie angesehen werden können als bedingt durch Kräfte, mit denen 
jeder auf alle übrigen wirkt, der Art, dass der Körper 1 den Körper 2 
mit einer Kraft anzieht, die 

_ ü^ 

ist. Dieser Satz ist das Newton'sche Gesetz. 

Wären nur 3 Himmelskörper vorhanden und kennzeichnen wir 
die Coordinaten derselben durch die Indices 1,2,3, so wären hier- 
nach die Differentialgleichungen ihrer Bewegung diese: 

ai r|2 'is 

^y\ ^ .vt — ;/i _i_ ^ y» — vx 

dl* • 7-12^ ' •* r,s^ 

^^2j 22 - 2l I *« *8 — «1 



= tn. 



5--' +»«,-•; 
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dfi '"2 r„ 

dl* •* r,8* ' ' r„» 

r//* * »81» • ^ »-32» 

dt* » rai' • 2 ,.jj3 

Die Aufgabe, diese Differentialgleichungen zu integriren, wird das 
Problem der drei Körper genannt. Sie ist mit Strenge bis jetzt nicht 
gelöst. Unser Planetensystem bietet ein noch schwierigeres Problem 
dar, da die Zahl der Körper in ihm grösser als 3 ist. Durch Be- 
nutzung des Umstandes, dass bei jedem Planeten die von der Sonne 
ausgehende Kraft, bei jedem Trabanten die von seinem Planeten aus- 
gehende die andern auf ihn wirkenden Kräfte weit überwiegt, haben 
die Astronomen trotzdem sich überzeugen können, dass die Be- 
wegungen in unserm Planetensystem sehr genau dem Newton'schen 
Gesetze entsprechen. 



Zweite Vorlesung. 

(Bewegung eines Punktes, der nicht frei ist Einfaches Pendel. Bewegung 
eines Systemes von Punkten, für welches Bedingungsgleichungen gelten. Masse 
eines materiellen Punktes. Bewegende Kraft. Lagrange's Grundgleichungen 
der Mechanik.) 

§ 1. 

Einen wesentlichen Nutzen leistet die Einführung eines Systemes 
von Kräften, die auf einen materiellen Punkt wirken, an Stelle einer 
Kraft auch in dem Falle, den wir nun betrachten wollen. Der Fall 
ist der, dass man von vom herein eine Gleichung zwischen den 
Coordinaten des Punktes, oder eine zwischen diesen und der Zeit 
kennt. Das findet z. B. statt, wenn der Punkt in eine Schale von 
bekannter Gestalt gelegt ist und in ihr so sich bewegt, dass er mit ihr 
in Berührung bleibt. Kuht die Schale, so ist die Gleichung ihrer 
Oberfläche eine Gleichung zwischen den Coordinaten des Punktes; 
wird die Schale in bekannter Weise bewegt, so hat man eine Glei- 
chung zwischen diesen Coordinaten und der Zeit. Wir schreiben 
die gedachte Gleichung 

9 {x, y, z, t) = c, 1) 

oder kürzer (p = c^ indem wir durch c eine Constante bezeichnen. 
Dem Sprachgebrauche folgend, nennen wir sie eine ßedingungs- 
gleichung und sagen: der Punkt ist nicht frei, sondern gezwungen ^ 
dieser Bedingung gemäss sich zu bewegen ; wir verbinden mit diesen 
Ausdrücken aber keine andere Vorstellung als die, dass die Glei- 
chung 1) thatsäcMich besteht. 

In dem genannten Falle stellen wir die Bewegung des Punktes 
als durch zwei Kräfte bedingt dar; wir setzen nämlich 



dt* 



Die Componenten der ersten Kraft, X, V, Z, sollen vollständig 
angegeben, für die Componenten der zweiten, ^, , P", , Z, , aber nur 
Ausdrücke aufgestellt werden, die noch eine unbekannte Grösse, die 
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wir A nennen wollen, enthalten. Durch die Bedingungsgleiehnng 
llisst sich diese bestimmen. Aus derselben folgt nämlich, dass für 
jeden Werth von i 

dtp ^1 1 d^ tho , d €p t[y . d^ dz^ j_ d (p /. 

^^ — u a. n. ^^ ^^ -t- g- ^^ "T ^j ^^ i- ^/ = ^ 

und auch 

f» = (1. h. 0=1» ?" + 1" 1*^ + 1" S 

' äi^ rf7 ^ • äy^ ~di ll'^ dz'dx ~dt flf7 
' ^.ra/ dt'^ dy dl dl "^ dz dl dt 

ist. Substituirt man in die letzte Gleichung für ^^, —ft) ^^ ^'^^^ 
Werthe aus 2), so erhält man eine Gleichung, welche A durch 

-'*% t/' ^f ~^> di> Z^ ^^^ ^ auszudrücken erlaubt. Jede von den Com- 

ponenten -^,, F,, Z, werden wir gleich A, multiplicirt mit einem von 
A unabhängigen Factor, setzen; die Gleichung für A wird dann 

linear, es wird A und es werden JT, , Z, , Zj, also auch — ^, ^•'^, - ^ 

eindeutig und als endliche Grössen bestimmt, vorausgesetzt, dass der 
Coefficient von A in der genannten Gleichung nicht verschwindet. 
Die ganze Bewegung ist daher vollständig bestimmt, wenn noch die 
Anfangswerthe der Coordinaten und Geschwindigkeitscomponenten 
angegeben sind. Diesen Schlüssen liegt die Voraussetzung mit zu 
Grunde, welche im § 4. der ersten Vorlesung über die Componenten 
einer Kraft liusgesprochen ist und die ausnahmslos beibehalten werden 
wird, die Voraussetzung, dass diese Componenten im allgemeinsten 

Falle eindeutige Functionen von x, y, z, -^jf -j^f ^i» ' sind. Als 

solche Functionen sollen Ä, F, Z und die Factoren von A in AT,, JT,, Z^ 
angegeben werden. 

Im Uebrigen können die zuletzt genannten Factoren ganz be- 
liebig gewählt werden; immer ist die Beschreibung der Bewegung 
eine vollständige. Wir wollen aber eine ganz specielle Wahl treflfen, 
nämlich 

setzen, wodurch die Gleichungen 2) werden: 
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di^ ~^''^ ^ dz ' 

Die Zweckmässigkeit dieser Wahl beruht wesentlich auf einer 
Eigenschaft der Gleichungen 4), die sich zeigt, wenn man neben 
dem Coordinatensystem der x, y, z ein zweites rechtwinkliges Coor- 
dinatensystem einfuhrt. Das wollen wir thun und auf dieses die ge- 
strichenen Buchstaben in derselben Weise beziehen, wie es in der 
vorigen Vorlesung geschehen ist. 

Im § 4 der ersten Vorlesung ist von einer Kraft, die allein auf 
einen Punkt wirkt, bewiesen, dass sie der Grösse und Richtung nach 
unabhängig von dem Goordinatensysteme ist. Dass eine Kraft, die 
mit andern zusammen auf einen Punkt wirkt, dieselbe Eigenschaft 
besitzt, kann nicht bewiesen werden, weil dazu die von einer solchen 
Kraft gegebene Definition nicht ausreicht; bei der Kraft, deren Com- 
ponenten jetzt X, V, Z genannt sind, dürfen und wollen wir aber 
diese Eigenschaft voraussetzen. 

Man bezeichne durch g)' die Function von x\ y\ z, /, in welche 
q) übergeht, wenn man hier x, y, z mit Hülfe der Gleichungen 1) 
der ersten Vorlesung durch x\ y\ z ausdrückt, so dass 

eine mit Rücksicht auf diese Gleichungen identische Gleichung ist. 
Da aus der Auflösung dieser Gleichungen sich ergiebt: 

dx dy dz 

X * GX * Ox ** 

Cx f. dy a dz ^ 

cy'~P^ dy~^^ dy~^'^ 



so folgt hieraus 



dz 
dl 


== 


y\ 


dy 

8z-- 


= ^2 


dz 

dV ' 


= y3, 


dcp* 
dx 




dx 


«. + 


d<p 

dy 


«2 + 


dz "» 



%i = l9. ^, + 1^ ß, + 19. ß, f,) 

oy cx'^^^dy'^^^cz'^'* ' 

dz dx ^^ ^ ay ^2i- ^2 n 

Multiplicirt man die Gleichungen 4) mit «j, a.^, «., oder ß^f-ß^y ß^ 
oder y,, y.^, yg und addirt sie jedesmal, so erhält man daher und, 
weil bei den gemachten Festsetzungen die Gleichungen 6) und 7) der 
ersten Vorlesung gelten: 

fpx' ^ , j d(p' 

rfi«' = ^ + '^ ä? 



di^ ~ ^ '^ ^ dy 
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Diese Gleichungen; zu welcher nur die Gleichung 

(p =s c 

und die Angabe des Anfangsortes und der Anfangsgeschwindigkeit 
hinzuzufügen ist; um die Bewegung mit Hülfe des zweiten Coordi- 
natensystems vollständig zu bestimmen, sind von derselben Form als 
die Gleichungen 4). Die Eigenschaft, welche die letzteren hiernach 
auszeichnet und auf welcher wesentlich ihre Zweckmässigkeit beruht, 
lässt sich so aussprechen: sie gelten für ein beliebiges rechtwinkliges 
Coordinatensystem, wenn man annimmt, dass die Kraft (X, V, Z) 
ihrer Grösse' und Richtung nach unabhängig von dem Coordinaten- 
system ist. 

Aus den Gleichungen 5) folgt, dass A ^, ^ '^ ^ ^ ~W~ ^^^ 

k ö^ , k -ß-., k ^ die Coordinaten desselben Punktes in Bezuir auf 

zwei Coordinatensysteme sind, die einen gemeinschaftlichen Anfangs- 
punkt haben, und von denen die Achsen des einen parallel denen 
der X, y, r, die Achsen des anderen parallel denen der Xy y, z sind. 
Nach der im § 4. aufgestellten Definition einer Kraft, die durch ihre 
Componenten gegeben ist, und der Ausdehnung dieser Definition auf 
eine Kraft, die mit andern zugleich auf einen Punkt wirkt, in § 7. 
der ersten Vorlesung folgt hieraus weiter, dass auch die Kraft 

\k ~-y k -~ , A -^^ j ihrer Grösse und Richtung nach unabhängig 

von dem Coordinatensysteme ist. Ihre Richtung ist senkrecht auf 
der Fläche, die bei dem Werthe, den t in dem betrachteten Augen- 
blicke hat, durch die Gleichung 

dargestellt ist; denn, wenn w eine Normale dieser Fläche bezeichnet, 
die durch den Punkt {x, y, z) geht, so ist bekanntlich 

dw dtp dtp / \ / \ / \ 

ihre Grosse ist der absolute Werth von 

Wir bezeichnen, dem Sprachgebrauche gemäss, diese Kraft als eine 
Folge davon, dass der Punkt gezwungen ist, der Bedingung q) = c 
entsprechend sich zu bewegen, ohne dadurch irgend etwas über diese 
Kraft oder ihren Ursprung aussagen zu wollen. 

Noch auf eine andere Eigenschaft der Gleichungen machen wir 
aufmerksam; darauf, dass sie, wenn die Kraft {X, F, Z) eine gegebene 
ist, gültig bleiben, wenn man die Form der Bedingungsgleichung be- 
liebig ändert, d. h, wenn man die Gleichung q> = c ersetzt durch 
die Gleichung 
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WO F eine beliebige Function von ^>^ und C den Werth bedeutet, 
den diese für cp = c annimmt. Statt der Gleichungen 4) erliiilt 
man dann 

d^x y _j_ r ^^ 

d*2 '7 _A_ r ^^ 

wo L eine neue unbekannte Grösse bedeutet, die aus der Gleichung 
F = C oder, was dasselbe ist, aus der Gleichung g? = c zu bestimmen 
ist. Da aber 

dF _dF^C(p dF ^^dF d^ dF ^ dF d(f> 
da; dtp dcc' dy dtp dy ' dz dtp dz ^ 

SO werden die Gleichungen G) identisch mit den Gleichungen 4), 
wenn man 

dq> 

macht. 

Um die Gleichungen 4) und die Gleichung tp = c in Worte zu 
übersetzen, werden wir sagen : auf den betrachteten materiellen Punkt 
wirkt die Kraft, deren Componenten X, F, Z sind, während seine 
Bewegung der Bedingung (p =^ c unterworfen ist. 

Nicht unerwähnt möge bleiben, dass die Gleichungen 4) nicht 
die einzigen sind, welche die beiden Eigenschaften haben, die für sie 
nachgewiesen sind: zu gelten für jedes Coordinatensystem und jede 
Form der Bedingungsgleichung, wenn die Kraft {Ä, V, Z) der Grösse? 
und Richtung nach gegeben ist. Dieselben Eigenschaften haben die 
Gleichungen 



"" ■ ^ + ' (a! + '■ % /elf)' + (ff +4:)') , 



/ 



dt^ 

wenn h eine Constante oder eine beliebig gegebene Function von 

('--) +(/) + (^) bedeutet. Diese Gleichungen sind wirklich 

wohl geeignet, wenn sie an Stelle der Gleichungen 4) gesetzt werden, 
zur Beschreibung gewisser Bewegungen zu dienen, solcher Bewegungen 
nämlich, bei denen, wie man sagt, eine Reibung sich merklich macht. 
Wir halten indessen die Gleichung 4) fest. 

Kirch ho ff, Mechanik. 2 
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§ 2. 

• 

Die im vorigen § besprochene Methode wollen wir zur Beschrei- 
bung der Bewegung eines einfachen Pendels benutzen. Es besteht 
ein solches aus einem Körper, der als ein materieller Punkt betrachtet 
wird und der an einem festen Punkte mit Hülfe eines Fadens auf- 
gehängt ist. Der Faden wird als unausdehnbar angenommen, sein 
Einfluss im üebrigen vernachlässigt. Wird der Körper in geeigneter 
Weise in Bewegung gesetzt, so bewegt er sich so, dass er auf der 
Kugelfläche bleibt, die mit der Länge des Fadens um den Auf- 
hängungspunkt beschrieben ist. Eine solche Bewegung wird voraus- 
gesetzt. Sind femer noch die Annahmen erfüllt, die bei der Unter- 
suchung eines freien, geworfenen Körpers im § 5. der ersten Vor- 
lesung ausgesprochen sind, so ist die Bewegung des Pendelkörpers 
durch die Aussage beschrieben, dass auf ihn die Schwere wirkt, 
während er gezwungen ist auf der genannten Kugelfläche zu bleiben. 

Führt man ein Coordinatensystem ein, dessen Anfangspunkt der 
Aufhängungspunkt, dessen z- Achse vertical abwärts gerichtet ist, 
und nennt / die Länge des Fadens, so ist diese Behauptung durch 
die folgenden Gleichungen ausgesprochen: 

^^ + y^ + ^' = p' 

Aus der letzten von diesen folgt 

X dx -{- y dy -^ z dz = i)y 

und daher aus den 3 ersten, indem man sie mit ^/.r, dy^ dz multi- 
plicirt, addirt und integrirt: 

dx^ -f dy"- -f dz'^ = Cigz -f li) dC^, 9) 

wo h eine willkührliche Constante bedeutet. 

Multiplicirt man die beiden ersten der Gleicluingen 8) mit — y un«] 
-|- Xj addirt sie und integrirt, so erhält man 

xdy — ydx =^ cdty 10) 

wo c eine zweite willkührliche Constante ist. 

Nun führe man statt der rechtwinkligen Coordinaten Polarcoor- 
dinaten ein; man setze: 

o; == / sin 0" cos ?/' 

y = /sin d' sin iv -11) 

z = i cos d", 
woraus folgt 



k 6« 
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dx = l cos %• cos wd%' — / sin %' sin wdw 
dy =s i cos d' sin «^rfO^ + / sin -O- cos iv dw 
dz = — l sin^dd^. 

Man hat daher 

dx'^ + dy^ J^dz'^ = l'^ {dd''^ + siu"^ d'dw"-) 
xdy — ydx = /^ sin^ ^dw^ 

und die Gleichungen 9) und 10) werden: 

p (^^2 + sin^ 0-</«^''^) = {2fjl cos -^ + //) dr- 12) 

/^ sin^ %'div = cdL 
Hieraus folgt 

Durch Integration dieser Gleichung kann man %' als elliptische 
Function von i ausdrücken. Hat man 0* gefunden, so ergiebt sich 
w durch nochmalige Integration aus der zweiten der Gleichungen 12). 

Ist c= 0, so folgt aus der zweiten der Gleichungen 12) w = const. 
nach 11) geschieht die Bewegung dann in einer verticalen Ebene 
und nach der ersten der Gleichungen 12) ist 

(^!)^=2feos^+;.- 13) 

Je nach dem Werthe von h ist die durch diese Gleichung darge- 
stellte Bewegung der Art, dass der absolute Werth von •9' mit der 
Zeit unbegrenzt wächst, oder der Art, dass -9- zwischen einem Mi- 
nimum und einem Maximum hin und her geht. Wir wollen nur den 
zweiten Fall verfolgen, den Fall, dass das Pendel Schtvviffunyen aus- 
führt. Bezeichnen wir die Amplitude der Schwingungen, d. h. den 

ffrössten Werth von -O* durch a, so ist - =0 für -9" == a, also 

" 'dt 

nach 13) : 

= 2 ^J cos a + ^'; 

Zieht man diese (ileichung von 13) ab, so erhiilt man 

4 / . , « ' o &\ 



Setzt man 



so ertriebt sich Iiieraus 



sm ,^ = sm — sm t y 






/'- 



sm' -^ Hin' t^ 



o 



Ist T die Dauer einer einfachen Schwingung, so findet man T, in- 
dem man diese Gleichung von %^ = — « bis ^ = -j- «, d. h. von 

2* 
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^ = — ^bis ?^ = +9 integrirt; es ist also 



- /J ^/: 



2 

diff 



u 1/ 1 — ain* - sin* fff 
Ist a nur klein, so ist bei Vernachlässigung seiner vierten Potenz 

= 1 + ^ sin^ 2 sin^ ^; 



da femer 



/ 



1 — sin* — sin* ip 



SO wird dann 



oder auch 



IL 

Y 

. n 





/ sin^ V'^V' = 



7_«/i(l+iÄ'|) 



Ist a unendlich klein, so wird 

Der Fall unendlich kleiner Schwingungen lilsst sich auch ohne 
die Voraussetzung, dass sie ebene sind, leicht vollständig behandeln. 
Wenn die Schwingungen, d. h. wenn x und y unendlich klein sind, so 
ist es auch / — z; und zwar ist dieses von der zweiten Ordnung, 
wenn jene von der ersten Ordnung unendlich klein sind, wie aus der 
vierten der Gleichungen 8) hervorgeht. Die dritte dieser Gleichungen 
spricht daher aus, dass bis auf Grössen der zweiten Ordnung 

ist, und die beiden ersten geben: 

^^ _ __ ^ ^ ^ _ _ .'/ ,, 

Die allgemeinen Integrale dieser Differentialgleichungen sind: 

a; = öT sin y ^ t + a cos y ". t 

y = i^ sin y^- i + V cos ^^ /, 

wo «, ^, «', y willkührliche Constanten bedeuten. Eliminirt mau 
aus diesen beiden Gleichungen /, indem man die in ihnen vorkom- 
menden Sinus und Cosinus berechnet und die Summe der Quadrate 



§ 3. Bewegung eines Systemes verbundener Punkte. 21 

der gefundenen Werthe = 1 setzt, so findet man als Gleichung 
der Bahn des schweren Punktes die Gleichung einer Ellipse. Die 
Dauer eines Umlaufs ist, wie sich aus den Ausdrücken von x und y 
ergiebt, 

9 



= 2jty 



§ 3. 

Wir fassen jetzt den allgemeinsten Fall ins Auge, der in der 

Mechanik materieller Punkte zu betrachten ist. Es handle sich um 

ein System materieller Punkte, die wir 1, 2, ... nennen wollen. 

Die Buchstaben x, y, z mit den Indices 1, 2, ... mögen ihre Coor- 

clinaten zur Zeit ( bezeichnen. Zwischen diesen und der Zeit sollen 

von vom herein n von einander unabhängige Gleichungen bekannt 

sein, die wir 

g) =:= c, if = e, , , 14) 

schreiben, indem wir unter 9?, ^, . . Functionen der sämmtlichen 
Coordinaten und der Zeit, unter c, ^, . . Constanten verstehen. Den 
Differentialgleichungen der Bewegung der Punkte wollen wir eine 
Form geben, die der Form entspricht, in der wir im § 1. die Dif- 
ferentialgleichungen der Bewegung eines Punktes, der einer Be- 
dingung unterworfen ist, aufgestellt haben. Die Bewegung eines 
jeden Punktes stellen wir als durch w + 1 Kräfte bedingt dar; von 
den sämmtlichen in Betracht kommenden Kräften soll für jeden 
Punkt eine vollständig angegeben, für die übrigen sollen Ausdrücke 
aufgestellt werden, die zusammen n unbekannte Grössen enthalten.. 
Wir setzen nämlich 

^■Vi _^ Y I A ^^ 4_ i^- ^^ 4- 

^;i = z, + A|^ + iL|3^+.. 15) 



Xy, y^y Zy, X2, Y^y . . slnd hier die Componenten der Kräfte, die 
in jedem Falle, auf den die Gleichungen angewendet werden, voll- 
ständig angegeben werden sollen als Functionen der Coordinaten und 
Geschwindigkeitscomponenten der Punkte und der Zeit; w,, Wj, . . 
positive Constanten, die gleichfalls angegeben werden sollen; A, ft, . . 
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die n Unbekannten; die ihre eindeutige Beätimmung finden durch 
die w, in Bezug auf sie linearen, Gleichungen 

Vi^ ~ ^' dt^ — ^; • • > 

die nach dem Muster der Gleichung 3) zu entwickeln sind. 

Die Gleichungen 15) gelten für jedes rechtwinklige Coordinateu- 
system, wenn man festsetzt, was wir thun wollen, dass die Kräfte 
(X,, y^, Z^j {X^j y.jy Zj), . . der Grösse und Richtung nach von 
dem Coordinatensysteme unabhängig sind. Der Beweis hierfür ist in 
derselben .Weise zu führen, wie die entsprechende Thatsache in § 1. 
bewiesen ist, dadurch, dass die Gleichungen, die auf jeden Punkt des 
Systemes sich beziehn, mit «j, «2, «g oder ^,, ß^, ß^ oder y, , /jj ^3 
multiplicirt und jedesmal addirt werden. 

Die Gleichungen 15) gelten auch für jede Form der Bedingungs- 
gleichungen, mit welchem Namen wir wieder die Gleichungen 14) 
belegen; d. h. sie gelten auch, wenn man diese ersetzt durch die 

Gleichungen 

F = 6', G = Kj , . 

Mvo F, Gy > , n von einander unabhängige Functionen von q), ^^ . ., 
und Cy Ey , . die constanten Werthe bedeuten, die sie annehmen für 
tp =^ Cy ^ = ^, ... Für die. Grössen A, ft, . . hat man dann nur 
andere zu setzen, die Z, yV, . . genannt werden mögen und die aus 
den Gleichungen 

A = Z l^ + M i^ + . . . 

• ••••• 

zu bestimmen sind. Die Richtigkeit dieser Behauptung leuchtet ein, 
wenn man erwägt, dass, wenn x irgend eine der Grössen oc^^y^^ Zj, 
x.yj 1/2 7 • • • bedeutet, 

dF ^d£d^ . dF r^ , 

dG ^dG d<^ .dG dtp t 
dx dq> dx * dfp dx ^"^ 

• . • ... 
also, wenn die Gleichungen 16) erfüllt sind: 

dx * ox * ox ' ^ ox ' 

ist. 

Wir bemerken, dass die Geltung der Gleichungen 15) für jedes 
Coordinatensystem oder für jede Form der Bedingungsgleichungen 

aufhören würde, wenn statt des gleichen Factors ~, der in den auf 



§ 3. Gleichungen von Lagrange. 23 

den ersten Punkt bezüglichen Gleichungen vorkommt, verschiedene 
Factoren in einer Verticalreihe oder in einer Horizontalreihe gewählt 
wären. Auf der Hand liegt übrigens, dass die Gleichungen 15) nicht 
die einzigen sind, die die eben bewiesenen Eigenschaften besitzen; 
nach dem Muster der Gleichungen 7) kann man leicht solche bilden, 
die sie auch haben; und die Gleichungen 15) verlieren sie auch nicht, 
wenn man die Grössen m^y m^^ , . nicht als constant, sondern als 
beliebig veränderlich annimmt. Durch eine solche Verallgemeinerung 
der in Rede stehenden Gleichungen würde man aber, der Erfahrung 
zufolge, für die Einfachheit der Beschreibung der natürlichen Bewe- 
gungen nichts gewinnen. 

Die Grössen m^, m.^, . . nennen wir die Massen der materiellen 
Punkte 1, 2, . . 

Mit der Form der Gleichungen 15) und der Bezeichnung nehmen 
wir noch eine Veränderung vor. Durch Multiplication mit w,, Wg, . . 
schaffen wir die in ihnen vorkommenden Nenner fort; es treten dann 

die Produkte tn^Ä^, ^\^\> ^i^n ^h^'z> '^2^2> • • ^^^5 diese Pro- 
dukte sollen nun durch Tj, F,, Zj, X^, Vi, . . selbst bezeichnet und 
die Componenten nach den Coordinatenachsen der bewegenden Kräfte 
genannt werden, die auf die Massen m^, m.^, , . oder die materiellen 
Punkte 1,2,.. wirken, üeber den Begriff einer bewegenden Kraft, 
den wir hiermit einführen, können wir Folgendes sagen: eine bewe- 
gende Kraft entspricht immer einer beschleunigenden; ihr kommt 
wie dieser eine gewisse Grösse und eine gewisse Richtung zu; die 
Richtungen beider stimmen überein ; die Grösse der bewegenden Kraft 
ist gleich der Grösse der beschleunigenden, multiplicirt mit der Masse, 
auf die sie wirkt; bewegende Kräfte, die gleichzeitig auf einen Punkt 
wirken, setzen sich gerade so zusammen, wie beschleunigende. Es isi 
bisher ausschliesslich von beschleunigenden Kräften die Rede gewe- 
sen; es wird von jetzt an ausschliesslich von bewegenden Kräften die 
Rede sein und der Kürze wegen das Beiwort betvegend fortgelassen 
werden. 

Wenn wir sagen, dass auf ein System von Punkten, deren Massen 
;w,, m.,, . . sind, und für welche die Bedingungen (p =^ c, ^ = ^, . . 
l)estehen, Kräfte wirken, deren Componenten .Y^, Y^, Z^, A\, Y^, . . 
sind, so soll dadurch hiemach ausgedrückt sein, dass die Bewegung 
der Punkte den folgenden Gleichungen gemäss geschieht: 
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• ■ « • 

q) = c, tif = e, . , . 

Es sind dieses die Grundgleichungen der Mechanik materieller Puukte^ 
die zuerst von Lagrange in seiner analytischen Mechanik aufge- 
stellt sind. 

Die Grössen A >, ^ , A >, ^ , A ^^ sind die Componenten einer 

CJCi oy^ oti 

Kraft, die auf den Punkt 1 wirkt; der Grösse und Richtung nach 
ist dieselbe von dem benutzten Coordinatensysteme unabhängig, wie 
aus einer Betrachtung hervorgeht, die genau mit einer im § 1 . ange- 
stellten übereinstimmt. Man bezeichnet sie als eine Folge davon, 
dass der Punkt 1 gezwungen ist, sich der Bedingung (p = c gemäss 
zu bewegen. Es sei, um ein naheliegendes Beispiel zu betrachten, 

9^ = H(^i — •'^\>^^ + ^^1 — y-iV- + (^1 — z^)'^), 

wodurch ausgedrückt ist, dass die Punkte 1 und 2 mit einander fest 
verbunden sind. In Folge dieser Verbindung wirken dann, wie man 
sagt, auf die Punkte 1 und 2 Kräfte, deren Componenten 

A {x^ — x^), A (y, — yj), A (zj — z^ 
und X{x^^x^), A(y2 — y,), k {z^ — z^) 

sind, Kräfte also, die dieselbe Grösse haben, und deren Richtungen 
die beiden Richtungen der Verbindungslinie von 1 und 2 sind. 

Die Gleichungen 17) beziehen sich auf den allgemeinsten Fall, 
der in der Mechanik materieller Punkte zu betrachten ist; die Kräfte, 
deren Componenten in ihnen vorkommen, haben sämmtlich die Eigen- 
schaft, der Grösse und Richtung nach unabhängig von dem Coordi- 
natensysteme zu sein, das man benutzt. Wir können daher diese 
Eigenschaft allen Kräften zuschreiben, mit welchen wir es hier zu 
thun haben. 



Dritte Vorlesung. 

(Das d'Alembert'sche Princip. Arbeit. Das Ilamilton'schc Princip. Poten- 
tial oder Kräfbefunotion. Gleichgewicht. Das Princip der virtuellen Ver- 
rück iingen.] 

§ 1- 

Die in der vorigen Vorlesung für die Bewegung eines Systemes 
materieller Punkte aufgestellten Differentialgleichungen 17) setzen die 
Einführung eines rechtwinkligen Coordinatensystemes , welches belie- 
big gewählt sein kann, voraus. Dieselben lassen sich, wie nun ge- 
zeigt werden soll, auf eine Form bringen, bei welcher eine Beziehung 
auf ein Coordinatensystem gar nicht vorkommt. 

Wir fassen die Lage der Punkte ins Auge, die einem bestimm- 
ten Werthe von / entspricht, und denken uns die Punkte aus dieser 
unendlich wenig verschoben. Dabei mögen die Coordinaten .r,, y^, z^, 
Xj, ^2, . . resp, um Sx^, öy^, 8z^, dx^, öy.y, . . wachsen. Diese 
Comporienten der Vetrücktmgen sollen, ausser dem dass sie unendlich 
klein sind, nur der Bedingung genügen, dass sie mit den Bedingungs- 
gleichungen g) = r, tp = e, , , vereinbar sind; damit ist gemeint, dass 
sie den Gleichungen 

genügen, in denen x irgend eine der Grössen x^, y\, z^, x^, y^y - - 
bedeutet, und das Zeichen 27 andeutet, dass die Summe in Bezug auf 
alle diese zu nehmen ist. Solche Verrückungen nennt man virtuelie 
im Gegensatze zu den wirklichen, actuellen, die in einem Zeitelemente 
dt statt finden. Es möge hervorgehoben werden, dass hierbei keines- 
wegs der Fall ausgeschlossen ist, dass die Zeit in den Bedingungs- 
gleiehungen g? = c, ^ = e, , , vorkommt, in welchem Falle der Aus- 
druck die Verrückungen sollen mit diesen Gleichunyen vereinbar sein an 
sich keine bestimmte Bedeutung hat; seine Bedeutung wird dann erst 
festgesetzt durch die Gleichungen 1). Virtuelle Verrückungen sind 
dann solche, welche den Bedingungsgleichungen gemäss sind, wenn 
die Zeit in diesen als constant betrachtet wird. Ist z. B. ein Punkt 
gezwungen auf einer Kugelfläche zu bleiben, die mit gegebener Ge- 
schwindigkeit fortschreitet, so ist eine virtuelle Verrückung des Punktes 
eine solche, die ihn auf der ruhenden Kugel fortführen würde. 
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Multiplicirt inaii die Differentialgleichungen 17) der vorigen Ver- 
lesung mit da;,, dy,, Sz^, dx^^ 8y.^, . . und addirt sie, so erhält 
man bei Rücksicht auf die Gleichungen 1): 

^=2^'" S ~^^ *^+ (»»S - ^) *^y +('» S- -^^ *- ^) 

wo die Summe in Bezug auf alle Punkte zu nehmen ist. Diese- Glei- 
chung ist, wenn man hinzufügt, dass sie für alle virtuellen Verrückun- 
gen gelten soll, ganz gleichbedeutend mit jenen Differentialgleichun- 
gen 17). Wir haben sie aus jenen hergeleitet; es lassen sich auch 
jene aus ihr herleiten, d. h. es lässt sich zeigen, dass es Grossen 
^; f^> • • gißbt, die die Gleichungen 17) erfüllen, wenn die Gleichung 2) 
für alle Werthe der dx besteht, die den Gleichungen 1) genügen. Es 
geschieht das durch eine Betrachtung, die der Theorie der linearen 
Functionen angehört. 

Der durch die Gleichung 2) ausgesprochene Satz heisst das dAIcrh- 
herische Princip, 

§ 2. 

Wir wollen die Gleichung 2) noch umgestalten. 
Den Werth von 

XSx -f YSy -f ZSz 

nennt man die Arbeit der Kraft {X, F, Z) für die Verrückung {dx, öi/, dz) 
ihres Angriffspunktes ; dieselbe ist, wie man sieht, wenn man die Grösse 
der Kraft und die Grösse der Verrückung einführt, gleich dem Pro- 
dukte dieser beiden und dem Cosinus des Winkels, den die Richtun- 
gen beider mit einander bilden. Sie ist unabhängig von dem Coor- 
dinatensystem und ist positiv oder negativ, je nach dem Vorzeichen 
des genannten Cosinus. Hat man ein System von Kräften, die auf 
verschiedene Punkte wirken oder denselben Angriffspunkt haben, so 
nennt man die in Bezug auf sie genommene Summe 

^ {Ädx + Fdy + Zdz) 

die Arbeit des Systemes für die gedachten Verrückungen, Haben -die 
Kräfte denselben Angriffspunkt, so ist ihre Arbeit gleich der Arbeit 
ihrer Resultante, da die Componenten nach den Coordinatenachsen 
der Resultante gleich den Summen der entsprechenden Componenten 
der Einzelkräfte sind. 

§ 3. 
In der Gleichung 2) wollen wir 

setzen, also mit ü' die Arbeit der Kräfte {X, V, Z) für die gedach- 
ten Verrückungen bezeichnen. 
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Die Grossen .r, y, z sind Functionen der Zeit; auch die Grössen 
d\f, 8y, 8 z können und wollen wir als Functionen der Zeit ansehn, 
dio nur unendlich klein sein und den Bedingungen 1) genügen müssen. 
Mau hat dann 



Wenn bei gleich bleibendem Werthe von / sich x um 8x ändert, so 

di 



lindert sich auch ^~ ; wir werden den Zuwachs, den es erfährt, durch 



Ö ^ Y bezeichnen. Aus dieser Definition folgt 

» dx d{.r -|- 8x) dx ddx 

dT dt lii dl 

Es ist daher 



rfx rf*x _ rfx ^ rf£ oder auch = ^ (J {^fY 



dt dl dl dt 



f 



wenn allgemein durch Vorsetzen des Zeichens d die Aenderung be- 
zeichnet wird, die der dahinter stehende Ausdruck dadurch erleidet, 
dass X, y, z um dx, 8y, dz geändert werden. Die Gleichung 4) ist 
hiernach : 

d^x » d [dx ft \ , e. /dx\' 

Für X kann hier auch y oder z gesetzt werden. Da ferner, wenn 
man die durch das Zeichen d bezeichneten Aenderungen Variationen 
uennt, die Variation einer Summe gleich der Summe der Variationen 
ihrer Theile ist, so folgt hieraus 

Die in dem letzten Gliede dieser Gleichung vorkommende Summe 

nennen wir die lebendiye Kraft des Systems und bezeichnen sie durch 

7*5 es ist dann 

T = \i:mv'^, 6) 

wenn v die Geschwindigkeit bedeutet. Hiernach und nach der Glei- 
chung 3) wird die Gleichung 2): 

ii^"" (^v *- + S^ *y + J; <^-) = *^ + "'■ V 

Die rechte Seite dieser Gleichung enthält keine Beziehung auf ein 
Coordinatensystem und auch die linke enthält eine solche nur schein- 
bar, da 

dx j^ , dl/ ^ , dz 



dt 



*^ + ^' <Jy + ■ ; ä^ 
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das Produkt aus der Geschwindigkeit v in die Verriickung (dx, dy, dz) 
und den Cosinus des Winkels ist, den die Richtungen beider mit 
einander bilden. 

Mit der Gleichung 7) nehmen wir endlich nun noch die Aenderung 
vor, dass wir sie mit d( multipliciren und int^griren zwischen 2 be- 
liebig zu wählenden Werthen von /, die wir i^ und t^ nennen wol- 
len. • Wir erhalten dann 

WO das Zeichen auf der linken Seite des Gleichheitszeichens die Dif- 
ferenz der Werthe bedeutet, die der in den eckigen Klammern stehende 
Ausdruck für t = f^ und i = /„ annimmt. Nun wollen wir den Va- 
riationen dx, 8y, dz die neue Beschränkung auflegen, dass sie sämmt- 
lich für l = ti und t =^ t^ verschwinden 5 dann wird 

ti 
0= C dtiST + uy 9) 

Der Satz, dass diese Gleichung gelten muss für alle unendlich kleinen 
Variationen der Oerter der Punkte, welche mit den Bedingungen 
verträglich sind, denen die Bewegung unterworfen ist, und welche 
für t = i^ und l = t^ verschwinden, heisst das Hamilton sehe Pn'nctp. 
Wir haben dasselbe aus dem d'Alembert'schen Principe, d. h. aus der 
Gleichung 2) abgeleitet; überzeugen wir uns nun, dass auch das Um- 
gekehrte möglich ist. 

Bei Benutzung der in 3) und 6) gegebenen Definitionen und der 
identischen Gleichung 5) wird die Gleichung 9): 

=J^*^(P''^t^ -^)Sx + (m g- F) äy + m {^-l-Z)Sz. 

Erwägt man nun, dass die Werthe der da:, dy, dz für alle Zeit- 
elemente bis auf eines, die in dem Intervall von t = t^^ bis t = i^ lie- 
gen, = angenommen, in diesem einen aber beliebigen virtuellen 
Verrückungen gleichgesetzt werden können, so sieht man ein, dass 
für dieses eine Zeitelement die Gleichung 2) bestehen muss; sie muss 
immer bestehen, da das Zeitelement beliebig gewählt werden kann. 

Das Ilamilton'sche Princip, das d'Alembert^sche und die Lagrange'- 
schen Difierentialgleichungen (die Gleichungen 17) der vorigen Vor- 
lesung) sind daher vollkommen gleichbedeutend. 

§4. 

Der grosse Nutzen, den das Hamilton'sche Princip gewährt, be- 
ruht darauf, dass man mit seiner Hülfe in die Differentialgleichungen 
der Bewegung eines Systemes materieller Punkte statt der rechtwin- 
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kligen Coordinaten andere Variable verhältnissmässig leicht ein- 
führen kann. 

• * 

Es seien Px, P2* • . irgend welche Grossen, die die Oerter der 
Punkte bestimmen; durch welche, mit andern Worten, die sämmt- 
liehen x, y, z ohne Hinzuziehung anderer Variabein ausdrückbar sind. 
Ist .r eine der rechtwinkligen Coordinaten eines der Punkte, so ist dann 

dt dpi dt "• cpi dt ' 

und *^ = a|, *^i+£*^2+ • , 

wo die DiflPerentialquotienten ^^ , ^- , . . als Functionen von Pi,/?2-. . • 

zu denken sind. Die Kraftcomponenten X, V, Z, die in dem in 3) 
für U' gegebenen Ausdrucke vorkommen und im Allgemeinen Functio- 

nen der Grössen x, — und t sind, werden daher, bei Einführung der 

Py Functionen der Grössen p, -^ und /; U' selbst also (eine lineare 

homogene Function der Sp, deren Coefficienten von den p, -j und 
t abhängen. Femer wird T eine homogene Function zweiten Grades 
der -ry, deren Coefficienten von den p abhängen; dT also eine ho- 
mogene lineare Function der Grössen 8p und ^ ^^ (oder, was das- 
selbe ist, -r-), deren Coefficienten die Grössen p und -— enthalten. 

dt '^ dt 

Es ist hiemach 8T Ar U' von der Form 

wo die Summe in Bezug auf alle Sp zu nehmen ist, und wo P und 

(> abhängig sind von den Grössen p, J^ und t. 

Die Grössen p brauchen nicht unabhängig von einander zu sein ; 
es können zwischen ihnen und der Zeit Bedingungsgleichungen be- 
stehen. Die Gleichung 9) soll dann nur erfüllt werden für virtuelle 
V^ariationen dp, d. h. für solche, die diesen Bedingungsgleichungen 
entsprechen, wenn in ihnen die Zeit als constant betrachtet wird. 
Diese 8p lassen sich darstellen als lineare homogene Functionen von 
voneinander unabhängigen, unendlich kleinen Grössen, die «j, s^, . . 
genannt werden mögen, und deren Anzahl gleich ist der Differenz der 
Anzahl der Grössen p und der Anzahl der zwischen diesen bestehen- 
den Bedingungsgleichungen; die Coefficienten der Grössen s in die- 
sen Functionen hängen ab von den Grössen p und der Zeit. Differen- 
tiirt man die Gleichungen, welche die Grössen 8p in der gedachten Weise 

darstellen, nach t, so erhält man für die Grössen - lineare homo- 

' ' dt 



^ 
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gene Functionen der Grossen s und -^ , deren Coefficienten die p, 

Jl und / enthalten. Die Folge davon ist, dass der in 10) für dT -{- U 
aufgestellte Ausdruck 

wird, wo die Summe in Bezug auf alle e zu nehmen ist und die 

(j rossen R und .S von den ;?, -^ und von / abhangen. Nach 9) muss 
daher 



'o 



fi'ir beliebige unendlich kleine e sein, die nur der Bedingung genügen, 
für ( = tf^ und = /, zu verschwinden. Es ist aber 

und daher die (lleichung 11) 

Da nun die Grössen £ ganz beliebig gewählt werden können, abge- 
sehen davon, dass sie für die Grenzen des Integrale^ verschwinden 
sollen, so folgt hieraus durch eine Schluss weise , wie sie bei der Ab- 
leitung des d'Alerabert'schen Principes aus dem Hamilton'schen ange- 
wandt wurde, dass der Coefficient eines jeden £ verschwinden mus8, 
dass also die Differentialgleichungen der Bewegung die Gleichungoi 



dS 



sind. 



§ 5. 

In einem Falle, der oft sich der Betrachtung darbietet, lässt die 
Gleichung 9), die das Hamilton sehe Princip ausspricht, sich noch 
auf eine etwas einfachere Form bringen. Der Fall ist der, dass die 
durch die Gleichung 3) definirte Arbeit U' gleich der, der gedachten 
Verrückung entsprechenden Variation einer Function der Grössen, 
welche die Lagen der Punkte bestimmen, und der Zeit ist. Eine 
solche Function, wenn sie existirt, heisst das Potential der Krafte 
oder auch die Kruftefunctioiu Bezeichnen wir sie mit (/, so ist also 

ü' = Sü 12) 

und die Gleichung 9) lässt sich schreiben 
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o = (j / r//(r+ u), 13) 

Nennt man das Integral, dessen Variation hiernach verschwinden soll, 
Ä, so ist diese Gleichung eine nothwendige Bedingung dafür, dass 
ü ein Maximum oder ein Minimum ist. Ist x eine der rechtwink- 
ligen Coordinaten eines der Punkte, und wäre ö Sl nicht Null für ein 
»System virtueller Variationen dxj so erhielte man aus diesem durch 
Umkehrung aller Vorzeichen ein zweites System virtueller Variationen, 
und zwar eines, für welches öSl den dem früheren entgegengesetzten 
Werth hätte. Durch Variation der Grössen x könnte daher Sl sowohl 
vergrössert als verkleinert werden, würe also weder ein Maximum noch 
ein Minimum. Es ist aber die Gleichung 13) nicht die hinreichende 
Bedingung dafür^ duss Sl ein Maximum oder ein Minimum ist. 

Ist wiederum x eine der Coordinaten eines der Punkte, und Ä 
die entsprechende Componente der auf diesen wirkenden Kraft, so ist 
nach 12) und 3) 

^ = a^ 14) 

Es ist hieraus ersichtlich, dass, wenn ein Potential existirt, die Kräfte 
nur von den Coordinaten und der Zeit, wie das Potential selbst, ab- 
hängen können, nicht aber von den Geschwindigkeiten. 

Aus 14) folgt auch, dass, wenn zwei Systeme von Kräften, von 
denen einem jeden ein Potential zukommt, zusammen wirken, auch 
ein Potential existirt, und zwar eines, das die Summe der Potentiale 
ist, die den einzelnen Systemen entsprechen. 

Sind die Kräfte vollständig und als einwerthige Functionen der 
Coordinaten und der Zeit gegeben, so findet man das Potential, wenn 
ein solches existirt, durch Integration nach den Coordinaten; dabei 
tritt eine willkührliche, additive Constante auf; es wird das Potential 
also nur bis auf eine additive, von den Coordinaten unabhängige 
Grösse, die aber willkührlich gewählt werden kann, bekannt. Dabei 
kann auch der Fall eintreten, dass das Potential als eine mehrwerthige 
Function sich ergiebt. 

Beispiele, in denen ein Potential vorhanden ist, haben wir einige 
schon zu betrachten gehabt. 

Bei einem Punkte, auf den die Schwere [/ wirkt, und dessen 
Masse m ist, ist, wenn die z- Achse vertical abwärts gekehrt ist. 

Diese Gleichungen lassen sich zusammenfassen in die eine 

[/ =s mffz. 

Bei einem Planeten ist für die Kraft, mit der die Sonne ihn anzieht, 
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V 



Ä = — mM^, Y = — mM^, Z = — mM^,, 
wann 

r^ = o;' + y' 4" ^^ 

ist, ??i die Masse des Planeten, M die Masse der Sonne bei passend 
gewählter Einheit der Masse bedeutet, und der Anfangspunkt der 
Coordinaten in der als ruhend gedachten Sonne liegt. Hier kann 
man setzen 

^, mM 

r 

Bei einer beliebigen Zahl von Himmelskörpern, die nach dem New- 
ton'schen Gesetze auf einander wirken, gilt bei einer Bezeichnungs- 
weise, wie sie schon am Ende der ersten Vorlesung benutzt ist, die 
Gleichung 

wo die Summe in Bezug auf alle Combinationen zu je zweien der 
Massen wi,, w.^, . . zu nehmen ist. 



§6. 

Die Ruhe ist ein specieller Fall der Bewegung. Den Theil der 
Mechanik, der sich mit ihm beschäftigt, hat man Statik genannt, 
den anderen Dynamik. Um auf den Fall der Ruhe zu kommen, 
müssen wir annehmen, dass die Anfangsgeschwindigkeiten Null 
sind, dass in den Bedingungen q) =^ c, ip = e, . . die Zeit nicht vor- 
kommt, und dass die wirkenden Kräfte der Art sind, dass die Be- 
schleunigungen, die sie ergeben, verschwinden. Von Kräften dieser 
Ai*t sagt man, dass sie mit einander im Gleichgewichte stehen. Als 
Bedingung des Gleichgewichts folgen aus den Lagrange'schen Glei- 
chungen 17) der zweiten Vorlesung die Gleichungen 

« = ^. + ^Ä + '*g;+- 
^-^. + ^'^ + ^11+- 

• • • • 

Nach dem d'Alembert'schen Principe, also der Gleichung 2), ist die- 
selbe Bedingung die, dass für alle virtuellen Verriickungen 
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= 2 (-^*^ + ^^^y + ^*^) 

13t, d. h. die Arbeit der sämmtlichen Kräfte verschwindet. Der 
Satz, dass dieses die Bedingung für das Gleichgewicht ist, führt den 
Namen des Princips der virtuellen Verrückungen (oder auch Geschwin- 
dig keilen). Haben die Kräfte ein Potential (7, so ist die Bedingung 
für ihr Gleichgewicht die, dass für 'jede virtuelle Verrückung der 
Punkte 

ist; eine Gleichung, die erfüllt sein muss, wenn U ein Maximum 
oder ein Minimum ist, die aber nicht immer ein solches Maximum 
oder Minimum zur Folge bat. 
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Vierte Vorlesung. 

(Satz von der lebendigen Kraft. Stabilität eines Gleichgewichts. Sätze 
von der Bewegung des Schwerpunkts. Bewegung eines Systemes um seinen 
Schwerpunkt. Flächensätze. Drehungsmomente.) 

§1. 

Aus den allgemeinen Gleichungen für die Bewegung eines Syste- 
mes materieller Punkte, die wir in den beiden letzten Vorlesungen 
aufgestellt haben, wollen wir nun unter gewissen Voraussetzungen, 
die die Bedingungen betreffen, welchen die Bewegung unterworfen 
ist, einige Schlüsse ziehen. 

Die erste Voraussetzung, die wir verfolgen, ist die, dass die Be- 
dingungen die Zeit nicht enthalten. Dann sind die Verrückungen, 
welche die Punkte bei ihrer Bewegung in einem Zeitelement dt er- 
leiden, virtuelle Verrückungen, wie aus der Definition hervorgeht, 
die von diesen in den Gleichungen 1) der dritten Vorlesung gegeben 
isi In den dort ausgeführten Rechnungen kann man daher überall 
statt des Zeichens d das Zeichen d setzen, welches sich auf die Ver- 
änderungen bezieht, die bei der betrachteten Bewegung in dem Zeit- 
elemente dt stattfinden. Thut man das in der Gleichung 2) und in- 
tegrirt dieselbe, so findet man 

T,-To^ fy_ (JCdx + Vdy + Zdz). 1) 



/2 



wenn T^ und 7\ die Werthe der lebendigen Kraft zu den beliebig 
gewählten Zeiten /q und i^ bedeuten. Es ist der Begriff der Arbeit, 
durch die Gleichung 3) der dritten Vorlesung, bisher nur für unend- 
lich kleine Verrückungen definirt; wir verallgemeinem diesen Begriff 
jetzt; wir wollen auch von der Arbeit von Eräfton für endliche Ver- 
schiebungen ihrer Angriffspunkte sprechen und darunter verstehen 
die Summe der Werthe, die die Arbeit für die unendlich kleinen 
Verschiebungen hat, aus welchen die endlichen zusammengesetzt wer- 
den können. Die Gleichung 1) lässt sich dann dahin aussprechen, 
dass der Zuwachs, den die lebendige Kraft des Systemes in irgend 
einem Zeitintervall erleidet, gleich der Arbeit der wirkenden Kräfte 
für die Verschiebungen ist, die die Punkte in diesem Zeitintervall 
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erfahren. Dieser Satz wird der Saiz von der lebendigen Kraft 
genannt. 

Haben die wirkenden Kräfte ein Potential^ Uy und enthält dieses 
die Zeit nicht, so ist die rechte Seite der Gleichung 1) die Diflferenz 
der Werthe, die ü für t = t^ und t = i^ hat; die Gleichung lässt 
sich daher schreiben 

T^ü + h, 2) 

wo h eine Constante bedeutet. Ist ü eine einwerthige Function^ so 
folgt hieraus, dass^ wenn alle Punkte des Systemes in Lagen zurück- 
gekehrt sind^ die sie schon früher einmal hatten ; aucb die lebendige 
Kraft den Werth wieder angenommen hat; den sie damals besass. 
Dieser Satz ist unter dem Namen des Satzes von der Erhaltwig der 
lebendigen Kraft bekannt. 

Wirken keine Kräfte oder stehen die wirkenden Kräfte immer 
im Gleichgewicht; so ist die lebendige Kraft constant. 

§2. 

Von der Gleichung 2) wollen wir nun auf die Lehre vom Gleich- 
gewicht eine Anwendung machen, die von Dirichlet angegeben ist 
(Crelle^s Journal; Bd. 32. p. 85). Bei der in der vorigen Vorlesung 
gegebenen Definition des Gleichgewichts ist bereits angeführt; dass 
von einem solchen nur die Rede ist, wenn die Bedingungen von der 
Zeit unabhängig sind; die Voraussetzung also erfüllt ist; die unseren 
jetzigen Betrachtungen zu Grunde liegt. Um die Gleichung 2) an- 
wenden zu können; nehmen wir femer an, dass die wirkenden Kräfte 
ein Potential; Uy haben ; das die Zeit nicht enthält. Nach einer am 
Schlüsse der vorigen Vorlesung gemachten Bemerkung findet dann 
ein Gleichgewicht zwischen den Kräften für eine Lage des Systemes 
statte für welche U ein Maximum ist. Für eine solche Lage hat das 
Gleichgewicht eine ausgezeichnete Eigenschaft; die ihm fehlt; wenn 
U statt eines Maximums ein Minimum oder weder das eine noch das 
andere ist; eine Eigenschaft; in Folge deren es ein stabiles genannt 
wird. Um diese Eigenschaft zu erkennßU; denken wir uns das System 
zur Zeit / = in einer Lage, die unendlich wenig von der gedach- 
ten Gleichgewichtslage abweicht; und nehmen aU; dass alle Punkte 
unendlich kleine Geschwindigkeiten besitzen. Es sei Um der Maxi- 
mumswerth von U, der also der Gleichgewichtslage entspricht. Nach 
der Gleichung 2) ist dann 

T+{U,n- U) 

eine ConstantC; und zwar eine unendlich kleine Constante; da für / = 
sowohl J als Um ^ U unendlich klein sind. Beachtet man nun, 
dass T eine positive Grösse ist; so kann man hieraus schliesseu; dass 

3* 
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Um — U im Laufe der Zeit nie einen positiven endlichen Werth an- 
nehmen kann. Führt man aber das System aus der Gleichgewichts- 
lage, oder einer dieser unendlich nahen, über in irgend eine um etwas 
Endliches verschiedene Lage, so durchläuft; wie aus dem Begriffe des 
Maximums sich ergiebt. Um — U endliche positive Werthe. Daraus 
folgt, dass bei den gemachten Annahmen das System sich nur un- 
endlich wenig von der Gleichgewichtslage entfernt. Dabei bleibt 
auch Ty mithin die Geschwindigkeit eines jeden Punktes unendlich klein. 

§ 3. 

Wir wollen nun annehmen, dass die Bedingungen, denen die 
Bewegung der Punkte unterworfen ist, der Art sind, dass sie eine 
Verschiebung dieser in der Richtung der o:- Achse ohne Aenderung 
ihrer relativen Lage gestatten. Auf eine solche Verschiebung, deren 
Grösse u' genannt werden möge, wollen wir die Gleichung 2) der 
dritten Vorlesung, welche das d'Alembert'sche Princip ausspricht, an- 
wenden. Wir haben dann in dieser 

Sx = u, Sy = 0, dz = 

zu setzen; dadurch erhalten wir bei Fortlassung des Factors ui 

2«^ = ^^. 3) 

Wir merken an, dass die Arbeit der wirkenden Kräfte für die ge- 
dachte Verrückung 

= u ZX 4) 

ist. 

Ist eine Verschiebung des Systemes ohne Aenderung der relati- 
ven Lage der Punkte auch in der Richtung der y- Achse und der 
2r- Achse möglich, so findet man ebenso: 

^m^^ZyxmAEm^^SZ. 5) 

Wir nehmen mit diesen Gleichungen noch eine Veränderung durch 
die Einführung einiger neuer Zeichen vor. Wir setzen: 

Ml = Zmx, Mrj = Zmy, Ml = Zmz'^ 6) 

man nennt dann M die Masse des Systemes j i, riy g die Goordinaten 
seines Schwerpunktes. Es ist einleuchtend, dass nach dieser Definition 
der Schwerpunkt eines Systemes unabhängig von dem Coordinaten- 
systeme ist, das man zu seiner Bestimmung benutzt; denn führt man 
neben dem System der a;, y, z ein zweites, das der x\ y, z' ein, wie 
wir es schon mehrmals gethan haben, multiplicirt die Gleichungen 1) 
der ersten Vorlesung, die dann gelten, mit ;/?, summirt in Bezug auf 
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alle Punkte des Systemes und setzt dann^ entsprechend' den Glei- 
chungen 6): 

M^' = Smx, Mr\ = 21my\ Mi' = £mz\ 

so erhält man durch Division mit M: 

also diejenigen Gleichungen^ welche ausdrücken, dass g', tj', ^ und 
i, 7j, i die Coordinaten desselben Punktes in den beiden benutzten 
Systemen sind. 

Da die Massen positive Grössen sind, so ist der Schwerpunkt 
eines Systemes von Punkten ein gewisser mittlerer Punkt; d. h. jede 
Coordinate desselben liegt zwischen der kleinsten und der grössten 
der entsprechenden Coordinaten der einzelnen Punkte. 

Es ist nützlich zu bemerken, dass bei der Berechnung der Lage 
des Schwerpunktes gegebener Massen beliebige Gruppen dieser in 
ihren Schwerpunkten concentrirt gedacht werden können; und dass 
der Schwerpunkt von Massen, die auf einer Geraden liegen, auf der- 
selben Geraden sich befindet. Die Richtigkeit der ersten Behauptung 
folgt unmittelbar aus der in den Gleichungen 6) enthaltenen Defini- 
tion; die der zweiten ergiebt sich, wenn man hinzunimmt, dass die 
Gerade, auf der die Massen liegen sollen, zur x- Achse genommen 
werden kann, wobei dann y = 0, z = 0, also auch iy = und 
g = wird. 

Bei Benutzung der nun definirten Zeichen werden die Gleichun- 
gen 3) und 5): 

ü/ fl = zx, Jtf J^ == 2:y, M g = SZ; 7) 

es sind hierdurch die sogenannten Sätze von der Bewegung des Schwer- 
ptmkis ausgesprochen. Man kann diese in den einen Satz zusammen- 
ziehn, dass der Schwerpunkt eines Systemes von Massen so sich be- 
wegt, als ob in ihm alle Massen vereinigt wären und auf ihn alle 
Kräfte wirkten. Beliebigen Bedingungen kann dabei die Bewegung 
des Systemes unter^vorfen sein; nur müssen sie Verschiebungen in 3 
auf einander senkrechten Richtungen ohne Aenderung der relativen 
Lage der Punkte gestatten. 

Sind die wirkenden Kräfte der Art, dass ihre Arbeit für eine 
der a;-Achse parallele Verschiebung gleich Null ist, so ist nach 4) 
SX = 0\ diese Gleichung und die beiden entsprechenden, die sich 
auf die y- Achse und die z- Achse beziehn, sind erfüllt, wenn die 
Kräfte ein Potential haben, das nur von der relativen Lage der 
Punkte abhängt; in der That ändert sich das Potential dann nicht, 
wenn alle entsprechenden Coordinaten der Punkte um dieselbe Grösse 
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verändert werden. Es ist das z. B. der Fall bei unserm Planeten- 
system, wenn man von der Einwirkung der Fixsterne absieht. Die 
Gleichungen 7) geben dann 

dt* ^' dt* ^' d£* ^» 

d. h. der Schwerpunkt bewegt sich in gerader Linie mit gleichblei- 
bender Geschwindigkeit. Man nennt diesen Satz den Satz von der 
Erhaltung der Bewegung des Schwerpunkts. 

Wirkt auf die Punkte des Systemes die Schwere und keine an- 
dere Kraft, so werden die Gleichungen 7), wenn man die z- Achse 
vertical abwärts gekehrt annimmt, 

d(^ — ^' dt* —^>d?^' ^^ 

d. h. der Schwerpunkt bewegt sich auf einer Parabel, wie ein ein- 
zelner schwerer materieller Punkt. Ein Beispiel hierfür bietet ein 
starrer, schwerer Körper, der angesehen werden kann als ein System 
fest mit einander verbundener materieller Punkte ; dass die Zahl dieser 
eine unendlich grosse ist, ist unwesentlich. 

§4. 

Die angeführten Beispiele zeigen, dass bisweilen die Bewegung 
des Schwerpunktes eines Systemes materieller Punkte sich in beson- 
ders einfacher Weise angeben lässt. Es empfiehlt sich dann die Be- 
wegung der Punkte nicht zu beziehen auf ein im Räume festes 
Coordinatensystem, sondern auf eines, dessen Anfangspunkt der be- 
wegte Schwerpunkt ist, und dessen Achsen unveränderliche Richtungen 
haben. Auf ein solches Coordinatensystem sind aber nicht unmittel- 
bar die allgemeinen Gleichungen, die wir für ein festes aufgestellt 
haben, anwendbar. 

Führen wir neben dem im Räume festen Coordinatensystem der 
X, xjy z ein zweites bewegtes, das der x^ y', z, ein, der Art, dass 
für jeden Punkt 

o; = g + x', y = ly -f y', z == ^ + z' 

ist, wo §, t;, g gegebene Functionen der Zeit sind. In den neuen 
Coordinaten lautet dann die Gleichung 2) der dritten Vorlesung, die 
das d'Alembert'sche Princip ausspricht: 






\ 
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und diese Gleichung muss für alle virtuellen Variationen dx, Sy\ Sz 
bestehen ; d. h. es kann das d'Alembert'sche Princip in derselben Form 
anf das bewegte, wie auf ein ruhendes Coordiuatensystem angewandt 
werden, falls man zu jeder Kraft (A', Y^ Z) die Kraft hinzufügt, deren 

Componenten _ «, g, - « g, _ «, g sind. 

Ist der Punkt (5, ^, S) der Schwerpunkt eines Systemes von 
Massen, für welche der Satz von der Erhaltung der Bewegung des 
Schwerpunkts gilt, z. B. der Schwerpunkt unseres Planetensystems, 
so sind die bezeichneten Zusatzkräfte gleich Null; um den Schwer- 
punkt bewegen sich die Massen dann gerade so, als ob dieser ruhte. 

Ist (g, iy, i) der Schwerpunkt eines Systemes materieller Punkte, 
auf welche die Schwere und keine andere Kraft wirkt, und welche 
so mit einander verbunden sind, dass in den Richtungen der Coor- 
dinatenachsen Verschiebungen ohne Aenderung ihrer relativen Lage 
möglich sind, so gelten, wenn die 2r- Achse wieder vertical abwärts 
gerichtet angenommen wird, die Gleichungen 8); zugleich ist aber 

daraus folgt dann, dass die Punkte um ihren Schwerpunkt so sich 
bewegen, als ob gar keine Kräfte auf sie wirkten und ihr Schwer- 
punkt in Ruhe wäre. 

§5. 

Nehmen wir endlich an, dass die Verbindungen der Punkte des 
Systemes so beschaffen sind, dass sie eine Drehung um die z- Achse 
ohne Aenderung der relativen Lage der Punkte gestatten. Setzen wir 

X = Q cos ^j y = Q sin 0", 

so entspricht einer unendlich kleinen Drehung um die 2: -Achse eine 
Vergrosserung der sämmtlichen, auf die einzelnen Punkte des Systemes 
bezogenen Winkel d' um dieselbe unendlich kleine Grösse, die r ge- 
nannt werden soll. Für eine solche Drehung ist daher 

dx = — p sin 0^ • r , dri = q cos -ö* • r', dz = 
= — yr, = a;r'; 

diese Werthe können also bei der gemachten Annahme als virtuelle 
Variationen in die Gleichung 2) der dritten Vorlesung gesetzt werden. 
Bei Fortlassung des Factors r erhält man dadurch 

Wir merken an, dass die Arbeit der wirkenden Kräfte für die ge- 
dachte Drehung 

ist; den Factor von r in diesem Ausdrucke, also die rechte Seite der 
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Gleichung 9) nennt man das Drehungsmoment der wirkenden Kräfte 
in Bezug auf die z- Achse. 

Nun ist, wie wir schon bei der Erörterung des ersten Kepler- 
schen Gesetzes in der ersten Vorlesung gesehen haben, 

^ dt^ y dt^ dt\^ dt ^ dt) dty dt) 

und Q^d%' ist das Doppelte der Fläche, welche der radius vector q in 
dem Sinne, in dem -9* wächst, während des Zeitelements dt beschreibt. 
Es lässt sich hiernach die Gleichung 9) schreiben: 

Sie spricht den sogenannten Flächensatz für die xy -Ebene aus. 

Ist das Drehungsmoment der Kräfte in Bezug auf die z- Achse = 0, 
so wird die Gleichung 11) integrabel und giebt: 

2 ^ ^' S "= t!onsi 

Den hierdurch ausgedrückten Satz nennt man den auf die x^- Ebene 
bezüglichen Satz von der Erhaltung der Flächen. \ 

Die Betrachtungen, die wir für die z- Achse durchgeführt haben, 
gelten auch für die x- und die y- Achse, wenn man die Zeichen pas- 
send vertauscht, 

Haben die Kräfte ein Potential, welches nur von der relativen 
Lage der Punkte abhängt, so ändert sich dieses nicht bei einer 
Drehung des Systemes um irgend eine der Coordinatenachsen; das 
Drehungsmoment der Kräfte in Bezug auf jede der Coordinatenachsen 
ist daher == 0; gestatten die Verbindungen der Punkte eine Drehung 
um jede Coordinatenachse, so gilt daher der Satz von der Erhaltung 
der Flächen für jede Coordinatenebene. Ein Beispiel hierfür bietet 
unser Planetensystem. 



Fünfte Vorlesung. 

(Bestimmung der Lage eines starreu Körpers. Unendlich kleine Verrückung 
eines solchen. Schraubenhewegung. Abhängigkeit der Drehungsmomente eines 
Kräftesystems Ton den Coordinatenachsen. Hauptdrehungsmoment.) 

§ 1- 

Wir haben in der vorigen Vorlesung, um aus dem d'Alembert- 
schen Principe Folgerungen zu ziehen, gewisse unendlich kleine Ver- 
rückungen betrachtet, welche ein System materieller Punkte, die fest 
mit einander verbunden sind, erleiden kann; nämlich eine Verschie-. 
bang in einer gewissen Richtung und eine Drehung um eine gewisse 
Achse. Wir wollen jetzt die allgemeinste unendlich kleine Verrückung 
ins Auge fassen, die bei einem solchen Systeme möglich ist. 

Wir führen zwei rechtwinklige Coordinatensysteme ein, von 
denen das eine mit dem gedachten Systeme, oder mit dem Körper^ 
wie wir dieses nennen wollen, fest verbunden, das andere im Räume 
fest ist; x, y, z seien die ('oordinaten eines Punktes des Körpers 
im ersten, 5, ly, g die desselben Punktes im zweiten Systeme. Es 
ist dann 

V = ß + ßiOc + ß,y + ß,z 1) 

wo die 12 Grössen a, ß, y von der relativen Lage der Coordinaten- 
systeme, also von der Lage des beweglichen Körpers abhängen. Die 
Grössen cc, ß, y ohne Index sind die Werthe, die %, r^^ 5 für x = 0, 
y = 0, z = haben; die 9 übrigen sind die Cosinus der Winkel, 
welche die Achsen der x, y, z mit den Achsen der g, iy, g bilden. 
Aus dieser geometrischen Bedeutung der genannten Grössen folgt, 
dass umgehehrt 

X = «, (S - «) + /J, (.? - /3) + y. (S - y) 

y = «, (!-«)+ h {ri-ß) + 72 (£ - r) 2) 

z = «3 (§ - a) + ^3 (^2 - ^) + ^3 (g- y) 

ist. Sowohl durch die Gleichungen 1), als durch die Gleichungen 2) 
muss die Gleichung 

(I - ay + (, - ßy + (g_y)2 = x' -\-y' + z^ 
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zu einer identischen werden. Daraus ergiebt sich: 

. «2^ + ^.>' + ya' = 1 ^zcc^ + ßJi + y-syi=^ 3) 

«3' + ^3' + n' = 1 «i«2 + /»i^a + ^1^2 = 
und 

«1' + «2' + < = l /'.ri + ^2^2 + ^3^3 = 

ßi' + ß,' + ^3' = 1 yi«i + y2«2 + y3«3 - 4) 

n' + ^2' + y«' = 1 «1^1 + «2^2 + «3/93 = 0. 

Es sind dieses 6 von einander unabhängige Belationen zwischen 
den 9 genannten Cosinus in zwei verschiedenen Formen. Es fliessen 
aus ihnen noch andere, die wir gebrauchen werden. Lost man 
die Gleichungen 1) nach Xj y, z auf^ so erhält man Gleichungen, 
welche mit den Gleichungen 2) identisch sein müssen. Hieraus folgt, 
wenn man 

^ = «fi {ß2y% — ßzY^ + ßx (y2«3 - y3«2) + Y\ {^%ßz — ^zß^) 5) 

setzt, 

yi = ' — j — 

Quadrirt und addirt man diese Gleichungen, so erhält man bei Rück- 
sicht auf die Gleichungen 3) 

da nach diesen 

(«2^ + i'2' + ^2^) («3' + A' +^3^) - («2 «3 + ^2^ + ^2^3)' = 1 

d. h. 

(/Says — ß^yitY + (y2«3 — y3«2)* + («2/53 — ^^ß^Y = ^ 

ist. Der Werth von ^ kann + 1 o^^r — 1 sein, kann aber nicht 
bei der Bewegung des Korpers sich sprungweise ändern. Wir denken 
uns den Korper in der Lage, bei der die a;- Achse mit der §- Achse, 
die y-Achse mit der 17 -Achse dieselbe Richtung hat; dann ist «,==:], 
ß.^ = 1, ^3 == -j- 1 oder = — 1 , während die 6 andern Cosinus ver- 
schwinden, wie aus den Gleichungen 3) und 4) mit Leichtigkeit ab- 
zuleiten ist; d. h. die z- Achse hat dieselbe oder die entgegengesetzte 
Richtung als die f- Achse. Im ersten Falle ist, wie 5) zeigt^ z/ = + 1, 
im zweiten = — 1. Es sollen die Coordinatensysteme der x, y, z 
und der $, ij, g so gewählt sein, dass der erste Fall stattfindet, dass 
sie, wie man sagt, congment sind. Dann ist also 

«i = ßiYz - ßzy2 

/^i =y2«3 — y3«2 6) 

yi = «2/^3 — «3/32 • 
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Die Gleichungen 1) bleiben ungeändert, wenn man in ihnen die 
Indices 1, 2, 3 und gleichzeitig die Buchstaben x, y, z cyklisch ver- 
tauscht; bei einer solchen Yertauschung bleibt auch ^ ungeändert, 
wie die Gleichung 5) zeigt; man darf sie daher auch in den Glei- 
chungen 6) vornehmen und erhält dadurch: 

«2 = ft^i — ß\ ^3 «3 = ß\ y-i — ß2y\ 

/'2 = y3«I --yi«3 /'3==>'l«2 — ^2«! '^) 

Zwischen den 9 Cosinus a, /3, y bestehen 6 von einander unab- 
hängige Relationen; sie müssen sich also durch 3 von einander un- 
abhängige Grössen ausdrücken lassen. Wir wollen sie jetzt so aus- 
drücken. 

Zwischen «3, ß^, y.^ besteht die eine Gleichung 

wir können diese Grössen durch 2 von einander unabhängige Grössen 
^ und (p ausdrücken; indem wir setzen 

«3 = cos g) sin d- 
ß^ =s sin (p sin 0* 
yg = cos d, 

wodurch jene Gleichung erfüllt wird. Durch '9' und q) sind «3, /J3, y.^ 
eindeutig bestimmt; das Umgekehrte findet aber nicht statt. Ausser- 
dem, dass 0" und q) um beliebige Vielfache von 2;r vermehrt werden 
können, kann das Vorzeichen von d^ beliebig gewählt werden, wenn 
^:i9 ßsf ^3 gegeben sind. Wechselt man das Vorzeichen von ^, so 
hat man q> um n zu vermehren. Bei einer speciellen Lage des Kör- 
pers sollen nach Willkühr, so weit sie nach dem eben Angeführten 
gestattet ist, die Werthe von d" und g? gewählt werden; für jede 
Lage, die stetig aus jener hervorgeht, wird dann jede Unbestimmt- 
heit in den Werthen von &• und (p durch die Festsetzung gehoben, 
dass diese stetig mit der Lage des Körpers sich ändern. Es haben 
d" und q) einfache geometrische Bedeutimgen; d^ ist ein Winkel, den 
die z- Achse und die S- Achse miteinander bilden; ip ein Winkel, den 
eine durch die g- Achse gehende Ebene beschreibt, wenn sie aus einer 
Lage, bei der sie der $- Achse parallell ist, in eine Lage, bei der sie 
der 2r- Achse parallel ist, in dem Sinne gedreht wird, in dem sie um 
einen rechten Winkel gedreht werden muss, um der 7^- Achse parallel 
zu werden. Es sind &• und q) Polarcoordinaten auf einer Kugelfläche 
des Punktes, der der Richtung der z- Achse entspricht, deren Pol der 
Richtung der {;- Achse entsprechend ist; der Winkel q) wird von dem 
grössten Kreise, der die gg- Ebene darstellt, ab gezählt. 
Zwischen den Cosinus y^, y^, y-^ besteht die Relation 
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wir erfüllen sie, wenn wir setzen: 

y^ = cos /■ sin 0", y^ = sin f sin 9", y^ = cos d: 

Sind y,, y.2, y^ gegeben, so ist hierdurch f bis auf ein hinzuzu- 
fügendes Vielfaches von 27t bestimmt, da d" bereits bestimmt isi Es 
hat /" eine ähnliche geometrische Bedeutung als qp ; es ist ein Winkel, 
den eine durch die z- Achse gehende Ebene beschreibt, wenn sie aus 
einer Lage, bei der sie der o:- Achse parallel ist, in eine Lage, bei 
der sie der g- Achse parallel ist, in dem Sinne gedreht wird, in dem 
sie um einen rechten Winkel gedreht werden muss, um der y- Achse 
parallel zu werden. Es sind %• und / Polarcoordinaten auf einer 
Kugelfläche des Punktes, der die Richtung der g- Achse angiebt, deren 
Pol durch die Richtung der z-Achse bestimmt ist, während der grösste 
Kreis, von dem aus der Winkel f gerechnet wird, der zo:- Ebene 
parallel ist. 

Aus den 5 Grössen a.j, ^3, ^3, y,, yj lassen sich nun die 4 an- 
deren cif, , «2, ßi, §2 ™^* Hülfe der Gleichungen 6) und 7) eindeutig 
berechnen ; diejenigen von diesen Gleichungen, welche a, und ß., aus- 
drücken, geben 

«i (> — y:j^) = — «3^1 r^ — ßs?'! 

ßi (J — y-s^) = - «a^i — ß'sr'>Y',u 

diejenigen, welche a^ und /3, ausdrücken, 

«2 (1 — y.!-) = - ^^Y^ir-i + ß:^V\ 
ßi (1 — ^3^) == ^'^ri — ß'^rxVv 

Substituirt mau hier für (^i, ßsi y-a ?{) ^2 ^^^® Werthe, so hebt sich 
der Factor 1 — y.,- d. h. mi^ % fort; man hat daher: 

«, = — cos 9? cos f cos 0" — sin 9> sin f 

/5, = — sin cp cos f cos % -f- cos (p sin / 

yj == cos f sin ^ 

cc^ ^= --■ cos (p sin /■ cos 0" -|- sin qp cos / 

/J2 = — sin (p sin f cos d" — cos (p cos /* 8) 

^2 = sin /" sin & 

«3 = cos (p sin ^ 

ß.^ = sin (p sin d^ 

y.^ z= cos d- 

§2. 

Wir untersuchen nun eine unendlich kleine Verrückung, die der 
Körper, und mit ihm das Coordinatensystem der ar, y, z erleidet. Die 
Veränderung, die irgend eine der in Betracht kommenden Grössen 
dabei erfahrt, bezeichnen wir durch ein vorgesetztes d. Nach den 
Gleichungen 1) ist dann: 
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Ä$ = da + xöa^ + ySa^ + zda^ 

dri = dß + xdß, + fjdß, + zdß, 9) 

ö^= dy + xdyi + t/dy.^ + ^d^.,. 

Die 3 Grössen da, dß, 8y können beliebig gewählt werden, nicht 
aber die 9 Grössen Sa^y ößy, . .; diese sind durch 3 unabhängige 
Grössen, etwa durch ö^, d<p, df mit Hülfe der Gleichungen 8) aus- 
drückbar. Statt dO", dq), d/' wählen wir aber, um die Symmetrie 
der Formeln zu wahren, 3 andere unendlich kleine Grössen, die wir 
n\ Xy Q nennen und durch die folgenden Gleichungen definiren: 

n' = /Jjdy, + ß^Sy.;^ + ß^Sy^ 

X = yi*«i + y2*«2 + yy*«3 10) 

p'== a,d/3i + tt^Sß^ + «3*ft- 

Verbindet man diese Gleichungen mit denen, die durch Variation 
der Gleichungen 4) sich ergeben, nämlich mit 

. = «jdccj 4" ccoda^ + a^da.j 
0==ß,dß,+ßldß, + ß,dß, 
= y,dy, + y.^dy^ + y^dy,^ 

— ^' = Vi^ßi + y2^ß'2 + y'i^ß'A 

— X = «1*^1 + «2*^2 + ^6^y^ 

— Q = ßi^cci + ß2^^i + /33da3, 

so kann man die 9 Grössen 8a^, Sß^ . . durch n\ %\ q ausdrücken. 
Man findet so bei Rücksicht auf die Gleichungen 3): 

*«i =r\X — ^iQ ^ß\ = ^\Q - 7i^' ^7i =ß\^' - «iZ 

^«2 = V-^X — ß29 ^ß2 = ^29 — 72^' ^72 = ß2^^ ~ «2^ H) 
*«3 = ^3%' — ßz9' *A = «3P' — ^3^' ^J'a = /'s'^' — «3%'- 

Die Gleichungen 9) werden hiernach bei Benutzung der Glei- 
chungen 1): 

Sl = öa + {X-y)X-{n-'ß)Q 

6n = d/S + (g - a) ()' - (g - y) n 12) 

ö^=^8y+{ri~ß)n •^{X--a)x 

oder auch 

dg = dß — y;|r' + /3p' + %% — ?;(>' 

dij = dj? - UQ + y;t' + gp' - gjr' 13) 

*& = *y — /*^' + «z' + ^^' — ^x- 

Wir definiren nun einen Ausdruck, den wir gebrauchen wollen. 
Wir nennen eine unendlich kleine Verrückung irgend eines Systemes 
materieller Punkte zusammengesetzt aus mehreren unendlich kleinen 
Verrückungen des Systemes, wenn die Aenderungen der Coordinaten 
eines jeden Punktes bei jener gleich sind den Summen der Aende- 
rungen der entsprechenden Coordinaten bei diesen. Diese Definition 
bezieht sich auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem, das eingeführt 
sein muss; aber die Formeln der Verwandlung rechtwinkliger Coor- 
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dinateü; von denen wir schon mehrfachen Gebrauch gemacht haben, 
zeigen unmittelbar, dass eine Yerrückung; die mit Bezug auf ein 
Coordinatensystem aus mehreren andern zusammengesetzt genannt 
werden kann, auch so genannt werden kann mit Bezug auf jedes 
andere. Sie zeigen auch leicht, dass zwei Verrückungen eines Punktes 
sich gerade so zusammensetzen, wie zwei Kräfte, die auf einen Punkt 
wirken, nämUch nach dem Satze vom Parallelogramm. 

Die durch die Gleichungen 12) dargestellte Yerrückung unseres 
Körpers lässt sich hiemach bezeichnen als zusammengesetzt aus 6 
Verrückungen, aus denjenigen nämlich, die stattfinden, wenn nur je 
eine der 6 Grössen da, tf/S, dy, k\ x, 9 ^^^ ^vXl verschieden ist 

Ist nur Sy von Null verschieden, so ist dg «= 0, dij = 0, 
dg SB dy; d. h. der Körper erleidet in der Richtung der (- Achse eine 
Verschiebung, bei der alle seine Linien sich selbst parallel bleiben, 
und die =^ 8y ist. Ist nur Sa oder nur 6ß von Null verschieden, 
so erleidet der Körper eine eben solche Verschiebung in der Richtung 
der g- Achse um Sa oder in der Richtung der ij- Achse um Sß. Ist 
3t' = 0, X =0y Q =0j so erfährt der Körper eine ähnliche Ver- 
schiebung in der Richtung und um die Länge der Linie, deren Pro- 
jectionen auf die Achsen der |, 17, g sind: Sa, Sß, Sy. 

Ist nur Q von Null verschieden, so werden die Gleichungen 12) 

Sl = ^{ri~ ß)Q, *^ = (5 - «)p, dg = 0. 
Bei der hierdurch bestimmten Bewegung bleiben die Punkte der 
Linie | «=» er, V '^ ß ^^ ihren Orten; eine solche Bewegung nennt 
man eine Drehung um die genannte Linie als Achse. Ein Punkt 
ausserhalb der Achse beschreibt bei ihr eine Strecke, die 
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oder vielmehr = dem absoluten Werthe dieses Ausdrucks ist. Die- 
selbe wird gleich dem absoluten Werthe von q\ wenn (5 — a)'^ -f~ 
(^ — /^)* = 1 is^j ®s ist daher der absolute Werth von q der Drehungs- 
toinkel. Wenn q positiv ist, so ist für Punkte des Körpers, für die 
S — a positiv ist, Sri positiv; d. h. es hat die Drehung des Körpers 
dann in dem Sinne stattgefunden, in dem eine Linie um einen rechten 
Winkel gedreht werden muss, damit sie aus einer Lage, in der sie 
der S- Achse parallel ist, in eine kofhme, in der sie parallel der 
1}- Achse ist. Ist q negativ, so hat die Drehung im entgegengesetzten 
Sinne stattgefunden. 

Ist nur 7C oder x von Null verschieden, so ist der Körper um 
die Linie ri=^ ß, S = y oder die Linie 5 = y, 6 = « um den abso- 
luten Werth von jr' oder x gedreht; den Sinn der Drehung findet 
man aus dem eben ausgesprochenen Satze, wenn man in ihm die 
Buchstaben ^, ij, ^ und zugleich 7i\ /, q cyklisch vertauscht. 

Sehen wir nun zu, wie die 3 eben besprochenen Drehimgen sich 
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zusammensetzen ; wenn sie zusammenbestehen. Die Gleichungen 12) 
geben dann 

n = {t-y)z-(v-ß)9 

dij = (g — a)(f' — ii — y) n 
«S = (1? -/»)«'- (6 -a)z'. 

* 

Fassen wir Punkte des Körpers ins Auge, für welche 

% — a : ly — /J : g — y =^ % i % \ q 14) 

ist, so ist hiemach für diese 

tfg=0, d)2==0, dg = 0; 

d. h. die in Rede stehende Bewegung ist eine Drehung, deren Achse 
die Gleichungen 14) hat. Das Quadrat der Strecke, welche irgend 
ein Punkt durchlaufen hat, d. h. d^^ + di/^ + tf f*, lasst sich leicht 
auf die Form bringen 

(^2 + yf2 + p'2) ((g _ «)7 + (, _ ß)1 + (g _ y)2) 

Wahlen wir den Punkt (S, i?, t) ^^^ so, dass 

und ;r' (g - «) + Z (^ " /3) + p' (g - y) - 

ist, d. h. so, dass die Linie, die ihn mit dem Punkte g «= a, 17 = /3, 
i=sy verbindet, die Länge 1 hat und auf der (durch diesen Punkt 
gehenden) Drehungsachse senkrecht ste&t; die durchlaufene Strecke 
ergiebt sich dann 

= V^"^+ x' + Q'; 

d. h. dieser Ausdruck giebt den Drehungswinkel an. 

Es handelt sich noch darum^ den Sinn der Drehung zu bestimmen. 
Zu diesem Zwecke schreiben wir der Drehungsachse eine bestimmte 
Richtung zu, eine von den beiden entgegengesetzten, die wir ihr nach 
den Gleichungen 14) beilegen können ; und zwar setzen wir die Cosinus 
der Winkel, die sie mit den Coordinatenachsen bildet, gleich 

^' ' _» 

15) 



y'''+x'+9' y^''+z*+f>'~' y«'*+t*+9* 

wo die Wurzelgrösse mit dem positiven Zeichen zu nehmen ist. Wir 
wollen femer eine Drehung um eine bestimmte Achse als positiv 
oder negativ rechnen, je nachdem sie in dem einen oder dem ent- 
gegengesetzten Sinne geschieht, und festsetzen, dass das Vorzeichen 
der Drehung nicht in das entgegengesetzte überspringt, wenn die 
Drehungsachse dadurch eine andere wird, dass n\ x\ q' sich stetig 
andern, ohne gleichzeitig zu verschwinden. Wir können und wollen 
dann die durch irgend welche Werthe von 7c\ %, q bestinimte 
Drehung um die durch die Ausdrücke 15) bestimmte Achse als eine 
positive bezeichnen. Ist tt' = und ;^' = 0, so findet eine positive 
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Drehung um die der g- Achse gleichgerichtete oder entgegengesetzt 
gerichtete Achse statt, je nachdem 

_Q 

positiv oder negativ^ d. h. je nachdem q positiv oder negativ ist. 
Eine positive Drehung um die g- Achse findet daher in dem Sinne 
statt, in dem eine Linie um einen rechten Winkel gedreht werden 
muss, damit sie aus einer Lage, in der sie der S- Achse parallel ist, 
in eine komme, in der sie parallel der 7^ -Achse ist Um die Vor- 
stellung von einer positiven Drehung um irgend eine Achse zu er- 
leichtern, bemerken wir noch Folgendes. 

Gesetzt, das Coordinatensystem sei der Art, dass, wenn 6ine 
menschliche Figur so gestellt ist, dass die von den Füssen nach dem 
Kopfe gehende Linie der g- Achse parallel ist, und die Figur in der 
Richtung der ly- Achse hinsieht, die 5 -Achse nach ihrer Eechien ge- 
wendet ist. Eine positive Drehung der Figur bringt dann ihre rechte 
Seite nach vorne. Eine positive Drehung um irgend eine Achse 
bringt die rechte Seite der Figur auch nach vorne, falls sie so ge- 
stellt ist, dass die Drehungsachse von den Füssen zum Kopfe geht. 

Nach den angestellten Betrachtungen können wir sagen: be- 
trachtet man jc\ x\ 9 ^^^ ^^ Goordinaten eines Punktes in dem 
Coordinatensysteme der g, 1^, g, so giebt die Richtung der von dem 
Anfangspunkte nach diesem Punkte gezogenen Linie die Richtung 
der Drehungsachse an, um die eine positive Drehung stattgefunden 
hat, und ihre Länge die Grösse dieser. Man beurtheilt hiemach 
leicht, wie die Werthe von n\ x\ q\ die einer bestimmten Drehung 
entsprechen, sich ändern mit dem Coordinatensystem; sie ändern sich 
so, wie die Componenten einer Geschwindigkeit oder einer Kraft; 
man nennt sie auch die Componenten der Drehung nach den Coor- 
dinatenachsen. 

Man sieht ferner, dass jede unendlich kleine Verrückung des 
Körpers (die durch die Gleichungen 12) dargestellt ist) sich ansehen 
lilsst als zusammengesetzt aus einer Drehung um eine gewisse, durch 
den willkührlich gewählten Punkt § = «, 7i = ß,i = y gehende 
Achse und einer Verschiebung, bei der alle Linien des Körpers sich 
selbst parallel bleiben. 

Ganz ähnliche Betrachtungen, wie wir sie über die Gleichungen 12) 
angestellt haben, hätten wir an die Gleichungen 13) knüpfen können. 
Setzen wir 

da— yx + ßQ === k' 

dß — a p' -|- y :r' = ft' 16) 

äy — /Jj^' + c^x' = ^\ 
80 werden diese 



§ 2. ScliraubenbeWegUtig. 4i) 

*5 = ^' + g;i:' — nQ 

diy = ^' + gp'-g;r' 17) 

Hieraus ist zu schliessen, dass die gedachte Yerrückung des Körpers 
angesehn werden kann als zusammengesetzt aus einer Drehung um 
eine durch den Anfangspunkt der |, i^, J gehende Achse, deren Com- 
ponenten n, %y q sind, und einer Verschiebung, deren Componenteu 
k\ (ly V sind. Die Componenten der Drehung sind dieselben, als 
wenn die Drehungsachse durch den Punkt \ = a^ V = ßy 6 = y gehend 
angenommen wird, die Componenten der Verschiebung aber andere, 
wie die Gleichungen 12) zeigen. 

Die Gleichungen 17) gelten für jedes Coordinatensystem ; wählt 
man dieses passend nach der zu betrachtenden Yerrückung, so lassen 
sie eine erhebliche Vereinfachung zu. Man lege die g-Achse parallel 
der Achse der Drehung, welche sich als der eine Theil der Verrückung 
bei Benutzung irgend eines Coordinatensystemes ergiebt; dann wird 
:r' = 0, / = und die Gleichungen 17) werden 

tf| = A' — rjQ' 
dti = ii' -}- ig' 
dg = v'. 

Hieraus geht hervor, dass es eine gerade Linie giebt, und zwar eine 
der g-Achse parallele, für deren Punkte dg = und diy = ist, die 
Linie nämlich, deren Gleichungen 

A' — 7iQ =0, ^' -f ^Q = 

sind. In diese Linie verlege man die J-Achse; dann wird A' = 
und fb = 0, also: 

*S = — V9 

äri = l^Q 

di = v. 

Die durch diese Gleichungen dargestellte Bewegung nennt man eine 
Schraubeiibeweguny , die g- Achse die Achse derselben; sie ist zusam- 
mengesetzt aus einer Drehung um diese und einer Verschiebung in 
ihrer Richtung. Die allgemeinste unendlich kleine Bewegung eines 
Systemes fest mit einander verbundener Punkte ist also eine Schrau- 
benbewegung, 

§ 3. 

Durch die Gleichungen 17) haben wir die Verrückungen aller 
Punkte des betrachteten Systemes oder Körpers ausgedrückt durch 
die 6 von einander unabhängigen, unendlich kleinen Grössen A', ^', v\ 
^} %} 9t di® sich 3»"^ ^^ Coordinatensystem der g, i^, g beziehn. In 
ihnen ist die Verrückung des Körpers dargestellt als zusammengesetzt 
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aus einer Drehung um eine durch den Punkt S = 0, ij*=^0, J; = Ü 
gehende Achse und einer Verschiebung; A', ^', v sind die Compo- 
nenten der Verschiebung, %\ %, q die Componenten der Drehung 
nach den Achsen d\er ^, ri, i,. In ähnlicher Weise lassen sich die 
Verrückungen aller Punkte ausdrücken durch 6 andere von einander 
unabhängige Grössen, welche sich auf das Goordinatensystem der 
X, y, z bei der Lage, welche dieses vor der Verrückung des Körpers 
hat, beziehen. Wir nennen diese 6 Grössen w', v\ w,p\ q, r und de- 
finiren sie durch die folgenden Gleichungen: 

u' = ß, d« + 1^1 ^ß + y\ ^y 

r' = «2*« + ß,^Öß + y^Öy 18) 

iv' = «3*« + ß^6ß + ^3^^ 

und // = «gdao + ß^i^ßz + ^3*^.' 

q' = «, (ÜÄg + ß^äß.^ + y, *y3 ^ 19) 

Verbindet man die 3 letzten mit denen, die durch Variation der 
Gleichungen 3) sich ergeben, nämlich mit 

= «!*«, + ßxf^ßi + y,*y, 
= a^da., + ß^öß^ + y^Sy,^ 
= a^Su^ + /Sgd/Sa + y^Sy.^ 

— p = a^öa.^ + /Jjd/Sg + y2d>3 

— q = cc^Sa^ + /33*/3, -f ^3*^, 

— r = cfidcfa + ß^dß.^ + y,dy2 ^ 

so findet man bei Bücksicht auf die Gleichungen 4): 

da^ = «jT — «3^' äa.2 = a.^p' — a^r da, =^ a^q — a^p' 

sßi = ßy - ßW äß, = ß,p - ßy dß, = /Sj^' - ß,p 20) 



Bildet man nun die Componenten der Verrückung des Punktes (x, y, z), 
oder, wafi dasselbe ist, des Punktes (g, ly, g) nach den Achsen der 
X, y, z, d. h. die Werthe von 

«2*6 + /32*i? + y2^t 

f=^2^l + ßAn + y^^ly 

* 

so findet man hierfür aus den Gleichungen 9) mit Hülfe von 18) 
und 20) 

u + zq — yr 

v' + ^^ — ^P 21) 

w + yp' — ^^'• 

Diese Ausdrücke haben dieselbe Form, als diejenigen, welche in 17) 
für d§, diy, dg angegeben sind; aus ihnen geht hervor, dass die in 
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Rede stehende Verrückung ungesehen werden kann als zusammen- 
gesetzt aus einer Drehung um eine durch den Punkt a: = 0, y *= 0, 
z = gehende Achse und einer Verschiebung , deren (Komponenten 
nach den Achsen der x, y, z resp. sind p\ q, r und ?/, v\ xv\ 

Da //; q, r und % y %, q die Componenten derselben Drehung 
nach den Achsen der ar, y, z und denen der 5> ^i 5 sind, so muss 
nach einer von uns auf Seite 48 gemachten Bemerkung 

P = «i ;r' + ß^ X + y^ q 

q = a.^ n + /3oZ' + y, 9 22) 

sein; mit Leichtigkeit ergeben sich diese Gleichungen aus 19) und 11) 
bei Rücksicht auf 6) und 7). 

Verwickelter sind die Gleichungen, welche ii , v, w durch A', \k\ v, 
^'; Xy 9 ausdrücken; sie ergeben sich aus 18) und 16): 

+ {riß — ßir)^' + i^i? — y\f^)x + ißi^ — fX\ß)9 

v' = «2^ + ß,^^ + 7,1/' 

+ ^y-iß - ß,7>' +{^2?- y.«)z' + (/3>« - cc,ß)9 23) 

+ (rnß — ß'i?)^' + {<^-ir — r^^)x + (ß:i^ - «a/5)(>' . 



§4. 

Wir knüpfen an diese Auseinandersetzungen noch die folgende 
Bemerkung. 

Nach den Definitionen, die wir von der Arbeit und von der Zu- 
sammensetzung unendlich kleiner Verrückungen gegeben haben, ist 
die Arbeit von Kräften, die auf ein System materieller Punkte wir- 
ken, für irgend eine unendlich kleine Verrückung des Systemes, die 
als zusammengesetzt aus mehreren betrachtet werden kann, gleich 
der Summe der Arbeiten 46rselben Kräfte für diese. Nun sei die 
Verrückung eine solche, bei der die relative Lage der Punkte unge- 
ändert bleibt; die Arbeit für dieselbe kann dann gesetzt werden 

= Xu -\- Fv + Ztv + M.rP + Myq + M.y 24) 

oder auch 

= ÄA' + Ä/^' + Zi/' + M^n + M,x + M-,9 > ^5) 

wobei X y, Z, S, //, Z die Summen der Componenten der Kräfte 
nach den Achsen der x, y, z und l, t^, §, Mx* My, Mz, M^, M^, M- 
die Drehungsmomente der Kräfte in Bezug auf die Achsen der x, //, z 
und I, 1^, g bedeuten; es geht das aus den Bemerkungen hervor, die 
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in der vorigen Vorlesung über die Summen der Componenten und 
die Drehungsmomente eines Eräftesystems gemacht sind. Die beiden 
für die Arbeit aufgestellten Ausdrücke müssen einander gleich sein^ 
sobald die Gleichungen 22) und 23) bestehn. Substituirt man aus 
diesen die Werthe von u, v, w\ p, q\ r und setzt die Coefficienten 
von A', ft', v', Tt\ %y Q einander gleich; so erhält man 

Z = y,X + y,F+y,Z 

m = (r^ß - /s,y)^ + (y,/s - ß,y)y+ {r,ß - ß,y)z 

+ ß,M^ + ß,My + ß,M, 
^/C =(ß,a^ a,ß)Ä + {ß,a - a,ß)y + (ß,a ~ a,ß)Z 
+ Vi ^^x + r-iMy + y^M: . 

Diese Gleichungen lehren, wie die Summen der Componenten und 
die Drehungsmomente eines Eräftesystems sich ändern, wenn man 
von einem rechtwinkligen Coordinatensystem zu einem andern über- 
geht. Die 3 letzten von ihnen vereinfachen sich wesentlich, wenn 
die beiden Coordinatensysteme denselben Anfangspunkt haben , d. h. 
a = 0, /3 = 0, y = ist; sie werden dann 

,^/: = «^ Mjc + Cr., My + a.^ J/: 
M,^ß,M,r + ß,My + ß.Jh 

oder auch 

iM,, = «2 ^i + ßi ^A + y-i ^c 

und zeigen, dass, wenn Mxy My, M^ als die rechtwinkligen Coordi- 
naten in dem Systeme der x, y, z eines Punktes angesehen werden, 
die Lage dieses Puuktes von den Richtungen der Coordinatenachsen 
unabhängig ist. Das Drehungsmoment in Bezug auf die Achse, die 
durch diesen Punkt und den Anfangspunkt der Coordinaten geht, 
heisst das Hauptätehungsmoment. 

Ist statt des Kräftesystemes eine einzige Kraft vorhanden, deren 
Componenten Ä, Vj Z sind, und deren Angriffspunkte die Coordina- 
ten X, y, z hat, so ist nach der bei dem Ausdrucke 10) der vorigen 
Vorlesung gegebenen Definition der Drehungsmomente 

M,^==yZ — zY, My = zX — xZ, M, = xY -yX. 

Die Achse des Ilauptdrehungsmomentes ist dann senkrecht auf der 
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Richtung der Kraft und auf der Linie, die vom Anfangspunkte nach 
dem Punkte (x, y, z) gezogen ist; denn es ist 

und X Mx '\' y My -\- z Mz = ^^- 

Das Hauptdrehungsmoment ist 

oder = ^(^2 -\^]ß -fz^y '(^*^ + r^Z') — (.tT + yY + zZf, 

d. h. gleich dem absoluten Werthe des Products aus dem Abstände 
des Punktes {x, y, z) von dem Anfangspunkte, der Grösse der Kraft 
und dem Sinus des Winkels, den die Richtung der Kraft mit der 
Linie bildet, die den Anfangspunkt mit dem Punkte (.r, y, z) ver- 
bindet. 
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(Iji'lieiidit^u Kraft eines bevegten starren Körpera. Trägheitemomente, 
RaiipUi haea. Diffetentialgleichungea der Bewegung eines starren KCrpen für 
'Ion FhII. duB dieser frei, und den Fall, dosa ein Punkt desselben fest ist) 



§ 1 

Wtmn ein System fest verbundener materieller Punkte sich be- 
wegt, äL> ist die VerrUckung, welche dasselbe iu einem Zeitelement 
dl erleidet, eine solche, wie wir sie in der vorigen Vorlesung erörtert 
haben. Wir können daher in allen dort abgeleiteten Formeln für 
das Zeichen d das Zeichen d setzen, welcheH die Veränderung anzei- 
gen soll, die die durch den folgenden Buchstaben bezeichnete Grösse 
in dem Zeitelement dt erleidet. Die slimmtlichen, mit gestrichenen 
Buchstaben bezeichneten, unendlich kleinen Grössen müssen dann 
mit '/' proportional sein; wir setzen eine jede von ihnen gleich dl, 
multiplicirt mit einer Grösse, die wir mit demselben, ungestrichenen 
Buchstaben bezeichnen. Ein Buchstabe, der mit einem Striche ver- 
sehn eine Compouente einer Verschiebung oder Drehung bedeutet, 
bedeutet dann ohne Strich die entsprechende C'omponente einer Ge- 
schwindigkeit oder Drehungsgesch windigkeit zur Zeit t. 

Dl'h Ausdrücken 21) der vorigen Vorlesung zufolge sind dann 

" + J'/ — yr 

v^xr — zp 1) 

'" + !/p — xg 

die (_'omfonenten der Geschwindigkeit eines der Punkte nach den 
Achsen der x, ij, z bei der ha^e, welche diese zur Zeit ( haben; 
die Bewegung kann angesehen werden als zusammengesetzt aus einer 
Drehung um eine durch den Punkt x^=0, y = 0, z=^0 gehende 
Achse und einer Verschiebung; p, q, r sind die Componenteu der 
Drehuiigsgeschwindigkeit, u, v, w die Componenten der Geschwin- 
digkeit der Verschiebung nach den Achsen der x, y, z. 

Aus den Ausdrücken 1) findet man durch Quadriren und Addiren 
das Quadrat der Geschwindigkeit des Punktes {x, y, z)\ nennt man m 
die Masse dieses und T die lebendige Kraft des Systemes, so ist 
hiemach 



k 



k 



§ 1. Lebendige Kraft eines starren Körpers. of) 

2T = ^m {(u + zq ^ yry + {v + xr- zpY + {w + yp ^ .rqy}, 

wo die Summe in Bezug auf alle materiellen Punkte des Systeme« 
zu nehmen ist. Entwickelt ist diese Gleichung: 

2 r = («2 + v^ + tv^) V m 

-\- 2 (vr—tvg) ^mX'^2(ivp - ur) ^ mfj -}- 2 {uq — vp) ^ mz 

+ P' ^ rii {iß + z') + r/2 2 ^' (^' + ^^') + ^' ^ ^n G^' + y') ^) 
— 2qr ^^myz -^ 2rp ^^ mzx — 2pq >^ mxtj ; 

sie zeigte dass T eine homogene Function zweiten Grades der 6 Ar- 
gumente y, V, w, p, q, r ist, deren Coeflicienten von den Massen der 
Punkte, ihrer relativen Lage und der Lage der Achsen der x, y, z 
abhängen. Die allgemeinste homogene Function zweiten Grades von 
6 Argumenten enthält 21 von einander unabhängige Coefficienten ; 
T enthält deren nur 10, und diese Zahl kann durch passende Wahl 
des Achsensystemes auf 4 herabgesetzt werden. 

Um diese Behauptung zu beweisen, betrachten wir zunächst 
eine Bewegung, bei der w = 0, v = 0, w? == ist, bei der also der 
KBrper — um unser System wieder so zu nennen — sich um den 
I'unkt X = 0, y == 0, z = dreht. Dann ist 

27 = /?2 yy ;;, (y2^ ^2) ^ q'-^m {z^ + x') + r'^ y^ m {x' + ß) 



— 2qr y my z — 2rp ^ m zx — 2pq ^ mxy 

und der Körper dreht sich um die Achse, die mit der Linie zusam- 
menfällt, welche von dem Punkte x = 0, y = 0, z = nach dem 
Punkte x=p9 y = q, z ^=^r gezogen werden kann, mit einer Drehungs- 
geschwindigkeit, die der Länge dieser Linie gleich ist. Setzen wir 
fest, dass 

sei, so liegt der Punkt (/?, q, r) auf der Fläche 

— 2qr ^ myz — 2rp ^ mzx — 2pq ^ mxy , ^ 

also auf einer Fläche zweiten Grades, deren Mittelpunkt der Anfangs- 
punkt der Xy y, z ist. Jeder, von diesem Punkte aus gezogene radius 
vector der Fläche ist der Drehungsgeschwindigkeit gleich, welche der 
Körper haben muss, wenn er um ihn sich dreht und die lebendige 
Kraft ^ besitzen soll. Aus dieser Bedeutung der Fläche folgt, dass 
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sie vun den Richtungen der Achsen der x^ y, z unabhängig ist; legt 
man diese in die Hauptachsen der Fläche, so müssen die mit 
9^> ^P} PQ behafteten Glieder verschwinden^ es muss dann also 



und 



^ myz ^=^0 y ^ tnzx = Q , ^ mxy =*0 



die Gleichung der Fläche sein. Aus dem Umstände, dass die Coefficien- 
ten von p*-, q^, r^ in dieser Gleichung positiv sind, ist zu schliessen, 
dass die Fläche ein Ellipsoid ist. Die Hauptachsen desselben nennt 
man auch die Hauptachsen des Körpers für den Anfangspunkt der 
X, yy z. 

Bei beliebigen Richtungen der Coordinateiiachsen nennt man 

das TrägheUsmoment des Körpers in Bezug auf die z- Achse. Es ist 
dasselbe gleich dem reciproken Quadrate des radius vector des Ellip- 
soids 3), vrelcher mit der 2r- Achse zusammenfällt; denn setzt man 
p BS und ^ = 0, so wird r gleich der Länge dieses radius vector 
und die Gleichung 3) giebt 

Die Trägheitsmomente in Bezug auf die Hauptachsen des Ellipsoids 3) 
nennt man die Hauptträgheihmomenie des Körpers für den Anfangs- 
punkt der Xy y, z\ sie sind die reciproken Quadrate seiner Halbachsen. 
Das Trägheitsmoment eines Körpers in Bezug auf eine Achse 
von gegebener Richtung ändert sich, wenn diese Achse sich selbst 
parallel verschoben wird. Welches diese Aenderung ist, sieht man 
leicht ein, wenn man neben dem Coordinatensystem der Xy y, z ein 
zweites, das der x^y y^, z^ einführt. Beziehen sich die Zeichen 
X, y, z und o:, , y, , 2j auf denselben Punkt, so soll 

sein, wo a^ hy c Constanten bedeuten; dann ist 

Die hier auftretenden Summen ^mx und ^^y sind die mit der 

Masse des Körpers multiplicirten x und y Ordinaten seines Schwer- 
punktes; legt man den Anfangspunkt der x, y, z in. den Schwer- 
punkt, so verschwinden sie und man hat 



§ 1. Trägheitsmomeute. . o7 

Da die z-Achse jede beliebige Richtung haben kann^ so spricht diese 
Gleichung den Satz aus^ dass das Trägheitsmoment eines Körpers in 
Bezug auf eine beliebige Achse = ist dem Trägheitsmomente des- 
selben in Bezug auf eine Achse, die der gegebenen parallel durch 
den Schwerpunkt gelegt ist, + ^^^ Produkte aus der Masse des 
Körpers in das Quadrat der Entfernung des Schwerpunktes von der 
gegebenen Achse. 

Nach den nun gemachten Auseinandersetzungen erkennt man 
leicht die Lage, die man dem Coordinatensysteme der x, y, z erthei- 
len muss, um den in der Gleichung 2) für die lebendige Kraft T 
gegebenen Ausdruck auf die einfachste Form zu bringen. Man hat 
zu diesem Zwecke als Anfangspunkt der x^ y, z den Schwerpunkt 
des Korpers zu wählen und als Achsen der x, y, z die Hauptachsen 
för den Schwerpunkt. Die Gleichung 2) wird dann 

2 7= (ii' + r' + W-) V;/i + />- V//i(y^ + z^) + f?'^ V m (z^ + x'^) 

+ r2 V m isc^ + y2). 

Es sollen nun die Differentialgleichungen der Bewegung eines 
freien, starren Körpers aus dem Hamilton'schen Principe, also der 
Gleichung 9) der dritten Vorlesung abgeleitet werden. Nach den 
an der angeführten Stelle gemachten Auseinandersetzungen hat man 
zu diesem Zwecke die Variation der lebendigen Kraft, ÖT, und die 
Arbeit der wirkenden Kräfte, U*, für irgend eine Variation der Lage 
des Körpers zu bilden und die Summe ÖT -{- U' auf die Form 

ZU bringen, wo die Grössen e unendlich kleine, von einander unab- 
hängige Grössen sind, die die Variation der Lage des Körpers be- 
dingen. Die Differentialgleichungen der Bewegung sind dann die 
Gleichungen 

' S = ^- 4) 

Wir nehmen die Bezeichnungen der vorigen Vorlesung wieder auf; 
für die Grössen s können wir dann entweder u, v, w\ p\ q'j r oder 
X\ n', V, 71 y X, Q wählen; wir erhalten die gesuchten Differential- 
gleichuugen dadurch in zwei Formen, von denen eine jede eigen- 
thümliche Vorzüge besitzt. Die Arbeit U' wird in dem ersten Falle 
durch den Ausdruck 24), in dem zweiten durch den Ausdruck 25) 
der vorigen Vorlesung unmittelbar in der verlangten Form angege- 
ben. Einige Rechnung aber erfordert die Bildung des Ausdrucks 
für ÖT. 
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Da, wie wir bewiesen haben, T ausschliesslich eine Function von 
u» V, tv, p, q, r und Constanten ist, so hat man zunächst 

d r = ^.'^ Öu + ^-- 8v + ^J 8w ., 

Ön * cv * (tv 5) 

wir suchen die 6 Variationen öu, dv, Sw, dp, äg, dr zuerst durch 
u, V, iü\ p\ q\ r auszudrücken. Wir gelangen hierzu, indem wir 
benutzen, dass die Variation des Differentialquotienten einer Function 
gleich dem Differentialquotienten der Variation der Function ist. 
Nach den Gleichungen 18) der vorigen Vorlesung ist 

d « = a, u + «2 ^' "f" ^3 *^' 

und' nach der Bemerkung, die den Ausgangspunkt dieser Vorlesung 
bildete, daher auch 

Bilden wir nun die Gleichung 

~dt dl 

und benutzen, dass nach 20) der vorigen Vorlesung 

da, = a.^r — a,,q, 8«^ = a.j) — «,r', Scc.^ = a^q — cf,p, 6) 
also auch 

dat dam da^ ^. 

ist, so ergiebt sich 

= a, (-" — du + vr' — vr + iv q — wq\ 

+ o'2 (77 — ^^ "I" ^^'P — 10 p 4" w ^' — ur\ 

+ "•» (rit —^^ + ^^' — ^^ + ^'p — ^p) • 

Beachtet man nun, dass die Rechnung, die uns zu diesem Resultate 
geführt hat, auch gilt, wenn man, ohne sonst etwas zu ändern, den 
Buchstaben a durch den Buchstaben /3 oder y ersetzt, dass also auch 
die gefundene Gleichung bei einer solchen Veränderung richtig bleibt; 
so folgt bei Rücksicht auf die Gleichungen 3) der vorigen Vor- 
lesung: 

du = - — -f- vr — V r -\- %v q — ivq 

.- + wp — w p -Y ur — ur 8) 



dt 

du 
~dt 



ddw' . f f . , f 

W=^ —- '\' Uq — U q -\- V p — Vp . 
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Um dpy dg, dr zu finden^ entwickeln wir die Gleichung 

~dl "^ (ii ' 

indem wir die Gleichungen 6) und 7) benutzen ; dadurch ergiebt sich 

^ "" "2 (^ — ^'^ + /^^/ "" P^A 

- «3 (^f — *^/ + rP — r'P^ ' 

Diese Gleichung bleibt richtig, wenn an Stelle des Buchstaben « der 
Buchstabe ß oder y gesetzt wird, und auch, wenn man die Indices 
1, 2, 3 und zugleich die Buchstaben p, r/y r cyklisch vertauscht. 
Daher folgt aus ihr mit Hülfe der Gleichungen 3) der vorigen Vorlesung: 

p = i^i + ^1^' ^^i^ 

^'J = ^ + ^P-''P 9) 

6r= -jj+pq — p q ' 

Wir drücken nun Su, Sv, dw, dp, äq, dr durch A', ^', v, %\ %, q 
aas, zu diesem Zwecke benutzen wir die Gleichungen 

^" = «iw + a.^v Ar a.^io , d« = A' + yx — ßQy 

von denen die zweite unter den Gleichungen 16) der vorigen Vor- 
lesung sich befindet. Nach den Gleichungen 1 1) der vorigen Vor- 
lesung ist 

und femer ist 

rff = ßi^ + ßz^ + ßs^j '!u = ri" + V'i^ + n^^' 

Hiemach wird die Gleichung ^ 77 = 



«^ Su + a,dv +• a,dtv = ^' + y ^f - ß ""/ . 



dt 

dt "^ ^ di ^ dt 



Nun darf man die Buchstaben 

«, ßy y 
A, ^, V 

^^ X, 9 
gleichzeitig cyklisch vertauschen; daher ist auch 

/S, 8u + ß,Sv + ß,dw = ^' + « 'ii' - y ^ 
y,*M + y.,dv + r^^w = $ + /* \"" — " 3" 
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woraus bei Rücksicht auf die tileichungen 3) der vorigen Vor- 
lesung folgt: 

» dl' , /, da , dv 

+ (rxß- ßx y) '!"' + («, y - y, «) 7,i' + (/s. « - «, ^) ^' 

jt dX' . Q da , dv 

<^«' = «2 rfT + ^2 -rf7 + y^ Y, 

+ (^2^ - ß.Y) Jf + («^y - ^2«) ^' + (^2«- «2^) S- '^') 

um dp, dq, dr zu finden^ entwickeln wir die Gleichung d ~ = "rfp"' 
indem wir setzen 

und benutzen, dass 

*«2 = Vit — ß2Q ^ = /'2^' — /'s'/ 

ist; so ergiebt sich 

Hieraus folgt durch cyklische Yertauschung der Buchstaben a, ß, y 
und JT, ;|r, p: 

/J,,dr — ß,^8q = a, 'j^ - y^ ~ 

Diese 3 Gleichungen geben bei Rücksicht auf die Gleichungen 6) und 
7) der vorigen Vorlesung 

^r==a-/^ + ß./^ + n^> ") 

woraus durch- Vertauachung der Indices 1, 2, 3 und der Buchstaben 
P> 9f ^ auch folgt: 

Nun setzen wir zunächst die in 8) und 9) für df/, dv, dw, dp, 
dq, dr gegebenen Ausdrücke in die Gleichung 5) für dT, setzen für 
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//' den Ausdruck 24) der vorigen Vorlesung und bilden die Glei- 
chung 4), indem wir für s der Reihe nach u, v, w, p, q', r wählen. 
So erhalten wir 

dt du ^ dv ^ dw^ -* 

±_ dT_ dT _ ^JIm 7 
dt dw~^ du ^ c^M • ^ 

und 

d dT dT dT . dr dT , j^, 

dt dp Cü cw ' oq ^ or * 

d dT dT ^^ dT . dT dT . .. ,„, 

dl cq cw ( M * ^ er op ^ ^ ' 

d dT , dT cT , dT dT , ., 

dt er du dv ^ ^ dp ^ dq ^ 

Wenden wir aber die in 10) und 11) gegebenen Ausdrücke von 
du, dr, dw, dp, dq, är an, für U' den Ausdruck 25) der vorigen 
Vorlesung und bilden die Gleichung 4), indem wir für s der Reihe 
nach A', /*', v, n^ Xy q setzen^ so erhalten wir 

d / dT . dT . ( T\ 

dt \ * cn ' - 6w ' f}w) 

-^ = rfT (y' ä;r + y-^ fv + y^ st.) 

und 



dt 



(y, ß-ßtr) |^+ {yiß - ß,?) ji, + (r.ß-ß,y)ll 

1 , dT , dT . dr\ 

\ + «' dp + «-^ ei» + «••' ^r 1 

(/ \3^ I / \'>''' , i \0T I 

^^ («1 y — y I «) ^ - + («sy - y-i«) ^:, „ + («•i y — y:i «) ^ „, 

+ ^1 «-;. + ßi r;.. + ^3 ;- 



]■>) 



<7// ' ^' Üq ^ ' •» 6» 

dp ^ ''2 ^r/ ^ ''•» ar 



<// ^ 1 ^^ i OT . dT ^ • 



Wirken keine Kräfte, so haben die Gleichungen 12) und \?>) die 
Eigenschaft, keine andern unbekannten Functionen zu enthalten; als 
W; Vy w, p, q, r; die Gleichungen 14) und 15) die Eigenschaft, dass 
eine jede von ihnen unmittelbar integrabel ist. Die Gleichungen 14) 
sprechen die Sätze von der Bewegung des Schwerpunkts, die Glei- 
chungen 15) die Flächensätze für den Fall, den wir betrachten, aus. 
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Die entwickelten Formeln setzen voraus, dass der Korper frei 
ist; nehmen wir nun an, dass ein Punkt desselben fest sei, und 
wählen wir diesen zum Anfangspunkte sowohl der Xy y, z als der 
$, r}, g. Es ist dann 

aber es verschwinden auch t/', v\ w und A', /u', v und es fallen da- 
her die Gleichungen 12) und 14) fort, die wir aus dem Hamilton sehen 
Principe erhalten haben ^ indem wir die Coefficienten dieser Grossen 
= setzten. Die Gleichungen 1;)) werden 

d cl cT cT 



r ^ 



^ Cr * 



*tt Cp Cf/ 

d cT cT oT , -, ... 

dt Cf/ "^ er Cp ^ ' 

d er bT dT . j^, 

dt er ^ c p Cq * ' 

und die Gleichungen 15); da nach den gemachten Festsetzungen a = 0^ 
ß = i), y = ist, 



d_ 
dt 



i f cT , cT , cT\ ,/ 



Siebente Vorlesung. 

(Integration der Differentialgleichungen der Bewegung für einen stai-ren 
Körper, der um einen festen Punkt sich dreht, und auf den keine Kräfte wir- 
ken. Stabilität der Drehung um die Achse des grösßten und des kleinsten 
Trägheitsmomentes. Fall, dass 2 der 3 Ilauptträgheitsmomente einander gleich 
sind. Drehung eines schweren starren Körpers um einen festen Funkt. Inte- 
gration der für diese geltenden Differentialgleichungen unter gewissen Voraus- 
setzungen.) 

§1- 

Die Differentialgleichungen der Bewegung eines starren Körpers 
um einen festen Punkt, die in der vorigen Vorlesung abgeleitet sind, 
die Gleichungen 16) und 17) derselben, sollen nun in speciellen Fällen 
iotegrirt werden. Der erste dieser* Fälle sei der, dass keine Kräfte 
wirken. Die Gleichungen sind dann: 



und 



d cT 
dt dp 


dT 
dq 


dT 

"^dr 


d dT 

dt dq 


dT 

' Cr 


dT 

r ~- 

cp 


d dT 

dt dr 


dT 


dT 

^ Cq 


dT, 


.^^O-. 


cT\ 



1) 



dt 



d / dT , dT , dT\ ^ 

Sie gelten nach einer Bemerkung, die am Ende des § 4. der vierten 
Vorlesung gemacht ist, auch für die Bewegung um den Schwerpunkt 
eines freien, schweren Körpers. 

Nach den in der vorigen Vorlesung gemachten Auseinander- 
setzungen ist T eine homogene Function zweiten Grades von p, (/, r] 
lässt man die Achsen der x, y, z in die Hauptachsen des Körpers 
für den Anfangspunkt der x, y, z fallen und bezeichnet durch 
P, 0, R die Trägheitsmomente des Körpers in Bezug auf dieselben, 
so ist 
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also 



d'p^^^P' Tq=^^' dr=^''' 



Die Gleichungen 1) werden dann 

0^ = {R-P)rp 4) 

Um ihre Integrale zu finden, vergleichen wir sie mit gewissen ande- 
ren Differentialgleichungen, die wir ableiten wollen. Wir bezeichnen 
durch u und ip zwei reelle Variable, die durch die Gleichung 

^ r d7^ 

J Kl — X« sm« jp 



zusammenhängen, in der x einen reellen, echten Bruch bezeichnet 
und die Wurzelgrösse positiv zu nehmen ist. Dann ist u eine ein- 
deutige, stetige Function von ^ und umgekehrt, da der Differential- 
quotient — immer einen endlichen positiven Werth besitzt. Es durch- 
läuft femer u alle Werthe von — oo bis -|- oo, wenn ^ diese durch- 
läuft, und umgekehrt. Man nennt if; die Amplitude von u nach dem 

Modul X und schreibt 

il; = amu. 

Der Kürze wegen setzen wir ferner 



yi — x' sin'^^ = ztil; j 
wo dann ^^ eine stets positive Grösse und 

-r = ^^ 

du ^ 

ist. Bei dieser Bezeichnungsweise haben wir die identischen Glei- 
chungen 

/l cos tb • . A I 

= — sm p^i^f 



flu 
(I sin ip 

djtjf 
du 



= COS J/^Z/^ 

= — X' sin i* cos ip . 



In diese setzen wir 



u = ki -\- II 5) 

indem wir unter A, ^, a, h, c reelle Constant^n verstehn. Dadurch 
erhalten wir 
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dq bX 

dt ca ^^ 

dr €t cX 

dt ab 

Diese Gleichungen sind von derselben Form, als die (ileiehnngen 4): 
sie werden mit diesen identisch, wenn 

O— /? _ _ flX 
P ~ bc 

n^p bx „ 

Q = ca ^) 

n ~ ^ ab 

ist. Lassen sich die 6 Constanten x, A, fi, a, b, c diesen Gleichun- 
gen gemäss und so bestimmen, dass sie alle reell sind und x' kleiner 
als 1 ist, so haben wir in 5) Integrale der Gleichungen 4), und zwar 
die allgemeinen Integrale, da von den genannten 6 Gonstanten nur 
3 durch die Gleichungen 6) ihre Bestimmung finden, die 3 andern 
willkührlich bleiben. Es sind diese aus den Werthen, die /?, v» '* 
für / = haben, und die wir p^, f/^, r^ nennen wollen, zu be- 
stimmen. 

Um die Werthe zu finden, die hiemach den Constanten x, l, fi, 
a, bf c beizulegen sind, gehen wir von zwei Integralen der Gleichun- 
gen 4) aus, die sich mit Leichtigkeit ergeben. Multiplicirt man diese 
Gleichungen nämlich mit p, q, r oder mit Pp^ Qq, Jir und addirt 
sie jedesmal, so kann man integriren; man erhält so 

Pp'^ + Qq'^ + Rr'^ = const. 
und P^^p'^ + ()Vy2 + äV2 = const. 

In einem Augenblick, in dem i^ d. h. am (A/ + fi) einem Vielfachen 
von 2n gleich ist, ist cos^ = 1, sin^' = 0, z/V = 1 5 daher folgt 
aus diesen Gleichungen 

Pal + Rc-» = Pp^^ + (>,;„2 -f /?,-„2 

/>»«' + 7?V2 = P'p^ + ()V/„2 + Rh-„' 
oder 

P{P-R)d'=^P{P - R) p,^ +0{(J- R) q,' 

R{P- R) C = 0{P- 0) Vo- + R (/' - R) fV' 

Diese Gleichungen ergeben a* und c-, und zwar als positive Grössen, 
wenn, wie wir nun annehmen wollen, Q seiner (Jrösse nach das 
mitUere von den 3 Trägheitsmomenten Py (v, R ist. Die Gleichun- 
gen 6) lehren dann ^^, k'- und x* kennen; durch Division und Mul- 
tiplikation der beiden ersten und durch Division der erstt^n und 
«Iritten erhält man nämlich 

Kirch hoff, M4ch.auik. ^ 5 
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Q(Q-n) 

2^«« P{P-Q) 

Bei der über das Trägheitsmoment geraachtea Festsetzung sind 
hieraach b'\ k'^, x^ positive Grössen; aber nicht immer ist x* kleiner 
als 1 ; ist die letztere Bedingung nicht erfüllt, so genügt es aber^ um 
sie zu erfüllen, die o:- Achse mit der z- Achse zu vertauschen , oder, 
wenn man das neue Coordinatensystem mit dem alten congruent er- 
halten will, die neue .7> Achse der alten 2- Achse gleichgerichtet, die 
neue z-Achse der alten x- Achse entgegengesetzt gerichtet anzunehmen. 
Dabei vertauschen sich die Werthe von P und B und gleichzeitig 
die von p^^'^ und r^^y daher nach den Gleichungen 7) auch die von a' 
und c^f und der in 8) gegebene Werth von x'^ geht hiernach in sein 
Reciprokes über. 

Die Gleichungen 8) ersetzen nicht vollständig die Gleichungen 6), 
aus denen sie hergeleitet sind. Sind jene erfüllt, so muss man eine, 
etwa die erste, von diesen noch in Betracht ziehen und die Vorzei- 
chen ihrer beiden Seiten gleich machen. Durch diese Gleichung wird 
das Vorzeichen einer der Grössen a, b, c, k bestimmt, wenn die der 
andern festgesetzt sind. Wir wollen k als positiv annehmen; die 
erste der Gleichungen 6) bestimmt dann das Vorzeichen von b, wenn 
die Vorzeichen von a und c bekannt sind. Von diesen muss das 
Vorzeichen von c auf eine bestimmte Weise gewählt werden wegen 
der Gleichungen 

y>jj = (i cos am^, qy^ = b sin am/ii, r^, = c^ am ^, 9) 

welche der Gleichungen 5) wegen bestehen müssen, und welche die 
letzten sind, denen wir noch zu genügen haben. Aus der dritten 
von ihnen folgt, dass, wenn /tt, wie es sein soll, reell ist, c dasselbe 
Vorzeichen als r„ haben muss, da dann z/amfi positiv ist. Das Vor- 
zeichen von a können wir beliebig wählen, wir wollen es dem von 
Pq gleich annehmen; das Vorzeichen von b ist dann durch die erste 
der Gleichungen 6) bestimmt. 

Die Gleichungen 9) dienen zur Bestimmung der letzten der ein- 
geführten 6 Constanten, der Grösse /ii. Aus der ersten dieser Glei- 
chungen finden wir 2 Werthe von amfc, wenn wir festsetzen, was 

wir thun wollen, dass diese Grösse zwischen — — und + " liegt, 

da den Gleichungen 7) zufolge a^ grösser als jö^^ ist. Die zweite hebt 
die dabei übrig bleibende Zweideutigkeit, indem sie zeigt, dass am/t 

zwischen — ^ und oder zwischen und ^ liegt, je nachdem die 
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Vorzeichen von q^ und b entgegengesetzt sind oder übereinstimmen. 
Aus dem gefundenen, reellen Werthe von am/i oder ^ folgt dann, 
einer vorausgeschickten Bemerkung nach, ein reeller Werth von fi. 
Hiermit ist bewiesen, dass die Gleichungen 5) die Integrale der Glei- 
chungen 4) sind, und die in jenen vorkommenden Constanten sind 
eindeutig bestimmt. Es bleibt noch übrig die Winkel zu ermitteln, 
welche die Lage des Körpers gegen das im Räume feste Coordinaten- 
system der §, iy, g in jedem Augenblicke bedingen. 

Zu diesem Zwecke benutzen wir die Gleichungen 2), aus denen 
durch Integration und bei Benutzung des in 3) angegebenen Werthes 
von T sich ergiebt 

a, Pp + a., {>^ + a.^Rr = A 

ßyPp + Mq + ß,Rr=n 10) 

wo Ay By C Constanten bedeuten. Zwischen diesen und früher ein- 
geführten Constanten besteht eine Itelation ; quadrirt und addirt man 
nämlich die Gleichungen lÖ), so erhält man 

p^jP + (/-V/^ + /;-;•*-'= ./- + ir^ + (7^ 

woraus folgt 

./•-' + /yi _^ (n _ pi^i + I{h\ 11) 

Sieht man Pp, fjq, Rr als die rechtwinkligen Coordinaten eines 
Punktes im System der x, y, z an, so sprechen die Gleichungen 10) 
aus, dass A, D, C die Coordinaten desselben Punktes in Bezug auf 
die Achsen der §, f], t, sind. Dieser Punkt ändert sich mit der Zeit 
nicht, da A, B, C Constanten sind; man kann daher die von dem 
Anfangspunkte der Coordinaten nach ihm gezogene Linie zur g-Achse 
nehmen. Das soll geschehn. Dann ist 

^ = , ^ = 
und nach l 1 ) 

wo die WurzelgrÖsse positiv zu nehmen ist. Hiernach erhält man 
aus den Gleichungen 10), wenn man sie mit «„ /3„ y^ oder «.,, /J.^, y.> 
oder «3, /^a, y.^ multiplicirt und jedesmal addirt: 

Wir führen nun die in den Gleichungen 8) der fünften Vorlesung 
definirten Winkel •^, /*, cp ein, die die Lage des Körpers für jeden 
Augenblick bestimmen. Es ist zuerst # aus der Gleichung 

y.^ = COS d' 

zu ermitteln; für eine Lage des Körpers kann dabei d^ zwischen — jr 
und -j- 7t gewählt werden, oder, da nach einer am angeführten Orte 



5* 
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gemachten Bemerkung über das Vorzeichen von & nach WiUkfihr 
verfügt werden kann, zwischen und jt. Die letzte der Gleichun- 
gen 5) zeigt, dass r'^ nicht grösser als c^ werden kami*, nach der 
letzten der Gleichungen 12) erreicht daher y.y oder cos'-ö" nicht den 
Werth 1, und es überschreitet also ^ die Grenzen und ar nicht. 

Bemerkt möge werden, dass d- auch den Werth ^ nicht überschrei- 

tet, da r nicht verschwinden kann. 
Zur Bestimmung von f hat man 

y, = cos/" sin ^, ^2 = sin/" sind* 

und die beiden ersten der Gleichungen 12). Für eine Lage des Kör- 
pers ist hierdurch /' eindeutig bestimmt, wenn man noch festsetzt, 
dass für sie /* zwischen und 2x liegt; die Festsetzung, dass f sich 
stetig mit der Lage des Körpers ändert, bestimmt es dann eindeutig 
auch für jede andere Lage, die der Körper bei seiner Bewegung an- 
nimmt. Es bleibt noch übrig (p zu ermitteln. Man hat hierzu 



woraus folgt 



und daher auch 



%9> — 


ß, 


cos' 9 — 


«,' 


i-y.' 


«,''ß. 


- ßi ''«» 



äq>= 1 2 



Nach den Gleichungen 20) der fünften Vorlesung ist aber ; 

und also bei Rücksicht auf die Gleichungen 6) und 7) der fünften 
Vorlesung 

^ yi* + yi* ' 

In Folge der Gleichungen 12) ist daher 

rfg, = //>•-•«' + Ä'c' 5^^±|jl dt . 

Erinnert man sich an die Integrale der Gleichungen 4), aus denen 
die Gleichungen 7) hergeleitet sind, so kann man hierfür schreiben 

oder, wenn man für r seinen Werth aus 5) setzt: 

atp — yi n -\- n c /^,,t + /^«,.*x« sin« amU/ + fi) ^' • l"*) 

Die Integration dieser (Jleichung führt auf ein elliptisches Integral 
dritter Gattung. 
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§ 2. 

Es ist von Interesse die jetzt gefundenen Integralgleichungen 
des Problems der Rotation eines Körpers, auf den keine Kräfte wir- 
ken, um einen festen Punkt auf den Fall anzuwenden, dass der Modul 
der elliptischen Functionen, die in diesen Gleichungen auftreten, also 
X, Null oder unendlich klein ist. Es reduciren sich dann die ellipti- 
schen Functionen auf trigonometrische. 

Der in 8) für x^ angegebene Ausdruck zeigt, dass x unendlich 
klein ist, wenn a unendlich klein, c endlich ist und P, ft R irgend 
welche, nur nicht solche Werthe besitzen, für welche der Factor von 

'', in dem Ausdruck von x- unendlich gross wird. Nach der ersten 

der Gleichungen 8) wird dann auch b unendlich klein. Die Glei- 
chungen 7) zeigen, dass a unendlich klein ist, wenn p^^ und q^ es 
sind, was wir annehmen wollen. Die Gleichungen 5) geben dann 
bei Yemachlässigung unendlich kleiner Grössen höherer Ordnung: 

p = «cos(A/ -f- ft), ^ = ^sin (A^ -f- fi), r = ^^l — x2sin'^(A/-|- fi). 

Was die Werthe von O, /*, g) anbelangt, so giebt die letzte dieser 
Gleichungen in Verbindung mit der letzten der Gleichungen 12), 
wenn man für x^ seinen Werth setzt und unendlich kleine Grössen 
höherer Ordnung vernachlässigt, 

sin* » = f;;; ( ;; + JE| sm-^ {l / + ^)) . 15) 

Es ist hiernach sin-ö* unendlich klein. Ist, wie wir annehmen wollen, 
die z- Achse so gewählt, dass r, oder, was dasselbe ist, c positiv ist, 
dass also cos^ positiv ist, so ist hiernach und nach den allgemeinen 
über ^ gemachten Festsetzungen 0* selbst unendlich klein und dabei 
positiv-, die Gleichung bestimmt dann d' eindeutig. 
Ferner hat man 

Den Winkel g), welcher zusammen mit -^ die Lage der z-Achse be- 
stimmt, findet man am leichtesten auf dem folgenden Wege. Durch 
eine Betrachtung, die derjenigen ähnlich ist, durch welche wir die 
Gleichung 13) abgeleitet haben, erhält man: 

tg/'=y«, C08V= ,V 2 

° yi y\^ + y2^ 

Yifiyt — ya^vi 



d/ = 



yi* + y«* 

VdYtP — Vir) — Vi iVfr - y^q) ^^^ 



yi* + yt* 

= yi [YtP + Ytg) — ivi* + ytV- ^^ 
yi* + yi* 
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Bei Rücksicht auf die Gleichung 13) folgt hieraus 

df = cos# d^i — rdl, 16) 

Da in unserm Falle % unendlich klein, r unendlich wenig von c ver- 
schieden ist, so ist hiernach bei Yemachlässigung unendlich kleiner 
Grössen 

g) = /• -|- c/ -f" const. , 

wo die Constante der Integration aus dem Anfangswerthe von ^> zu 
bestimmen ist. 

Einer Festsetzung zufolge, die wir bei der Aufstellung der Gleichun- 
gen 8) haben machen müssen, kann die z- Achse die Achse de^grössten 
oder die des kleinsten, nicht aber die des mittleren Hauptträgheits- 
momentes sein. Die durchgeführte Rechnung zeigt daher, dass, wenn 
die augenblickliche Drehungsachse zur Zeit / = unendlich wenig 
von der Achse des grossten oder der des kleinsten Haupttragheits- 
momentes abweicht, sie dieser immer unendlich nahe bleibt. Diese 
Thatsache pflegt man so auszusprechen, dass man sagt, die Rotation 
des Körpers um die Achse des grossten und um die Achse des klein- 
sten Hauptträgheitsmomentes ist eine stabile, £s kann der Körper 
auch um die Achse des mittleren Hauptträgheitsmomentes rotiren, 
denn man genügt den Gleichungen 4) durch die Annahme p = 0, 
r = 0, q = const. ; aber diese Rotation ist keine stabile, d. h. weicht 
die augenblickliche Drehungsachse für t = unendlich wenig von 
der genannten Hauptachse ab, so wird diese Abweichung mit der 
Zeit (freilich erst nach Verlauf einer unendlich grossen Zeit) eine 
endliche. Sind nämlich p^^ und r^ unendlich klein, so ist den Glei- 
chungen 7) und 8) zufolge x^ unendlich wenig von 1 verschieden, 
die elliptischen Functionen von /, welche in den Gleichungen 5) vor- 
kommen, verwandeln sich in Expouentialfunctionen, und die Discus- 
sion dieser führt zu dem ausgespi^chenen Satze; was indessen hier 
nicht gezeigt werden soll. 

§3. 

Die letzte der Gleichungen 8) lehrt, dass x verschwindet, wenn 
P=^ Q wird ; diesen Fall, also den Fall, dass zwei von den 3 Haupt- 
trägheitsmomenten einander gleich sind, wollen wir jetzt betrachten. 
Die Gleichungen 7) geben dann 

den Gleichungen G), die dasselbe aussprechen, wie die Gleichungen 8), 
aber eine gewisse Unbestimmtheit in BetreflF der Vorzeichen heben, 
die diese übrig lassen, genügt man durch 

b = a, A = r„ -^- 5 
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die Gleichungen 5) werden dabei 

P *= VPo^ + (/o*' cos {li + fi), q= /po^ + ^? s"i (^^ + f*); '' = '*o- 
Die Gleichungen 12) ergeben 

cosO" = - — - — -- -- - also = const. 

und tg/'=tg(A/ + ^) 

wo ;i eine ganze Zahl bedeutet. Aus der Gleichung IG) folgt endlich 

cos d- . (p =/'-{- r^i -\- const. 

= (A + r^) / -j- const. , 
oder, wenn man für A und cos '9' ihre Werthe setzt, 

was noch einfacher aus der Gleichung 14) sich ergiebt. 

§4. 

Wir wollen jetzt die Kotation eines schweren, starren Körpers 
um einen festen Punkt ins Auge fassen. Die Betrachtungen, die in 
der vierten Vorlesung angestellt sind, lehren zwei Integrale der für 
diese gültigen Differentialgleichungen kennen ; der Satz von der leben- 
digen Kraft liefert das eine, der Satz von der Erhaltung der Flächen 
in Bezug auf eine horizontale Ebene das zweite. Wir nehmen die 
^Ach8e vertikal abwärts gerichtet an, beziehen |, rj^ 5 auf den Schwer- 
punkt des Körpers, nennen m die Masse desselben und g die Schwere ; 
bei den in den Gleichungen 16) und 17) der sechsten Vorlesung ge- 
brauchten Bezeichnungen ist dann nach den am Ende der fünften 
Vorlesung für die Drehungsmomente aufgestellten Formeln 

Aind, 'wenn man die z-Achse durch den Schwerpunkt legt und s den 
Ä\)iitand dieses von dem festen Punkte nennt, wobei 

5 = «,6-, i? = /3;,5, g = y:r^' 
wird: 

iVr = — m/jsy^ , My = mgs y^ , 3/. = 0. 
Hiernach giebt die letzte der Gleichungen 1 7) der sechsten Vorlesung 

wo C eine Constante bedeutet. Diese Gleichung spricht den Satz 
von der Erhaltung der Flächen in Bezug auf die |i^-Ebene aus. 
Die Gleichungen 1(5) der sechsten Vorlesung werden 
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d dT dT dT 

fl dT dT dT , ,-. 

ddj^_ d_T _ cT 
dt dr ~ ^ dp ^ dq' 

Man hat dieselben mit p, g, r zu multipliciren und zu addiren^ um 
durch Integration die Gleichung zu erhalten, die den Satz von der 
lebendigen Kraft ausdrückt. Da nämlich T eine homogene Function 
zweiten Grades von p, q, r ist, so hat man 



überdies ist 



.yrr dT . dT , dT 

fiZ ,^dT dp j^dT dq ,dj^ dr 
dt dp dt •" ä^ rf/ ' dr dt ' 



woraus folgt 

dt ^ dt dp '^ ^^ dt dg '^ ^ dt dr 



Nimmt man hinzu, dass 



r^9- y,P = 5^ 18) 



ist, so ergiebt sich auf dem angegebenen Wege 

T^mgsy.,-\'H , 19) 

wo // eine Constante bedeutet. 

Ein drittes allgemeines Integral der hier zu behandelnden Differen- 
tialgleichungen zu finden, ist nicht gelungen. Wir specialisiren unser 
Problem zunächst durch die Annahme, dass die z- Achse, also die 
durch den festen Punkt und den Schwerpunkt des Körpers gelegte 
Linie eine der Hauptachsen für den festen Punkt ist. Die Achsen 
der X und der y können dann so gewählt werden, dass sie die bei- 
den andern Hauptachsen sind, dass also für T der in der Gleichung 3) 
angegebene Ausdruck gilt. Nun nehmen wir ferner an, dass 

P=Q 
ist; die letzte der Gleichungen 17) wird dann integrabel und giebt 

r = const. 
Zugleich werden die Gleichungen 16. a) und 19): 

. P (P' + ^J') + ^ r' = 2mgsy, + 2 IL ^) 

Nun führen wir wieder die durch die Gleichungen 8) der fünften 
Vorlesung definirten Winkel t)", g), /' ein. Die Gleichung 18) lässt 
sich dann schreiben 

^^^^ ^ = y'2P — yi'/ y ^'^ 
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und die Gleichung 13) 

sin^ * g = y,p + y,f/. 21) 

Quadrirt und addirt man diese beiden Gleichungen^ so ergiebt sich 

(p2 _|_ ^2) afi = ^-^2 _|_ gin> ^d(p'K 

Hiernach verwandeln sich die Gleichungen 20) in diese: 

P sin^ ^d(p = {C — Rr cos #) dt 
p (y/^2 ^ sin« J^dq)"-) = (2/A^5 cos O» + 2// — Br')dt\ ■ 

Da in ihnen tp und / selbst nicht vorkommen; sondern nur ihre 
Differentiale ; so kann man aus ihnen durch Integration (p und / als 
Functionen von 0", also auch d^ und g? als Functionen von / dar- 
stellen; ist das geschehen, so erlaubt die Gleichung 16) auch /"als 
Function von t zu berechnen. Die Functionen, auf die man auf diese 
Weise kommt, sind elliptische. 

§5. 

Durchführen wollen wir die eben angedeutete Rechnung nur für 
einige specielle Fälle. Zuerst nehmen wir an, dass p und q für ( = 
verschwinden, d. h. dass zur Zeit ( = die augenblickliche Drehungs- 
achse die z- Achse ist. Die Gleichungen 21) zeigen, dass dann auch 

ja, « 

~^- und -^y für ^ = verschwinden; ist d^^ der Werth von d" für 

^ == 0, so ist daher nach den Gleichungen 22) 

= C' — i?r cos -9-0 
und = 2mffs cos ^^^, + 2// — Br^ ; 

dieselben Gleichungen werden also: 

P sin^ d^dtp == Br (cos -»"o — cos d) dl 23) 

P {d»'^ + sin^ ^dq)"^) = 2mf/s (cos d' — cos O-^) dt^. 

Eliminirt man aus ihnen dcp und führt statt & und ^^^^ die Hälften 
dieser Winkel ein, so erhält man 

= ^sin^^o-sin-' ^"J ,j4wy*/>sin-'*cos2 ^ — ÄV' ('sin' *" - - sin' *^ j dl\ 

Nun setzen wir 

sin^ * = sin'' ^' - AP cos-'(/' , 25) 

WO /!/ eine Constant« bedeutet, über die zu verfügen wir uns vorbe- 
halten; dabei wird 
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sin - cos dd' = 23P sin ^ cos ^^^. 

Die Gleichung 24) erhält daher den Factor AP cos^ 4^ und giebt bei 
Fortlassung desselben 

AP'K^P sin' fdt' 
= kniffsP ('sin^ ^« — i^/2 cos^ ^"j /'cos^ ^«4- iV^cos« ^"j -ÄV2yr^cos>{ d(\ 

Der Factor von tf /^ ist eine Function zweiten Grades von cos^ t^ 
also auch eine solche von sin- ^; bestimmen wir die ti rosse M so, 
dass das von sin^ tp unabhängige Glied in ihm verschwindet, so lässt 
sich die Gleichung auch durch sin^ ^ dividiren und auf die Form 

^^•i = p(l— x2 sin- t) di'^ 26) 

bringen, wo k und x gewisse Constanten bedeuten. Es is dann ;V* 
aus der quadratischen Gleichung 

4mffsP ^sin-* '^^ — J/A fcos' ^" + mA — mrUP = 

zu bestimmen und es wird 

-2 4 w/yf P (2 3/« + COS 9'^) + /t«r« 
'^ — 4^ 

^ ~ imgsP (2>P + 008 ö-o)~-M«^ ' 

Die quadratische Gleichung für i^/^ lässt sich schreiben 

M* + A/2 (^J■^ + cos ^0) - i sin» ^0 = 0; 

die eine ihrer Wurzeln ist positiv, die andere negativ; wir wählen 
die positive, d. h. wir setzen 

wo die Wurzelgrösse positiv zu nehmen ist. Dadurch wird 

-. 5 + COS #0 



V{^^rp + «^«^ ^o)' + '^' *o 



Der für 1 — 2x^ aufgestellte Ausdruck liegt zwischen — 1 und + 1, 
und daher x^ zwischen und 1 ; A' i.st positiv. Hiernach können wir 
das Integral der Gleichung 26) schreiben 



§ 5. Rotation eines schweren Rotations - Körpere. 75 

^ == am (A/ + (i), Mod. x, 

wo (i die Constante der Integration bedeutet. 

Wir wollen den-Fall weiter verfolgen, dass r als unendlich gross 
angesehen werden kann. Dann wird x = 0, also 

^ = A/ + fi 27) 

und nach 25) 

8in2 1 = sin2 ^ — AP cos^ (K + fi); 

femer wird 

^ = '^ sin^ ^, 

Hiernach schwankt ^ zwischen zwei unendlich nahen Grenzen in 
unendlich kurzen Perioden. Die Integration der ersten der Glei- 
chungen 23) wird dadurch leicht, dass auf ihrer linken Seite #„ statt 
^ gesetzt werden kann ; sie wird dadurch bei Rücksicht auf die Glei- 
chungen 25) und 27) 

jPsin^ d'Q d(p = — ^^^- - cos- tdtp, 
oder bei dem Werthe, den M^ hat, 

^9 = — -jifi cos'^rf^. 

Da /* 2 I ^«/ ^1 sin 2t/; 

4" ' 



I cos^ tl^dxl) = -f- 
80 folgt hieraus bei Benutzung von 27) 

^'^'^"^ + 2i ^^^ ^^) + ^^^^^'' 

oder, da X unendlich gross von der Ordnung von r ist, bei Vernach- 
lässigung von unendlich Kleinem 



vigs 



g? = — ^— / + const. 

Der Winkel /* endlich ergiebt sich leicht aus 16), wenn man hier 
^Q für d" setzt; man findet 

f = q) cos 0(j — r/ + const. 
/■= — (^ ~\~ "^ ^^^ '^o) ^ + const. 

§ 6. 

Statt der Annahme, die im vorigen Paragraphen verfolgt ist, 
dass p und ^ für / = verschwinden, wollen wir nun die Annahme 
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machen, dass für / = 0, also immer r = ist. Die Gleichungen 22) 
werden dann 

P%\VL^ %dq> = Cdt 2g. 

P (d^^ + sin^ ^dq)^) = 2 (mgs cos » + H) di^ 

Sie sind, abgesehen von einer Verschiedenheit der Bezeichnung, 
identisch mit den Gleichungen 12) der zweiten Vorlesung, woraus 
folgt, dass in dem hier betrachteten Falle die durch den festen Punkt 
und den Schwerpunkt des Körpers gehende gerade Linie gerade so 
sich bewegt, wie ein einfaches Pendel von gewisser Länge. Diese 
Länge / ist bestimmt durch die Gleichung 

ms 

Ist die Constante C in den Gleichungen 22) oder, was dasselbe ist, 

die Constante c in den Gleichungen 12) der zweiten Vorlesung = 0, 

so ist 

g) = Const. 

und /^»Y 

WO h eine willkührliche Constante bedeutet. Dieselbe muss positiv 
sein, da die linke Seite der Gleichung 29) positiv, ist, kann aber jeden 
Werth zwischen und + cx) haben. Ist Ä < 1, so kann man 

h = sin^ " 

mit der näheren Bestimmung setzen, dass a zwischen und n liegt; 
es ist dann a die Amplitude der ebenen Schwingungen, welche der 
Körper oder das Pendel ausführt. Macht man 

sm - = sm sin ^, 

SO wird dabei, wie schon an dem mehrfach erwähnten Orte be- 
merkt ist, 

y 1 — sin« sm* ip 
also 

^ = am U l/| + /*); Mod. sin g, 
wo fi eine willkührliche Constante bedeutet, oder 



sin - = sin 1^ sin am 



(< y^i+y), Mod. sin I 



Ist aber in der Gleichung 29) A > 1, so kann man 
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1 



h = 



X« 



setzen^ wo x einen reellen echten Bruch bedeutet; man erhält da- 
durch 



oder 



f = am (^ j/^^ + fi), Mod. x, 



wo ft wiederum eine willkührliche Gonstante bedeutet ^ und wo x 
positiv oder negativ zu nehmen ist, je nachdem d' bei wachsendem t 
zunimmt oder abnimmt. 



Achte Vorlesung. 

( Messung der Schwere. Pendel. Correspondirendes einfaches Pendel. Re- 
versionspendel. BesseVs PendelverBuche. Einfluss der Luft. Aenderungen der 
Schwere mit der Höhe und mit der geographischen Breite.) 

§ 1- 

Wir haben diejenigen Bewegungen, als deren Ursache man die 
Schwere bezeichnet, schon mehrfach als Beispiele zur Erläuterung 
der allgemeinen BegriflFe und Sätze der Mechanik betrachtet; wir 
wollen diese Bewegungen jetzt näher ins Auge fassen und zunächst 
auseinandersetzen, wie die Schwere gemessen wird. Es dient hierzu 
die Beobachtung der Schwingungen eines schweren Körpers, der um 
eine horizontale Achse drehbar ist. Eine solche Vorrichtung neunt 
man ein Pendel, und zwar ein zusammengesetztes im Gegensatze zu 
einem einfachen Pendel, das wir schon zu besprechen gehabt haben. 
Halten wir die Voraussetzung fest, dass die Schwere eine constante 
beschleunigende Kraft ist, betrachten das Pendel als einen starren 
Körper und sehen ab von dem Einfluss der Luft, der Bewegung der 
Erde und der Reibung an der Drehungsachse, so können wir die Be- 
wegung eines solchen Pendels sehr leicht durch Rechnung verfolgen. 
Die Lage desselben in einem Augenblick ist durch eine Variable be- 
stimmt; zu dieser wählen wir den Winkel ^, den die durch die 
Drehungsachse imd den Schwerpunkt des Pendels gelegte Ebene mit 
der vertikalen, durch die Drehungsachse gelegten Ebene bildet. Nach 
§ 5. der vierten Vorlesung gilt der Flächensatz in Bezug auf eine 
zur Drehungsachse senkrechte Ebene, weil die Verbindungen der 
Punkte des Pendels eine Drehung um diese gestatten, und dieser 
Satz liefert eine Differentialgleichung für jenen Winkel. Nennen wir 
g den Werth der Schwere, m die Masse des Pendels, s den Abstand 
seines Schwerpunkts von der Drehungsachse und K sein Tr^heits- 
moment in Bezug auf diese, so ist diese DifiPerentialgleichung 

r/*^ ras . ^^ 

Sie ist nach § 2. der zweiten Vorlesung identisch mit derjenigen, 
welche für die ebenen Schwingungen eines einfachen Pendels gilt, 
falls die Länge / dieses Pendels der Gleichung 
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/=— 1) 

ms ' 

genügt. Man nennt dieses einfache Pendel das dem gegebenen cor- 
respandirende ; bei gleicher Amplitude hat es dieselbe Schwingungs- 
dauer als das gegebene. Hat man nach 1) mit Hülfe von Abmes- 
sungen, die an den Theilen des Pendels vorgenommen sind, / bestimmt 
und die Schwingungsdauer T, die einer unendlich kleilien Amplitude 
entspricht; durch Beobachtung ermittelt, so findet man // aus der 
Gleichung 

T=7C Z/-'-. 

Ein Paar einfacher Beispiele mögen die Weise erläutern, in der 
/ gefunden werden kann. 

Es bestehe das Pendel aus einer homogenen Kugel und einem 
Faden, dessen Masse vernachlässigt werden kann. Der Schwerpunkt 
der Kugel ist, wie der Schwerpunkt eines jeden homogenen Körpers, 
der einen Mittelpunkt hat, der Mittelpunkt; es ist also s = dem Ab- 
stände des Mittelpunktes der Kugel von dem Aufhängungspunkte. 
Etwas mehr Rechnung erfordert die Bestimmung des Träghei ts- * 
momentes. 

Es sei dm ein Massenelement eines Körpers, das die Coordinaten 
X, y, z hat; das Trägheitsmoment des Körpers in Bezug auf die 
j- Achse ist dann 



= I dm [x'^ -f f/'j. 



NeEmen wir nun an, dass der Körper die constante Dichtigkeit ft 
habe und ein Rotationskörper sei, dessen Rotationsachse die o:- Achse 
ist. Setzen wir 

y = r cos g) , z = r sin <p , 
80 wird jenes Trägheitsmoment 

=r= ft / I / dxrdtdq) (.t- + '* cos* g ) 
oder, da nach (p von bis 2% zu integriren und 



2ä 



j 



cos* cpdq) = 7t 



ist, 







= 2%iju I rdxrdr fx^ + '^^ - 2) 

Hier hat man x und r sich vorzustellen als die rechtwinkligen Coor- 
dinaten eines Punktes der Fläche, durch deren ganze Umdrehung der 
Körper entstanden ist. 

Es sei nun der Körper eine Kugel vom Radius li und der An- 
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fangspunkt der Coordinaten sei der Mittelpunkt derselben. Die ge- 
nannte Fläche ist dann ein Halbkreis. Setzt man 

X = g cos tlfy r = Q sin ^ , 

so ist das Integral 2) in Bezug auf g von bis Ä, in Bezug auf i^ 
von bis jr zu bilden, und für dxdr ist gdgdjlf zu setzen. Das 
Integral ist daher 



R n 

n\i I I g^dg (\ -{- cos- 4*) sin tpdtl^ 





d. h. = jV TC^If' 

oder; wenn m die Masse der Kugel bedeutet, also 

ist, = I wä2. 

Nach einem im § 1. der sechsten Vorlesung abgeleiteten Satze ist 
daher das Trägheitsmoment der Pendelkugel in Bezug auf die Drehungs- 
achse des Pendels 

= « («^ + i Ä') 

und nach Gleichung 1) die Länge des correspondirenden einfachen 
Pendels 

Berechnen wir jetzt das Trägheitsmoment eines Cylinders von 
der Dichtigkeit fi, der Länge L und dem Radius R in Bezug auf eine 
Achse, die auf der Cylinderachse senkrecht steht und durch ihren 
Mittelpunkt geht. Es ist dasselbe dem in 2) gegebenen Ausdrucke 
zufolge 

+ 2' n 



== 27t^ j I djcrdr Ix'^ + o ) 



L 
2 



oder, wenn man wieder die Masse m nennt, d. h. 

, setzt, .j 2 ^^j. 

= "'(12+ :0" 

Ist der Cylinder ein dünner, langer Draht, so kann man hierfür ohne 
merklichen Fehler schreiben 

12 ' 
Hiernach sind wir im Stande, die Länge / des einfachen Pendels 
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zu berechnen , welches einem Pendel eorrespondirt; das aus einer 
Kugel und einem Drahte besteht. Es seien Wj und fn.^ die Massen 
von Kugel und Draht, s^ und .v., ^1^^ Entfernungen ihrer Schwer- 
punkte vom Au#hängungsp unkte, R^ der Radius der Kugel, L, die 
Lange des Drahtes, so dass 

Ist dann wieder ;/i die Masse des ganzen Pendels und .v der Abstand 
seines Schwerpunktes vom Aufhilngungspunkte, so ist nach den im 
§ 3. der vierten Vorlesung angeführten Sätzen über den Schwerpunkt 
eines Systeraes von Massen 

ms = ;/ipS', -f- m._^s.t. 

Fenier ist das Trägheitsmoment in Bezug auf die Drehungsachse des 
Pendels für die Kugel 

und für den Draht 



Daher ist nach 1) 






c *.* _i- i /; ■• J- "'^ '''*' 

/ = * 

c _J_ '"« ^"s 



7//, :; 



Hat man /i^ und Z., gemessen und das- Verhältniss * durch die 
Waage bestimmt, so kann man hiernach / berechnen. 

§2. 

In ähnlicher Weise kann man verfahren, wenn an dem Pendel 
mehr als zwei Theile zu unterscheiden sind; immer aber muss man, 
um aus den an diesen vorgenommenen Abmessungen / zu berechnen, 
die Voraussetzung machen, dass jeder einzelne Theil homogen ist. 
Eine Methode zur Messung der Schwere, die von einer solchen miss- 
lichen Voraussetzung frei ist. beruht auf der Anwendung eines so- 
genannten BevcTsionspendcis, Ein solches besteht aus einer festen 
Stange, die zwei parallele, auf ihrer Längsrichtung senkrechte Schnei- 
den trägt, welche ihre Schärfen gegen einander kehren; an der Stange 
ist ein Gewicht oder sind mehrere Gewichte befestigt. Jede Schneide 
kann als Drehungsachse des Pendels dienen. Im Allgemeinen wird 
die Länge des correspondirenden einfachen Pendels eine andere sein, 
je nachdem das Reversionspendel auf der einen oder auf der anderen 
Schneide schwingt; durch passende Stellung des Gewichtes oder der 
Gewichte kann man es aber erreichen, dass für beide Schneiden bei 
gleicher Amplitude die Schwingungsdauer dieselbe, d. h. dass für 

Kircblioff, Mechanik. 
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beide Schneiden die Länge / des correspondirenden einfachen Pendels 
dieselbe ist. In diesem Falle hat man nach 1) 

, WA*!* -f- k 



/ 



7»«] 
7« *£* 4" ^ 



ms2 

WO m die Masse des Pendels, k sein Trägheitsmoment in Bezug auf 
eine Achse, die durch den Schwerpunkt parallel den beiden Schneiden 
gelegt ist, und s^, s., die Entfernungen des Schwerpunkts von den 
beiden Schneiden bedeuten. Aus diesen Gleichungen folgt 

oder unter der Voraussetzung, dass nicht 5, = ^2 ist, 

Ist nun noch die Bedingung erfüllt^ dass der Schwerpunkt in der 
Ebene der beiden Schneiden liegt, so ist s^ + ^2 ^®^ Abstand der 
beiden Schneiden von einander, und durch Messung dieses Abstandes 
lernt man die Länge des correspondirenden einfachen Pendels kennen, 
ohne Weiteres über die Vertheilung der Masse ermittelt zu haben. 

§3. 

Einen andern Weg hat Bessel bei seinen berühmten „Unter- 
suchungen über die Länge des einfachen Sekundenpendels"*) einge- 
schlagen, um sich von der Voraussetzung der Homogenität der Theile 
des Pendels unabhängig zu machen und zugleich eine andere Fehler- 
quelle zu eliminiren, die in Folgendem besteht. Die Drehungsachse 
des Pendels wird gewöhnlich durch eine Schneide gebildet, die auf 
einer horizontalen Unterlage ruht. Die Schärfe der Schneide ist aber 
nicht eine mathematische Linie, sondern ein schmaler Theil einer 
Cylinderfläche von sehr starker Krümmung; das bewirkt, dass die 
Drehungsachse des Pendels nicht genau in der Ebene liegt, welche 
die Schneide trägt, und nicht genau angebbar ist. Eine ähnliche 
Unsicherheit bleibt bei jeder andern Aufhängungsart des Pendels. 
Bessel benutzte zwei Pendel, die aus derselben Kugel, derselben 
Schneide und zwei Drähten gebildet warfen, deren Längenunterschied 
mit der äussersten erreichbaren Genauigkeit gemessen wurde. Hieraus 
und aus den Schwingungsdauern der beiden Pendel Hessen sich die 
Längen der einem jeden von ihnen correspondirenden einfachen Pendel 
berechnen ohne die Annahme, dass die Kugel homogen und die 
Schärfe der Schneide eine mathematische Linie wäre. 

•} Abhandlungen der Berliner Akademie für das Jahr 1826. 
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§4. 

Nicht ausser Acht zu lassen ist bei Pendelversuchen der Einfluss, 
den die Luft auf die Bewegung des Pendels ausübt. Diesen voll- 
standig anzugeben^ ist eine Aufgabe der Hydrodynamik, denn er lässt 
sich nicht ermitteln, ohne dass man die Bewegung bestimmt, in welche 
die Luft durch das Pendel versetzt wird. Es sollen hier nur historisch 
einige Angaben über ihn gemacht werden. 

Wenn ein Körper in der Luft ruht, so übt diese auf seine Ober- 
fläche Druckkräfte aus, deren Resultante vertikal aufwärts gerichtet, 
gleich dem Gewichte der verdrängten Luft ist und ihren Angriffs- 
punkt in dem Schwerpunkte der verdrängten Luft hat. Dürfte man 
annehmen, dass bei dem schwingenden Pendel die von der Luft her- 
rührenden Druckkräfte eben so gross sind, als wenn das Pendel ruht, 
so würde hiernach der Einfluss der Luft auf die Schwingungsdauer 
sich leicht angeben lassen. Bezeichnen wir durch m' die Masse der 
verdrängten Luft, durch / die Entfernung ihres Schwerpunkts von 
der Drehungsachse des Pendels und nehmen der Einfachheit wegen 
an. dass dieser Schwerpunkt in einer Ebene mit dem Schwerpunkt 
des Pendels und seiner Drehungsachse liegt, so wäre dann das 
Drehungsmoment, welches auf das Pendel wirkt, 

— {ms — ms) g sin -O*, 

also die Differentialgleichung seiner Bewegung 

Ä g = — {ms — m s) g sm ^ 

und die Länge / des correspondirenden einfachen Pendels 

K 



tu 8 — ms' 



Diese Gleichung stellt aber nicht erschöpfend den Einfluss der Luft 
auf die Schwingiingsdauer des Pendels dar. Man i)flegt zu sagen, 
dass das Pendel eine Luftmenge mit sieh hin- und herführt, und dass 
dadurch das Trägheitsmoment des Pendels vergrössert wird. Wie 
dem auch sei, jedenfalls kann man setzen 



ms — m' s 



/ = ^-^'"r,\ 3) 



wo k eine unbekannte Zahl bedeutet, die abhängig ist von der Ge- 
stalt des Pendels und seiner Schwingungsdauer, sowie von der Be- 
schaffenheit der Luft, nicht aber von der Masse des Pendels und 
ihrer Vertheilung. Bessel bestimmte k experimentell, indem er zwei 
Pendel von gleicher Gestalt, nahe gleicher Schwiugungsdauer, aber 
verschiedener Masse benutzte. 

Bei einem Reversionspendel hebt sich der Einihiss der Luft auf 

6* 
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die Schwingungsdauer fort, falls die Gestalt des Pendels symmetrisch 
in Bezug auf die beiden Schneiden ist. Diese Bedingung kann er- 
füllt werden, obwohl die Vertheilung der Masse nicht symmetrisch 
in Bezug auf die V)eiden Schneiden sein darf, weil sonst 5, = Sj sein 
würde, welchen Fall wir ausschliessen mussten. Man erreicht den 
genannten Zweck z. B. durch zwei gleichgestaltete Linsen, die sym- 
metrisch an der Pendelstange angebracht sind, von denen die eine 
hohl, die andere voll ist. Bei der früher gebrauchten Bezeichnung 
ist dann, wenn die Gleichheit der Schwingungsdauer für beide Schnei- 
den hergestellt ist, nach 3) 



4) 





j k + m *|* + w s *X 




?/. .V| — w/.v' 


und 


mSf — tu Ä 


woraus folgt 





gerade so, als ob die Luft gar keinen Einfluss ausübte. Die Voraus- 
setzung der Symmetrie der Gestalt des Pendels, die wir gemacht 
haben, ist bei diesem Schlüsse wesentlich; i^nde sie nicht statt, so 
hätten nämlich / und k in den beiden Gleichungen 4) verschiedene 
Werthe. 

§0. 

Pendel versuche, die an verschiedenen Orten ausgeführt sind, 
haben gezeigt, dass die Schwere nicht überall auf und in der Nähe 
der Erdoberfläche denselben Werth hat. Steigt man aufwärts, so 
nimmt die Schwere ab. Von dieser Aenderung derselben k^nn man 
sich Rechenschaft geben, wenn man von der Newton'schen Lehre 
ausgeht, dass die Schwere eine Folge der Gravitation ist. 

Zwei Massen m und w, , die in der Entfernung r, von einander 
sich befinden, üben nach dem Gesetze der Gravitation Kräfte auf ein- 
ander aus, deren Potential bei passend gewählter Masseneinheit 

m ///| 

ist. Wirken viele Massen m^ gravitirend auf die Masse m, so hat 
die auf diese ausgeübte Kraft das Potential 

Wir wollen dieses Potential für den Fall berechnen, dass die 
Massen m^ die Theile der Erde sind, unter der Voraussetzung, dass 
die Erde eine Kugel und ihre Dichtigkeit in gleichem Abstände vom 
Mittelpunkt dieselbe ist. Wir denken uns eine Masse, die mit der 
Constanten Dichtigkeit ft den Zwischenraum zwischen zwei concen- 
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Irischen Kugelflächen erfüllt, deren Kadien R und II -\- dB sind. Das 
Potential dieser Masse in Bezug auf die Masseneinheit, die im Ab- 
stände r von dem Mittelpunkte der Kugelflächen sich befindet, d. h. 
das Potential der Kräfte, welche jene Masse auf diese Masseneinheit 
ausübt^ ist 

WO die Wurzelgrösse positiv zu nehmen und die Integration in Bezug 
auf e6' von bis 2jt, in Bezug auf d- von bis n auszudehnen ist. Die 
erste Integration ist unmittelbar ausführbar und die zweite wird es, 
wenn man an Stelle von 0- einführt 

Q = j/Ri + ;.•-' _ 2 Rr cos 0". 
Da dann 

QfiQ = Rr sin d'dd' 

ist, so wird der Ausdruck 5), wenn man ()" den grös«teu, q' den 
kleinsten Werth von q nennt, 

Es ist aber 

q' = R + r 

und q' ist gleich der positiven von den beiden Grössen R — r und 
r — Ä; d. h. es ist g' = r — Ä, wenn der Punkt, auf den das 
Potential sich bezieht, ausserhalb der Kugelschale liegt, und q = R -^ r, 
wenn er in ihrem Innern sich befindet. In jenem Falle ist daher 
der Ausdruck 5) 

\nl(^(ll{ 

in diesem ^^AnRdR, 

Hierdurch ist bewiesen, dass das in Rede stehende Potential in Bezug 
auf jeden inneren Punkt constant, in Bezug auf jeden äusseren so 
gross ist, als ob die Masse der Kugelschale in ihrem Mittelpunkte 
concentrirt wäre. 

Bei den über die Erde gemachten Voraussetzungen ist daher ihr 
Potential in Bezug auf einen Körper, der ausserhalb ihrer sich be- 
findet, so gross, als ob ihre ganze Masse in ihrem Mittelpunkte con- 
centrirt wäre, und die Anziehung, die der Körper von der Erde er- 
fahrt, ist dem Quadrate seiner Entfernung vom Erdmittelpunkte 
umgekehrt proportional. Es stimmt hiermit das Resultat überein, 
welches die Pendelversuche in Betreßt der Abnahme der Schwere bei 
wachsender Höhe ergeben haben. 

Den Pendelversuchen znfoli^e ändert sich die Schwere aber auch 
in der Erdoberfläche oder, was dasselbe ist, im Meeresniveau. Sehr 
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näherungsweifie, wenn auch nicht genau, ist sie hier von der geo- 
graphischen Länge des Beobachtungsortes unabhängig, aber bedingt 
durch die geographische Breite. Bezeichnet man diese durch ^ und 
nimmt als Einheit der Zeit eine mittlere Sekunde, so hat man nach 
den Pendelversuchen mit grosser Genauigkeit 

^ = 9-,8309(l-«-?^). 6) 

Dass die Schwere mit der geographischen Breite des Beobachtungs- 
ortes sich ändert^ ist als eine Folge der Drehung der Erde anzusehen^ 
wie in der folgenden Vorlesung gezeigt werden soll. 



] 



* 



Neunte Vorlesung. 

[EinflusB der Drehung der Erde auf die Bewegung der Körper an ihrer 
Oberfläche. Centrifugalkraft. Abweichung frei fallender Körper von der Loth- 
linie. Foucault'scher Pendelversuch.) 



§ 1. 

Bei der Untersuchung der Bewegung schwerer Korper haben 
wir ein Coordinatensystem benutzt, welches in der Erde fest ist, und 
gleichwohl die Differentialgleichungen der Bewegung angewandt, 
welche ein im Baume festes Coordinatensystem voraussetzen. Da 
die Erde sich bewegt, so liegt hierin eine üngenauigkeit, die zu 
heben wir nun suchen wollen. Zu diesem Zwecke müssen wir zu- 
sehen, welche Veränderungen an den Differentialgleichungen der Be- 
wegung anzubringen sind, wenn sie für ein bewegtes Coordinaten- 
system gelten sollen statt für ein ruhendes. In einem besondern 
Falle haben wir diese Aufgabe bereits im § 4. der vierten Vorlesung 
gelöst, in dem Falle nämlich, dass die Achsen des Coordinatensystemes 
bei ihrer Bewegung dieselben Richtungen behalten ; und wir haben 
dort nachgewiesen, dass, wenn überdies das Coordinatensystem mit 
gleichbleibender Geschwindigkeit in derselben Richtung fortschreitet, 
dieselben Differentialgleichungen gelten, als wenn das Coordinaten- 
system ruht. Der Mittelpunkt der Erde bewegt sich in seiner Bahn 
um die Sonne so nahe mit gleichbleibender Geschwindigkeit in un- 
geänderter Richtung, dass man für die Bewegungen auf der Erde 
ohne merklichen Fehler die Differentialgleichungen, die für ein ruhen- 
des Coordinatensystem gelten, auch anwenden darf in Bezug auf ein 
Coordinatensystem, dessen Anfangspunkt der Mittelpunkt der Erde 
ist, und dessen Achsen im Räume feste Richtungen haben. Andei*s 
aber, als mit der fortschreitenden Bewegung der Erde verhält es sich 
mit der Drehung um ihre Achse, die einen bemerkbaren Einfluss auf 
die Bewegungen der Körper, relativ zur Erde, ausübt. Um diesen 
zu finden, denken wir uns ein System von materiellen Punkten, auf 
welche beliebige Kräfte wirken, und welche beliebigen Bedingungs- 
gleichungen unterworfen sind ; und beziehen die Lagen, welche diese 
Punkte zur Zeit / haben, gleichzeitig auf zwei Coordinatensysteme, 
von denen das eine im Räume ruht, das andere sich bewegt. Es 
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sei m die Masse eines der Punkte, x, y, z seien seine Coordinaten, 
X, Y, Z die Componenten der auf ihn wirkenden Kraft zur Zeit / 
in Bezug auf das ruhende Coordinatensystem ; x, y, z\ X\ Y\ Z' 
bezeichnen dieselben Grössen in Bezug auf das bewegte; endlich 
seien d\r, dy, dz virtuelle Variationen von o:, y, z und da;', dy', dz' 
die entsprechenden Variationen. von x, y\ z\ Nach dem d'Alembert- 
schen Principe ist dann 

''=2 ('" 1u^ - ^') '-^- + (- S - ') 'y + (-S - ^)*- ») 

In diese Gleichung führen wir die gestrichenen Buchstaben an Stelle 
der ungestrichenen ein. Dabei benutzen wir, dass 

Xdx + Vöy + Zdz = X'äx + y'Öy + Z'dz 

ist; da diese beiden Ausdrücke die Arbeit derselben Kraft für dieselbe 
Verrückung ihres Angriffspunktes darstellen; im Uebrigen führen wir 
die Rechnung nur unter der Voraussetzung, dass 

X =^ x cos tut -\- y sin tut 

ij = — ct' sin wl + y cos wt 2) 



z = z 



ist, wo w eine Constante bedeutet, d. h. unter der Voraussetzung, 
dass das bewegte Coordinatensystem mit der constanten Winkelge- 
schwindigkeit w um die z- Achse in gewissem Sinne sich dreht, die 
z-Achse mit der z'-Achse und der Anfangspunkt des einen Systemes 
mit dem des andern zusammenfallt. Aus den Gleichungen 2) folgt: 

dx = dx cos wt -f" ^1/' sin w( 

dy = — dx sin wt + öy cos wt 3) 

dz = dz , 
ferner 



= --- COS wt + /- sm m;/ — wx sm wt + wy cos wt 
dt dt * dt I y 



fix 

d 



und 



X = -, sm wt + — cos wt — tax cos «/;/ — wy sm wt 

dt dt ' dt ^ 

dz _ dz' 
dt dt 



7,8 = .7, cos Wt + /-, sm wt 

dt^ dt* ' r//* 

— 2 IV f sin wt + 2?r ^^^5 cos ivt — w-x' cos wt — w'^y sin «-/ 
dt ' f/^ ^ 

rf> = - v//« «'° "■' + rf1»- *^''« '*' 

— 2w f cos wt — 2w-^ sin trt + w'^x' sin w;/ — t^V cos w/ 

dt^ ~ dt^ ' 
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Hiernach wird die Gleichang 1) 

= V (w g^ - ^' - mw^^ + «2«; g-') 8x 

Diese Gleichung ist von derselben Form, wie die GJeichung 1); es 
folgt aus ihr, dass man von der Drehung des Coordinatensystemes 
der x\ y\ z absehen kann, falls man zu den Kräften {X\ Y\ Z'), 
die auf die materiellen Punkte wirken, noch gewisse hinzufügt; die- 
jenige von diesen Kräften, die sich auf den Punkt bezieht, dessen 
Masse m genannt ist, hat zu Componenten 

(«'^r' - 2«; g-) , m(w^y'^2w''^^, 0. -5) 



m 

Ist das System der materiellen Punkte in relativer Ruhe gegen 

dt ~ ^' dt 



die Achsen der x, y\ z\ so ist -^ = 0, !^ == 0; die Ausdrücke 5) 



werden dann also 

miü^x ^ mw'^y , 0. 

Die Kraft, deren Componenten diese sind, ist senkrecht zur Drehungs- 
achse, der z'-Achse, von dieser fort gerichtet und hat die Grösse 

mtü'- i/~x"^ + y'*^ . 

Man nennt diese Kraft die CerHrifugalkraft. Bei einem Systeme von 
materiellen Punkten, welche ohne Aenderung ihrer relativen Lage 
mit gleichbleibender Winkelgeschwindigkeit um eine Achse rotiren, 
kann man, um die Beziehungen zwischen den Kräften zu beurtheilen, 
die auf sie wirken, von der Rotation absehen, falls man zu diesen 
Kräften die CentrifugalkrUfte hinzufügt, die der Rotation entsprechen. 
Dieser .Satz lässt noch eine Verallgemeinerung zu, die wir ab- 
leiten wollen. Wir nehmen an, dass die Bedingungsgleichungen 
zwischen den Coordinaten x, y\ z die Zeit nicht enthalten; die Ver- 
ünderungen dXy dy\ dz, die x\ y, z in dem Zeitelement dt erlei- 
den, sind dann virtuelle Variationen von x, y', z und können in 
die Gleichung 4) für öx, dy, dz' gesetzt werden. Geschieht das, 
so erhält man 

= 2 f^'* tI- - ^' - ^^'^A ^^' 

+ (^2 -^'-^"^Vjtfy' 6) 
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Diese Gleichung stimmt überein mit einer, zu der man kommt^ wenn 
man die Rotation des Coordinatensystems vernachlässigt und dafür 
nur di& ihr entsprechenden Centrifugalkrafte einführt. Ist nun ferner 
die Zahl der Bedingungsgleichungen zwischen den Coordinaten x\ y\ z 
so gross^ dass die augenblickliche Lage des Systemes durch rine Va- 
riable bestimmt wird^ so kann man aus 6) diese eine Variable, also 
die Bewegung des Systemes berechnen. Daraus folgt^ dass auch unter 
den jetzt gemachten Voraussetzungen die Einführung der Centrifugal- 
krafte vollständig die Berücksichtigung der Rotation des Coordinaten- 
systems ersetzt. 

Dieses Resultat ist von Wichtigkeit in Bezug auf die Bewegun- 
gen der Körper auf der Erde; es zeigt; dass man bei ihnen von der 
Rotation der Erde absehn darf; wenn man zu den auf die Korper 
wirkenden Kräften die dieser Rotation entsprechenden Centrifugal- 
krafte hinzufügt; vorausgesetzt; dass die Lage des Systemes durch 
eine Variable bestimmt ist; und dass die Bedingungsgleichungen zwi- 
schen den Coordinaten in Bezug auf ein in der Erde festes Coordi- 
natensystem die Zeit nicht enthalten. Die Schwere ist die Resultante 
aus der Anziehung; die die Masseneinheit von der Erde nach dem 
Gesetze der Gravitation erfahrt; und der aus der Rotation der Erde 
entspringenden Centrifugalkraft; diese Resultante ist eS; welche durch 
die in der vorigen Vorlesung besprochenen Pendelvcrsuche gemes- 
sen wird. 

Sehen wir nun zu, wie hiemach die Schwere der Grösse und 
Richtung nach auf der Erdoberfläche sich ändern müssiC; wenn die 

Erde eine Kugel und ihre Dichtigkeit 
in gleichem Abstände vom Mittelpunkte 
die gleiche wäre. Den Abstand des be- 
trachteten Körpers vom Erdmittelpunkte; 
also den Erdradius nennen wir Rj die 
nach dem Erdmittelpunkte gerichtete, 
auf die Masseneinheit bezogene An- 
ziehung der Erde G, den Winkel; den 
der nach dem Körper gezogene Radius 
der Erde mit der Aequatorialebene die- 
ser bildet; 9; und w die Winkelge- 
schwindigkeit der Erde. Die z'-Achse 
legen wir in die Rotationsachse der Erde, die x'-Achse in den Schnitt 
ihrer Aequatorialebene mit dem Meridian des Körpers. Die Compo- 
nenten der Schwere g nach den Coordinatenachsen sind dann 

— {0 — w'^R) cosg? , ; — G^\n(p. 

Daraus folgt 
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und; wenn man ^ die geographische Breite des Beobachtungsortes 
nennt; d. h. den Winkel zwischen dem Aequator und der Vertikalen, 
also der Richtung der Schwere, 

tg^^'tg^ 1-^. 8) 

G 

Bei den Voraussetzungen, die wir über Gestalt und Beschaffenheit 
der Erde gemacht haben, ist G gleich dem Werthe, den g unter dem 
Pole hat, es ist also nach der Gleichung 6) der vorigen Vorlesung, 
wenn die Zeiteinheit eine Sekunde ist, 

G = 9««, 8309 . 

Ferner ist näherungsweise 

Ä=iJ- 40 000000'" 
und w = 



24. 60. 60 ' 

daraus folgt 

w^H ^ 1 
G 291 ' 

Dieser Bruch ist so klein, dass bei unseren Betrachtungen sein Quadrat 
gegen die Einheit vernachlässigt werden kann. Geschieht das, so 
geben die Gleichungen 7) und 8) 

tg^==tg9 A + ^Y 

Auch ^ — 9 ist hiernach sehr klein, so dass man 

tg^ = tg9> + *=^ 
setzen darf, woraus dann folgt 

Mit derselben Genauigkeit ist 



^ = C(1-'^"C08^^) 



ih — m = 4 sm J i' —rr • 

Die erste von diesen beiden Gleichungen ist von derselben Form, 
als die aus den Pendelversuchen abgeleitete Gleichung 6) der vorigen 
Vorlesung; aber die Zahlencoefficienten von cos^^ sind in beiden 
wesentlich verschieden. Der Grund hiervon liegt darin, dass die 
Erde nicht, wie wir angenommen haben, eine Kugel ist; in Folge 
ihrer Drehung ist sie sehr näherungsweise ein abgeplattetes Rotations- 
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ellipsoid; und daher ist ihre Anziehung um so grösser, je grösser die 
geographische Breite des Beobachtungsortes ist. Hierauf soll aber an 
dieser Stelle nicht näher eingegangen werden. 

§2. 

Auf die relative Bewegung der Körper gegen die Erde übt die 
Drehung dieser im Allgemeinen noch einen andern Einfiuss aus^ als 
den durch die Centrifugalkraft dargestellten. Es soll dieser jetzt für 
einen freien, schweren, materiellen Punkt untersucht werden. 

Es seien x\ y\ z die Coordinaten des Punktes zur Zeit / in 
Bezug auf ein in der Erde festes Coordinatensystem, dessen z'-Achse 
die Erdachse ist. Bezeichnen wir durch X\ Y\ Z die üomponenten 
nach den Goordinat^nachsen der Schwere, d. h. der Resultante aus 
der Anziehung der Erde und der Centrifugalkraft, so ist dann 
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9) 



Da in diesen Gleichungen die Coordinaten selbst nicht vorkom- 
men, sondern nur ihre Differentialquotienten, so hört ihre Gültigkeit 
nicht auf, wenn man die Coordinatenachsen ohne Aenderung ihrer 
Bichtung verschiebt; wir können also den Anfangspun*kt in den Ort 
legen, den der Punkt zur Zeit t = einnimmt; die z'- Achse muss 
dann parallel der Erdachse sein. Die Gomponenten der Schwere sind, 
strenge genommen, nicht constant; wir wollen sie aber als constant 
ansehn, d. h. voraussetzen, dass die Bahn, die der Punkt beschreibt, 
unendlich klein gegen die Dimensionen der Erde ist. Wir bezeichnen 
die Schwere durch g, die geographische Breite des Beobachtungs- 
ortes durch ^ und legen die y'- Achse senkrecht zum Meridian. Gehen 
die positiven Richtungen der x und der z' von der Erde fort, so 
ist dann 

vl" = — ^cos^, r = 0, Z' = ~^sin^. 10) 

Nun soll statt des Coordinatensystemes der x, y\ z ein neues, das 
der Xj y, z eingeführt werden, so dass die y-Achse mit der y- Achse 
zusammenföllt, die z-Achse aber die Richtung der Schwere hat, also 

ist. Man kann dann setzen 

a; = — X sin "^ -\- z cos V' 

y = y 

r «= — a;' cos ^ — z' sin V' • 
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Differentiirt man diese Gleichungen zweimal nach /, so erhält man 
durch Benutzung von 9) und 10), so wie der Gleichungen 

x = — X sinV' — - cos ^' , y = y 

^^1, = -2w (sm i> -- + cos ^ ^-- j . 1 1) 

7, = <7 + ^W COS^ _,; . 
dt^ ■' ' ^ dt 

Es können diese Gleichungen ohne weitere Voraussetzungen nach 
einer bekannten Methode integrirt werden; wir wollen indessen ihre 
Integrale vereinfachen durch die Annahme, dass Glieder von der 
Ordnung von xu-y vernachlässigt werden können. Die Anfangswerthe 

von 3^ , /- , V^ nennen wir a, /3, y: wir erhalten dann aus 11) 

dt ' dt dt 7 17 9 1 

zunächst 

--^ = a -j- 2w sin^. y 

^} = y + r/^+ 2w; cos^. y , 
und bei Benutzung hiervon, nach der genannten Annahme 
-^ = ß — 2w (a sin V' + y cos ^) / — w cos ^. gi- . 

Dieselbe Annahme führt dann weiter zu den Gleichungen 
X = at -{- wß sin 4\ fi 
y = ßt — w{a sin^ + y cos tfy t- — w cos i\ -■ 



= y^ + (\, + ^ß cos t\ t^. 



Ist die Anfangsgeschwindigkeit = 0, d. h. sind a, ßj y = 0, so wer- 
den dieselben 

x = 

y = — lü cos ^. *— - 
. _ ff'' 

woraus folgt 

W cos Iff i/Sz* io\ 

y 3 y-g-' '^^ 

Ein frei fallender Körper weicht hiernach in Folge der Drehung der 
Erde von der Lothlinie in einer zum Meridian senkrechten Richtung 
ab. Die Abweichung findet im Sinne der Drehung der Erde, d. h. 
nach Osten hin, statt. Es sind hierüber von Reich in Freiberg Ver- 
suche angestellt; bei diesen war 

^ = 500 57', <7 = 9"S811, ir=158-5. 

Die Gleichung 12) ergiebt hieraus y = 27""«, 5; Reich fand y = 28'«'", 4. 
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§3. 

Untersuchen wir nun noch die Bewegung eines einfachen Pen- 
dels^ das um seinen Aufhängepunkt sich frei drehen kann^ mit Rück- 
sicht auf die Drehung der Erde. 

Wir benutzen ein Goordinatenisjstem wie das^ auf welches die 
Gleichungen 1 1) sich beziehn^ dessen z- Achse vertikal abwärts gekehrt 
ist. Der Anfangspunkt sei die Gleichgewichtslage des schweren 
Punktes des Pendels ^ / die Länge dieses. Es findet dann die Be- 
dingungsgleichung 

a;2 + y2 ^ (/ _ ^)2 = p 

statt; und die Differentialgleichungen der Bewegung sind 

^= 2tv Sinti; ^ +^x 



(fiy 
dt* 



=^ — 2w ^sin^^ + cos ^ 57) + ^y ^3) 

g = i7 + 2«;cos^^+M^-0. 

Ein Integral derselben findet man^ wenn man sie mit dx, dy, dz 
multiplicirt, addirt und integrirt; so ergiebt sich 

dx^ + dy^ + dz^ = (2gz + ff) dfi , 14) 

wo H eine willkührliche Gonstante bedeutet. Um zu einem zweiten 
zu gelangen^ bilde man aus 13) 

-S-y& = -2«'«in^(x^ + yS^) 15) 

— 2w cos^ X ^ . 

Diese Gleichung ist im Allgemeinen nicht integrabel; sie wird es 
aber, wenn wir die Voraussetzung einführen^ dass die Schwingungen 
des Pendels unendlich klein sind^ was wir thun wollen. Es seien x 
und y gegen / unendlich klein von der ersten Ordnung; es ist dann 
z von der zweiten Ordnung; es ist nämlich 

^ — fL+y* 

Das letzte Glied in der Gleichung 15) ist daher von der dritten 
Ordnung, während die andern von der zweiten sind. Bei Vernach- 
lässigung jenes erhält man 

^äy — ydx = (c — w sin^ {x^ -|- t/^) ^^ y ^^) 

wo c eine neue willkührliche Gonstante bedeutet. Die Gleichung 14) 
wird dabei 

dx'^ + dy'^ =(^^ {x"' + y^) + h\ di'; . 17) 



•^y* 
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In 16) und 17) setze man 

a; = r cos , y = r am$ , 

wo dann r und ö Polarcoordinaten des schweren Punktes bedeuten; 
dadurch erhält man 

r^d^ = (c — r^w sin^) dt 

dr'i + r'^dO^ = r^ r2 + ^^ dt' . 
Die erste dieser beiden Gleichungen wird, wenn wir 

machen, 

r'^d^ = cdt, 19) 

die zweite bei Benutzung hiervon 

dr^ 4- r'^dd'^ = U^ — tt;'sin2 ^) r« + ^ + c2w sin A dt'^. 20) 

An Stelle von // führen wir nun eine andere willkührliche Constante 
h durch die Gleichung 

H '\- c2io sin i; = h 

ein und benutzen, dass w so klein ist, dass sein Quadrat vernach- 
lässigt werden kann; die Gleichung 20) wird dann 

rfr« + r'^d^^ = r^ r^-+ h\ dt^ , 21) 

Die Gleichungen 19) und 21) können leicht vollständig integrirt wer- 
den; sie stimmen überein mit Gleichungen, auf die man kommt, wenn 
man die Drehung der Erde vernachlässigt, wie daraus hervorgeht, 
dass sie w nicht enthalten, also ungeändert bleiben, wenn man w = 
setzt. Setzt man ta = 0, so wird d = ö, und r und 0* sind die Po- 
larcoordinaten des Pendelkörpers. Berücksichtigt man die Drehung 
der Erde, so sind r und diese Polarcoordinaten und zwischen $ 
und d besteht die Rotation 18). Daraus geht hervor, dass die rela- 
tive Bewegung des Pendels zu der sich drehenden Erde dieselbe ist, 
als ob die absolute Bewegung des Pendels diejenige wäre, die es 
haben würde, wenn die Erde ruhte, die Erde aber mit der Winkel- 
geschwindigkeit w sin ^ um die vertikale, durch den Aufhängungs- 
punkt gehende Linie sich drehte. 

Es ist dieses Resultat durch Versuche, die zuerst von Foueault 
angestellt sind, bestätigt. 
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Zehnte Vorlesung. 

(Relative Verschiebungen der Theile eines Körpers. Dilatation einer Linie, 
einer Fläche, eines Raumtheiles. Die Veränderung eines unendlich kleinen 
Theiles eines Körpers ist zusammengesetzt aus einer Verschiebung, einer Drehung 
und einer Ausdehnung nach drei auf einander senkrechten Richtungen. Haupt- 
dilatationen. Bewegungen an der Oberfläche eines Körpers und an der Be- 
rührungsfläche zweier Körper.] 

§ 1. 

Unsere bisherigen Betrachtungen haben sich auf materielle 
Punkte und starre Körper bezogen. Die letzteren dachten wir uns 
als Systeme von unveränderlich mit einander verbundenen materiellen 
Punkten; die Frage, ob diese sich stetig an einander schliessen^ brauch- 
ten wir nicht zu erwägen^ und, dass Ihre Zahl unendlich gross ist, 
nicht zu beachten. Wir wenden uns jetzt zur Untersuchung der Be- 
wegung von Körpern, welche nicht starr sind, deren Theile relative 
Verschiebungen erleiden; strenge genommen, findet das bei allen Kör- 
pern der Natur statt. Der Ausgangspunkt dieser Untersuchung soll 
die Annahme bilden^ dass die Körper stetig ausgedehnte Materie sind, 
und dass die Bewegung in ihnen sich stetig mit dem Orte ändert. 
Die Bedeutung dieser Annahme wird klarer hervortreten in den Glei- 
chungen; in die wir dieselbe übersetzen wollen. Es seien a, b^ c die 
Coordinaten eines materiellen Punktes eines Körpers zur Zeit /q, und 
X, y, z die Coordinaten desselben Punktes zur Zeit /; x, y, z sind 
dann Functionen der 4, stetig veränderlichen , Argumente a, b, c, t, 
und zwar stetige Functionen; ein materieller Punkt des Körpers, 
dessen Coordinaten zur Zeit Iq 

a -^ da y h -\- db ^ c '\- de 

sind, hat zur Zeit / die Coordinaten 

X -^ dx y y + dy y z -^ dz , 



wo 



dx = ^"^ da + l"^ db + l^- de 

Ca * CO ^ de 
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Diese Gleichungen bilden die Basis der Betrachtungen, die wir an- 
zustellen haben. 

Wir können da, dh, de als die Coordinaten zur Zeit i^ eines 
Punktes des Korpers in Bezug auf ein Coordinatensystem betrachten^ 
dessen Achsen denen des bis jetzt benutzten parallel sind^ dessen An- 
fangspunkt aber der Punkt ist, dessen Coordinaten bis jetzt a, b, c 
genannt wurden; die Coordinaten desselben materiellen Punktes zur 
Zeit / in Bezug auf dasselbe Coordinatensystem sind dann 

z — c + 1^ d« + l'r db4-p-dc. 

' oa 'ob ' o<' 

Da da, db, de, abgesehn davon, dass sie unendlich klein sein müssen, 
willkührlich sind, so erlauben diese Ausdrücke die Veränderung zu 
beartheilen, welche ein unendlich kleiner Theil des Körpers in dem 
Zeiträume von /^ bis t erleidet. Das Charakteristische dieser Aus- 
drücke ist; dass sie linear in Bezug auf da, db, de sind. Bei der 
Entwickelung der Folgerungen, welche hieraus fliessen, wollen wir 
uns einer neuen Bezeichnung bedienen, später aber zu der bis jetzt 
gebrauchten zurückkehren. 

§2. 

^y t}, ^ seien die Coordinaten eines materiellen Punktes eines 
Korpers ; dieser Körper erleide eine Veränderung der Art, dass, wenn 
r, ff'f 5" die Coordinaten desselben Punktes nach dieser bezeichnen, 

V' = «2 + «2l5 + «22^ + «23^ 2) 

r = «3 + «3l5 + «32^ + «33 5 

ist, wo die Grössen a Constanten sind. Es soll diese Veränderung 
untersucht werden. 

Wir setzen dabei voraus, dass die Grössen a nicht unendlich 
sind, und dass, wenn 

6 = *u d" - «i) + hi in" - «2) + *3i (r - «3) 

n = *n (r - «.) + »22 in" - «2) + *32 (r - «3) 3) 

5 = >,3 (r - «,) +-bn in" - «2) + *33 (r - «3) 

die Auflösungen der Gleichungen 2) sind, auch die Grössen b bestimmte, 
nicht unendliche Werthe haben; das erfordert, dass, wenn 

^\\9 ^12; ^13 ' 
D^ «21, flfjj, Ö23 j 4) 



fl^SU ^33' ^33 



Klrolihoff. M«oh*nik. 
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ist, d. h. wenn D die Determinante der Grössen a^p a]2i . • bedeutet, 
D nicht verschwindet. Wir wollen uns vorstellen, dass der Zustand 
des Körpers stetig geändert wird, ohne dass D verschwindet; dann 
ist dasselbe immer positiv; denn es ist positiv, nämlich «= 1, wenn 
die Gleichungen 2) T = g , V = ^ , T = l 
sind. 

Zunächst ist ersichtlich, dass Punkte des Körpers, die ursprüng- 
lich in einer Ebene lagen, in einer Ebene geblieben sind; denn einer 
linearen Relation zwischen |", rl\ g" entspricht eine lineare Relation 
zwischen g, ?;, f, und umgekehrt. Gerade Linien sind daher auch 
gerade, und Parallelen sind parallel geblieben, weil 5", ij", g" unend- 
lich werden, wenn 5> ^2» S es sind, und umgekehrt. 

Die weiteren üeberlegungen können wir durch die folgende Be- 
merkung ein wenig erleichtern. Die durch die Gleichungen 2) dar- 
gestellte Veränderung des Körpers können wir ansehn als zusammen- 
gesetzt aus zweien, die nach einander bewirkt werden. Ausser den 
beiden bis jetzt betrachteten Zuständen denken wir uns einen dritten^ 
einen Zwischenzustand, und bezeichnen bei ihm durch |', ij', ^ die 
Coordinaten des Punktes, auf den 5; ^j S und |", i^", 5" sich beziehn. 
Die Gleichungen 2) können wir dann ersetzen durch 

n = «2 + ^' i>) 

und g' = ö,ig + ^12^ + «13 5 

'?'=«2l5 + «22^ + «23S ^'0 

^ = ^31 5 + 0^32^ + «335- 

Die durch die Gleichungen 5) dargestellte Veränderung des Körpers 
ist eine Verschiebung ohne Aenderung der relsitiven Lage seiner 
Punkte und ohne Drehung, eine Verschiebung um eine Strecke, deren 
Projectionen auf die Coordinatenachsen öj, a^, a, sind. Noch zu 
untersuchen ist die durch die Gleichungen 6) dargestellte Veränderung, 
die einen speciellen Fall derjenigen bildet, auf welche die Gleichun- 
gen 2) sich beziehn. 

Denken wir uns eine von dem Anfangspunkte der Coordinaten 
ausgehende gerade Linie des Körpers; a, /J, y seien die Cosinus der 
Winkel, welche sie mit den Achsen bildet, r ihre Länge vor der 
Veränderung, «', /5', /, r die entsprechenden Grössen nach derselben; 
dann ist 

g=ra, Yi =r ß , ^=ry , 

r'/j' = r {a.;^ a + a.^oß + a,^y) 7) 

ry == r {fi^^u + a^^ß + a^^y) . 



also nach ß) 
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Die gedachte Linie hat eine Äenderung ihrer Richtung und ihrer 

Länge erfahren; den Werth von 1 nennt man ihre Dilatation^ 

diese^ so wie die Äenderung ihrer Richtung ist durch 7) in Verbin- 
dung mit 

aus a, /J, y zu berechnen. Parallele Linien erfahren gleiche Dilata- 
tion und gleiche Richtungsänderungen, wie daraus folgt ^ dass ein 
Parallelogramm ein Parallelogramm bleibt. 

Suchen wir nun die Aenderungen der Grösse und Richtung auf, 
welche eine ebene Fläche erleidet. Wir wählen als solche ein Dreieck, 
dessen Ecken im ursprünglichen Zustande des Körpers die Coordinaten 

0, 0, 0, 5i, jy,, g,, I2, 1^,, S2 

und nach der Veränderung die Coordinaten 

0, 0, 0, li', ri(, g/, g,', 1;.;, g.; 

haben. Neben dem benutzten Coordinatensystem führen wir ein zweites, 
das der er, y, z, ein, von dem wir voraussetzen, dass es durch 
Drehung in eine Lage gebracht werden könnte^ bei der die Achsen 
der X, tßy z resp. mit den Achsen der g, 1^, g zusammenfallen wür- 
den, und setzen allgemein 

g = y^.r + y^y + y^r. 

Die a;y-Ebeiie soll die Ebene des genannten Dreiecks im ursprüng- 
lichen Zustande des Körpers sein. Es ist dann 

Sl = ^\^\ + «2^1 S2 = «l'^2 + «2^2 

^l = /^l^l + ^iVx Vi = /'l^'2 + ß-il/i 

£1 = ri ^'l + ^2^1 ^2 = y\^2 + YlV^ \ 

daraus folgt bei Rücksicht auf die Gleichungen 6) und 7) der fünften 
Vorlesung 

'n\ ti — n-ilx = «3 (^1^2 — ^2^1) 

S162 - 52^1 = ß^ {p^\y2 —' ^iVi) 

61^2 — 52^1 == ^3 i^lVl — ^iVl) • 

Bezeichnet man durch s die Fläche des genannten Dreiecks beim ur- 
sprünglichen Zustande des Körpers, so ist 

+ 25 = x^y.^ — 0:2^1 

wo das Vorzeichen der linken Seite dadurch bestimmt wird, dass .s 
positiv ist. Nennt man femer a, ß, y die Cosinus der Winkel, 
welche eine der beiden Normalen der Ebene des Dreiecks, also die 
z- Achse oder die dieser entgegengesetzte Richtung, mit den Achsen 
der S, 17, g bildet, so ist daher 
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wo entweder die drei oberen oder die drei unteren Zeichen gelten. 
Eine ähnliche Betrachtung in Bezug auf das Dreieck nach der Ver- 
änderung des Körpers f&hrt bei analoger Bezeichnung zu den Glei- 
chungen 

± 2s' ß: = e,'g,' - gj'l,*. 9) 

+ 2$y = g, V - 6, V , 

wo s die Fläche, «', ß^, y die Cosinus der Winkel, welche eine ihrer 
Normalen mit den Achsen der |, 17, {; bildet, nach der Veränderung 
bedeuten, und wo gleichfalls die 3 oberen oder die 3 unteren Zeichen 
gelten. Aus 6) ergiebt sich nun 

n(^ — n^l( = («22«3:i — ^23^32) (91S2 — %Sj) 

+ (Ö23«31 — «21Ö33) (5l£2 — S261) 10) 

+ («21^32 — «22 «3l) (SlT?2— 5-2 fll) • 

Diese Gleichung nimmt eine einfachere Gestalt an, wenn man die 
durch die Gleichungen 3) definirteu Grossen 6 einführt. Es ist nämlich 



^11 — D ('^22 «33 «23 «32) 

^12 = Ji («23 «31 — «21 «33) 
^2 = :Ö (^21 «32 - «22 «31) y 



wo D die Determinante der Grössen a bedeutet. Transformirt man 
mit Hülfe hiervon die Gleichung 10) und fügt die zwei Gleichungen 
hinzu, die auf analogem Wege sich' bilden lassen, so erhält man 

4: 5 « = $D {p^^ a -f h^^ß + ^13^) 

+ //J' = sD {h^,a^ b,,ß + ^,3^) 11) 

± sy = sB {b^^ a + &32/S + ^33y) , 

wo auf den linken Seiten gleichzeitig das positive oder das negative 
Zeichen gilt. Wir haben bereits angenommen, dass der Zustand des 
Körpers stetig geändert ist und so, dass dabei D nicht verschwand; 
setzen wir noch fest, dass dabei die Normale, auf welche die Zeichen 
Uy /), y sich beziehn, nicht gewechselt wird, so gilt das positive Zei- 
chen, denn dieses gilt am Anfange der VenLnderung, und es kann 
nicht wechseln, da die linken Seiten der Gleichungen 1 1 ) nicht gleich- 
zeitig verschwinden können-, geschähe das nämlich, so müsste 5' =» 
sein, während s von Null verschieden ist; d. h. es müssten 3 Punkte 
des Körpers, die ursprünglich nicht auf einer geraden Linie lagen, 
nach der Veränderung auf einer solchen sich befinden. Man hat daher 
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s'a = sD (putt + »„/3 + ft,jy) 

s'ß^ = sJ) (ftj,a + b,^ß + b„y) 12) 

s'y' = sjP (*3,a 4- bsjß + ft-^y) . 

Aus diesen Gleichungen ist die Bichtungsänderung und die Dilatation 
der gedachten Fläche zu berechnen; mit diesem Namen belegt man 

den Werth von 1. Sie gelten übrigens nicht allein für ein 

Dreieck, wie wir es betrachtet haben, sondern für jeden Theil seiner 
Ebene^ weil dieser sich durch Addition und Subtraction aus solchen 
Dreiecken zusammensetzen lässt. Sie gelten auch für parallele Flächen, 
weil parallele und gleich lange Linien parallel und von gleicher 
Länge bleiben. 

Wir suchen endlich die räwnliche J)ilatati'on, welche der durch 
die Gleichungen 6) dargestellten Veränderung des Körpers entspricht, 
auf. Zu diesem Zwecke denken wir uns in dem Körper in seinem 
ursprünglichen Zustande einen durch zwei senkrechte Querschnitte 
begrenzten Cylinder; s sei die Grundfläche, r die Länge der Achse, 
ff, /J, y die Cosinus der Winkel, welche eine der beiden Richtungen 
dieser mit den Goordinatenachsen bildet. Nach der Veränderung ist 
der Cylinder ein schiefer geworden ; es sei nun 5' die Grundfläche, r 
die Länge der Achse; es sollen ferner a', /3', / sich auf die Normale 
der Grundfläche, a", /5", y" sich auf die Richtung der Achse beziehen. 
Es gelten dann die Gleichungen 12), und nach 7) ist 

r'«" = r {a^^a + a^^ß + Oy^y) 
r'/5" = r (02, a + a.^..ß + a,^y) 
r>" = r (flr.„a + a^^ß + a,,,y) . 

Diese Gleichungen multipliciren wir der Reihe nach mit den Glei- 
chungen 1 2) und addiren die Produkte. Bezeichnen wir das Volumen 
des Cylinders vor der Aenderung durch t, nach derselben durch r', 

so haben wir 

r = rs 

r=rs(aa +pp +yy). 

Wir beachten ferner, dass nach der bei 3) gegebenen Definition 
der Grössen b die Gleichungen 3) identische werden müssen, wenn 
man in sie die Werthe von 6'> V ; S" aus 2) substituirt; daraus er- 
geben sich neun Relationen zwischen den Grössen a und b, in Folge 
deren die auf dem angegebenen Wege gebildete Gleichung 

r' = r/? 13) 

wird. Die räumliche Dilatation, d. h. - — 1 ist also = /> — 1 • und 

das gilt nicht allein für einen Cylinder, sondern für jeden Theil des 
Körpers, weil jeder Theil desselben sich aus Cylindem zusammen- 
setzen lässt. 
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Wir knüpfen hier eine Bemerkung an^ auf die wir uns später 
beziehen wollen. Es seien 

^2 ? Vi} b2 

§3; %} Sa 
die Coordinaten dreier Punkte des Körpers vor der Veränderung und 

b2 > ^2 ? b2 

§3 ; % } £3 

die Coordinaten derselben Punkte nach dieser; es gelten dann die 
Gleichungen, die aus 6) entstehen, wenn man den Zeichen S, ij, £, 
I', rf, ^ den Index 1 oder 2 oder 3 giebt. Der 6 fache Inhalt des 
Tetraeders, welches diese 3 Punkte und den Anfangspunkt der Coor- 
dinaten zu Eckpunkten hat, vor oder nach der Veränderung ist gleich 
dem absoluten Werthe der Determinante jener oder dieser 9 Coordi- 
naten. Nach 13) ist das Verhältniss der beiden Determinanten da- 
her = 4- /?; es ist = -|- /?, da es mit D der Einheit gleich wird, 
wenn die Veränderung verschwindet. Setzt man für J) seinen Werth 
aus 4), so erhält man daher 

63; Vz> b3 



i\9 Vi} ti 
627 V2f S2 
63 J ^3 ; b3 



^11 j ^127 ^id 

^21; ^%29 ^23 



^317 ^32 > ^33 



Diese Gleichung, die von der Bedeutung unabhängig ist, die wir den 
Zeichen g', 1?', g', g, ij, g gegeben haben, und nur erfordert, dass zwi- 
schen diesen die Gleichungen bestehen, die nach dem Muster der 
Gleichungen 6) zu bilden sind, spricht einen bekannten Satz der 
Determinantentheorie aus. 



§3. 

Wir haben die durch die Gleichungen 2) dargestellte Veränderung 
eines Körpers angesehn als zusammengesetzt aus zweien, die durch 
die Gleichungen 5) und 6) dargestellt sind, und von denen die erste 
in einer Verschiebung besteht. Wir werden nun zeigen, dass die 
zweite zerlegt werden kann in eine Drehung des Körpers um den 
Anfangspunkt der Coordinaten und in eine Veränderung, die wir 
eine Ausdehnung in drei auf einander senkrechten Richtungen nennen 
wollen. Wir führen neben dem Coordinatensystem der 5, % g ein 
zweites mit demselben Anfangspunkte ein und nennen x, y, z die 
Coordinaten eines materiellen Punktes des Körpers in seinem ursprüng- 
lichen Zustande in Bezug auf dieses. Wir denken uns den Zustand 
desselben nun so geändert, dass, wenn x, y, z die neuen Coordinaten 



I 
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des nämlichen materiellen Punktes in Bezug auf dasselbe Coordina- 
tensystem sind, 

ist, wo /tj, fij, ^., positive Constanten sein sollen. Diese Veränderung 
belegen wir mit dem Namen einer Ausdehnung in den Richtungen 
der X, y, z. Sie hat das Eigenthümliche, dass die Theilchen, die 
ursprünglich auf einer der Achsen lagen, auf derselben geblieben 
sind. Die Dilatationen, die in den Richtungen der Achsen statt- 
gefunden haben, nennen wir die Haup(dHQta1ionen\ ihre Grössen sind 
f*, — 1, itij — 1, fij — 1. Nachdem diese Ausdehnung stattgefunden 
hat, denken wir uns den Körper um den Anfangspunkt der Coordi- 
naten gedreht und stellen uns vor, dass die Achsen der x, y, z diese 
Drehung mitmachen. Die Coordinaten in Bezug auf sie des betrach- 
teten materiellen Punktes ändern sich durch diese Drehung dann 
nicht, sondern bleiben x , y, z\ Nun seien die Coordinaten dessel- 
ben materiellen Punktes in Bezug auf das System der S, % 5 im ur- 
sprünglichen Zustande des Körpers |, i;, g und nach der Ausdehnung 
und Drehung 5', iy', f'; es seien ferner die Cosinus der Winkel, welche 
die Achsen der x, y, z mit den Achsen der g, i^, 5 bilden vor der 
Drehung 

«1 ß\ V\ 

«2 ^2 Y'l 
, , rv , "•* ^-^ ^-^ ' 

nach der Drehung 

«1 ^1 y\ 
«, ^, y, 

«3 /5;j y^ ; 

80 dass, gemäss der früher gebrauchten Bgzeichnungsweise, die Buch- 
staben ß, /J, y den Zeichen 5, i^, S; die Indices 1, 2, o den Zeichen 
.r, y, z resp. entsprechen. Es ist dann 

y = ^i\'\- P'jV + y'>i l'V 

und 

% = a, X + «j y + «3 z 

.?'=/3,'x' + /3;y' + ^,'r' 10) 

Substituirt man in 16) die Werthe von .v, y, c' aus 14) und dann 
für X, y, z ihre Werthe aus 15), so erhält man 
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+ S (yi«i>i + yi«2>2 + ys«8>3) 

V= g («l/»lVl + «2^2>2 + «3/53>3) + ^(/J,ft>,+/5A>, + /J3/J3>3) 

+ 5 (y^/J,>, + y-AX + y3^3'ft) i?) 
^=6 («i^iVi + «2y2>2 + «a^sVs + »jC/'iyiVi +/'2y2>2+/'3y3>3) 

+ S (yi^iVi + y2y2>2 4-y3y3>3) 

Diese Gleichungen sind von derselben Form^ als die Gleichungen 6) ; 
sie lassen sich mit diesen identisch machen durch passende Bestim- 
mung der 18 Grössen a, ß, y und der 3 Grossen ^; man hat dazu 
die 9 Gleichungen, welche die Gleichheit der Coefficienten in den 
Gleichungen 6) und 17) aussprechen und die 12 Relationen, welche 
zwischen den Grössen a^ ß, y bestehen. Hieraus folgt dann, dass^ 
wie behauptet wurde, eine jede durch die Gleichungen 6) dargestellte 
Veränderung des Körpers als zusammengeset2t aus einer Drehung 
und einer Ausdehnung, wie sie durch 14) dargestellt ist, angesehen 
werden kann. 

Wie die Grössen a, ß, y, ft berechnet werden können, lehrt die 
folgende Betrachtung. Nehmen wir an, dass zwischen |, i}, £ die 
Relation 

g' + i?' + 5^=l 18) 

besteht, d. h. betrachten wir materielle Punkte des Körpers, welche 
ursprünglich auf einer mit dem Radius 1 um den Anfangspunkt der 
Ooordinaten beschriebenen Kugel liegen; die Gleichungen 6) ei^eben 
dann, wenn man die Zeichen b in der bei 3) angegebenen Bedeutung 
gebraucht, zwischen i\ r[j ^ die Relation 

(*nr+*j,1?'+*3,0'+(*12r+*2,1j'+»32r)*+(*,3S'+*23'?'+*33r)*=l; 19) 

das ist die Gleichung einer Oberfläche zweiten Grades, und zwar 
eines Ellipsoids» da, wenn man 

==''«, n =^rß, g =ry 

setzt, sie bei allen Werthen von «', /3', / reelle," endliche Werthe 
von r giebt. Auf diesem EUipsoid liegen also die betrachteten Theil- 
chen nach der durch 4) dargestellten Veräncferung. Aus der Glei- 
chung 18) folgt nun wegen 15) 

x^'{-y^ + z^ = l 
und weiter bei Rücksicht auf 14) 

'• *9 '• * 

f^i* "*■ f*t« "*" f*s' 

Bei der Lage, welche die Achsen der x, y, z nach der Drehung 
haben, die wir als einen Theil der in Rede stehenden Veränderung 
betrachten, stellt diese Gleichung also dasselbe EUipsoid als die Glei- 
chung 19) dar. Suchen wir mit Hülfe der letzteren die Hauptachsen 
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desselben, so Iiaben wir in ihren halben Lungen die Werthe von. 
f*,, ftj, ^3, in den Cosinus der Winkel, die sie mit den Achsen der 
{, ij, f bilden, die Werthe der «', ß\ y . Nimmt man 

r + ij'^ + r = i 

aU; so findet man in ähnlicher Weise 

und y^\^'^ + y^^y^ + v^-^^^ = i 

als Gleichungen eines zweiten EUipsoids, falls die Achsen der x^ y, z 
die Lage haben, die sie vor jener Drehung besitzen Die Halbachsen 

desselben haben die Längen — , - , — , und die Cosinus der Winkel, 

f*l ^t ^8 

die sie mit den Achsen der |, ij, 5 bilden, lehren die Werthe der 
a, /J, y kennen. 

§4. 

Berechnen wollen wir die Drehung und die Grössen und Rich- 
tungen der Hauptdilatationen, welche den Gleichungen 6) entsprechen, 
nur in dem Falle, dass die ganze Veränderung unendlich klein ist. 
Es müssen die Hauptdilatationen ftj — 1 , ftj """ ^ > ^3 "" ' * ^^® ^^^ 
nun A|, ^2, A3 nennen wollen, dann unendlich klein sein und ebenso 

die Differenzen 

«'_a, /?- — /?, y'-~y, 
die wir durch 

d«, dß, dy 

bezeichnen wollen, für die Indices 1, 2, 3. Nach den Relationen, 
die zwischen den Grossen a, ß, y bestehen, werden daher die Glei- 
chungen 17) bei Vernachlässigung unendlich kleiner Grössen höherer 
Ordnung 

5' — 6=§(a,^ A, + a./A2-f «3^ A3 4-of, da, + a^ö a^-^ a\^d a,,) 

+S(«iyi^i + a2y2^2+«3y3^3+yt*«i+y2*«2+y3*«3) 

+ l{ß^y^K + ß^y^h + ß^Y^h + Y^»ß, + Y2f^ß2 + y^9ßz) ^ 

t — S=g(y,«,A,+y2a2^2+y3«3'^3+ai*yi+«2<Jy2+a3*y3) 
+niyxßxK+?2ß2h+Y^ß^h+ßx»Yx+ßi^r2+ß^^Y^) 

'\'l{Yx'^h + Y2^h + Y'i^h+Yx^Yx + Y2^Y2 + Y:i^Yd' 

Durch Variation der Relationen zwischen den Grössen pr, ß, y erhält 
man 6 Relationen zwischen den Grössen or, /S, y, da, d/5, dy, welche 
im § 2. der fünften Vorlesung nach Aufstellung der Gleichungen 10) 
angegeben sind. In Folge derselben giebt die Vergleichung der 
Gleichungen 20) mit den Gleichungen 6) 
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«33 — 1 =■ yi-^i + yi^^2 + Y's^h 21) 



"'' "^ "'' = Vi «1 ^1 + y2«2^2 + ya^a ^3 



2 

"ii + ''f 



=^ «i/Si^i + «2/52^2 + «a/'a^a • 



An dem angeführten Orte ist gezeigt, dass die Grössen 

ßi^yi+ß2^Y2+ßz^yz7 yi*ai+y2*«2+y3*«3; «i*/'i+«2*/^2+MAi; 

die dort mit jc', /, ^' bezeichnet wurden, die Componenten der 
Drehung nach den Achsen der ^^ tj, ^ sind. Durch Yergleichung 
der Gleichungen 20) und 6) findet mau daher als die Werthe dieser 
Componenten 



2 



9 



22) 



Die Werthe der Grossen ctj ß, y,A ergeben sich durch die folgende 
Betrachtung. Aus den Gleichungen 21) findet man leicht bei Rück- 
sicht auf die Relationen zwischen den a, ß, y 

(«„ - 1 - Aj «, + ^^^' ß, + ?^^' y. = 
^^4^«. + («22 - 1 - A,)/Ji + ^±^y, =0 23) 

-•^"^' «, + "4"'" ^1 + («33 - 1 - A.) y, = 0. 

Da nun a^, ß^, y^ nicht gleichzeitig verschwinden können ^ weil die 
Summe ihrer Quadrate =1 ist, so muss die Determinante dieser 
Gleichungen verschwinden; d, h. es muss A, eine Wurzel der cubi- 
schen Gleichung 



«11— i — ^; 


«18 + "21 

2 ' 




«18 + «31 

2 


''tl + fl'lt 

2 y "22 


-1-A, 




"a + «1« 
2 


«81 + «13 


«J«t + ««3 

2 ' 


«33 


1 A 



= 24) 



sein. Die Gleichungen 23) bleiben aber auch gültig, wenn man den 
Index 1 mit dem Index 2 oder 3 bei den Zeichen a^ ß, y, k ver- 
tauscht, woraus dann folgt, dass A,, Aj^ A3 die 3 Wurzeln der Glei- 
chung 24) sind. Hat man eine derselben für A| gewählt^ so bestimmen 
die Gleichungen 23) die Verhältnisse von a^^ ß^, y, ; man findet diese 
Grössen selbst bis auf das Vorzeichen einer^ welches willkührlich bleibt, 
durch Hinzuziehung der Gleichung 
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Auf ähnliche Weise ergeben sich die Werthe von «3; 1^2 > ^2 ^^^ 
*3> ft; ^3- Auch die Vorzeichen einer der Grossen aj, jSj, y^ und 
einer der Grossen a^j ß^y Yz können noch willkührlich gewählt werden. 
Wir merken an^ dass die räumliche Dilatation 

= f*l/*2/*3 - 1 = (1 + AJ (1 + A,) (l + A3) — 1 = A^ + A^ + A3, 

also nach den 3 ersten der Gleichungen 21) 

ist. 

§ 5. 

Wir kehren nun zurück zu der in § 1. entwickelten Vorstellung 
und der dort gebrauchten Bezeichnung. Aus den - gewonnenen Re- 
sultaten ist zu schliesseU; dass die Veränderung, welche irgend ein 
Theil des KörperS; dessen sämmtliche Dimensionen unendlich klein 
sind, bei seiner Bewegung in irgend einem Zeiträume erleidet, ange- 
sehen werden kann als zusammengesetzt aus einer Verschiebung, 
einer Drehung und einer Ausdehnung, wie sie durch die Gleichungen 14) 
charakterisirt ist. Die üomponenten der Verschiebung sind 

X — üy y — &, z — c\ 

der materielle Punkt, der bei der Drehung und der Ausdehnung keine 
Verrückung erßlhrt, ist derjenige, dessen ursprüngliche Coordinateu 
«, ft, c, dessen Coordinaten nach der Veränderung also a:, y, z sind. 
Die Componenten der Drehung, die Grössen und Richtungen der 
Uauptdilatationen , wie alle Dilatationen, die stattgefunden haben, 
findet man aus den dafür aufgestelltien Formeln, wenn man in ihnen 



^11 da' 


Öi2 — 


dos 

dö' 


dx 

*" de 


^21 da' 


^22 — 


dy 
db' 


^23 de 


^^^ ~ Ja ' 


«32 


dz 
db' 


^33 ^e 



26) 



setzt. 

Die Veränderung, welche der betrachtete Theil des Körpers in 
einem Zeitelement dt erleidet, ist unendlich klein; auf sie können 
daher die Formeln eine Anwendung finden, welche in § 4. entwickelt 
sind. Um diese Anwendung zu machen, nennen wir x, y, z, was 
wir bisher a, &, c nannten, und schreiben x -{^ dx, y -\- dy^ z -\- dz 
für x, y, z; zugleich setzen wir 

dx ===^ udt ^ dy = vdt, dz ==^ w.di , 

d. h. wir bezeichnen durch u, v, w die Componenten der Geschwin- 
digkeit, welche zur Zeit / im Punkte (x, y, z) stattfindet; die Glei- 
chungen 26) werden dann 



108 Zehnte Vorlesung. 

^21 =ä^^^ ^22— 1=||^^^ «23=^^^ 27) 

Den Aasdrücken 22) zufolge sind daher die Componenten der Drehung^- 
gesch windigkeit im Punkte x, y, z zur Zeit i 

. (die dv\ . {dn dw\ 4 {dv du\ no^ 

* V^ äz) ' ^\dz~ dx) ' ^\dx'^ dy) ' ^^ 

und nach 25) ist die räumliche Dilatation ; die in dem Zeitelemente 
dt hier vor sich geht, 



§6. 

Wir wollen nun eine Ueberlegung anstellen, die sich auf die 
Oberfläche des bewegten Körpers bezieht, und beweisen, dass (unter 
der Voraussetzung der Stetigkeit der Bewegung) diese immer von 
denselben materiellen Punkten gebildet wird. Denken wir uns einen 
materiellen Punkt, jP, der in einem Augenblick nicht in der Ober- 
fläche liegt, und betrachten einen Theil des Körpers, der in diesem 
Augenblick eine um P beschriebene, unendlich kleine Kugel ist. Nach 
unseren Betrachtungen ist dieser Theil in jedem andern Augenbhck 
ein Ellip^oid, dessen Mittelpunkt P ist. Daraus geht hervor, dass ein 
materieller Punkt, der einmal nicht in der Oberfläche liegt, nie in 
dieser sich befindet, und hierdurch ist jene Behauptung mit anderen 
Worten ausgesprochen. Um dieselbe analytisch auszudrücken, schrei- 
ben wir die Gleichung der Oberfläche zur Zeit / 

/'(^. y, ^, = 0. 30) 

und fassen einen materiellen Punkt ins Auge, der zur Zeit / in der 
Oberfläche liegt; derselbe liegt dann auch zur Zeit l -^ dt in ihr; 
d. h. wenn / = ist, so ist auch die Aenderung = 0, die f erfährt, 
wenn / um dt wächst und gleichzeitig x, y, z um udty vdt, ivät 
wachsen; es ist dann also 

Die Oberfläche eines Körpers besteht aus den Flächen, in denen 
er andere Körper berührt. Es sei 30) die Gleichung einer solchen 
Fläche und es seien w, , v,, w;, und u^y Vj, w^ die Componenten der 
Geschwindigkeit am Orte {x, y, z) in dem ersten und in dem zweiten 
Körper; die Gleichung 31) giebt dann 
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^^_^ ^j_« ^4.u; ^'-^ = 

dt ^^'^dx^ ^^ dy ^^^dz ^' 

Zieht man diese Gleichungen von einander ab,, bezeichnet durch n 
eine von den beiden Richtungen der Normale der Fläche im Punkte 
[x^ y, z) und benutzt; dass dann 

ist, 80 erhält man 

i/j cos {nx) + v^ cos {ny) -{- w^ cos {nz) 

= ^Mj cos (wo;) + Vj cos (wy) + w.^ cos («2) ; ' 

eine Gleichung, welche ausspricht , dass die Componente der Ge- 
schwindigkeit nach der Normale der Grenzfläche für beide Körper 
denselben Werth hat 

Wir können es als möglich annehmen, dass auch in einem Körper 
eine l^läche vorhanden ist, an der die Geschwindigkeit sprungweise 
sich ändert; wir haben dann die beiden Theile, in welche die Fläche 
(die, wenn sie ungeschlossen ist, in beliebiger Weise zu einer ge- 
schlossenen ergänzt werden kann) den Körper theilt, wie zwei Körper 
zu betrachten. Auch dann muss die Gleichung 32) gelten. 



Eilfte Vorlesung. 

(Druckkräfte. Abhängigkeit der Dmckcomponenten von der Richtung und 
dem Orte des Flächenelementes, auf welches de sich beziehn. Gleichheit des 
Druckes auf beiden Seiten der Berührungsfläche zweier Körper. Innere Kräfte. 
Werthe der Dmckcomponenten bei Flüssigkeiten und elastischen festen Körpern.) 

§ 1. 

Für die Einfachheit der Darstellung der Bewegungen der Körper 
ist es Ton Nutzen neben den Kraften^ welche wir bisher allein zu 
betrachten gehabt haben, und welche auf die Theile eines Korpers 
wirken ; andere einzuführen, welche auf die Theile seiner Oberfläche 
ausgeübt werden. Man nennt diese Drucke oder Druckkräfte, Der 
Druck, der auf ein Element der Oberflache eines Korpers wirkt, ist 
gleichartig mit der bewegenden Ejraft, welche auf einen materiellen 
Punkt ausgeübt wird; ihm kommt eine gewisse Grosse und eine ge- 
wisse Richtung zu; wir werden bei einem Drucke von seiner Com- 
ponente nach einer gewissen Richtung, seinem Drehungsmoment in 
Bezug auf eine gewisse Achse, seiner Arbeit für eine gewisse Yer- 
rückung seines Angriffspunktes in demselben Sinne sprechen, wie bei 
einer Kraft der Art, die wir bisher allein betrachtet haben. Mit der 
Grosse des Flächenelements, auf welches der Druck bezogen wird, 
ist derselbe proportional. 

Den so verallgemeinerten Begriff der Kraft werden wir eben so 
wenig vollständig zu definiren versuchen, als wir es früher mit dem 
specielleren gethan haben; wir wollen allein feststellen, was man 
über die Bewegung eines Körpers aussagt, wenn man die Kräfte an- 
giebt, die auf seine Theile, und die Druckkräfte, die auf die Theile 
seiner Oberfläche wirken. 

Für ein System materieller Punkte, die irgend wie so mit ein* 
ander verbunden sind, dass eine Verschiebung in jeder Richtung und 
eine Drehung um jede Achse, ohne Aenderung der relativen Lage 
möglich ist, gelten die in den §§ 3. und 5. der vierten Vorlesung 
entwickelten Sätze von der Bewegung des Schwerpunkts und Plächen- 
sätze. Einen Körper betrachten wir als ein solches System mate- 
rieller Punkte. Der Ausspruch, dass auf die Theile eines Körpers 
gewisse Kräfte, auf die Theile seiner Oberfläche gewisse Druckkräfte 
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wirken, soll gleichbedeutend mit den 6 Gleichungen sein, welche die 
Sätze von der Bewegung des Schwerpunkts und die Flächensätze aus- 
drücken, wenn man jene Kräfte und Druckkräfte als die einzigen 
wirkenden Kräfte in Rechnung bringt. 

Es sei dx ein Element des Volumens des Korpers, fi die Dich- 
tigkeit dieses Elements, 

liXdr, ^Vdr, fiZdt 

seien die Componenten der darauf wirkenden Kraft, ds ein Element 
der Oberfläche, n die nach dem Innern des Körpers gerichtete Nor- 
male desselben, 

Ä„ds, Vnds, Zjtds 

die Componenten des darauf wirkenden Druckes, a:, y, z die Coor- 

dinaten eines Punktes von dx oder von ds und endlich '-^, - ~, - -, 

die Componenten der Beschleunigung dieses Punktes. Nach der eben 
gegebenen Definition und nach den Gleichungen 3) und 9) der vierten 
Vorlesung ist dann 

/ P' -fi^ dr = j ^Xdx + / ^„^.v 
j\~}^dx==j\YdT +Jynds . 1) 



und 



/V J;; dt =J tLZdt +Jznds 



j'(i (z J? — « S) ''^ = /*'* (^^-^^) dx-^-fizX^ -xZ,) ds 2) 

§ 2. 

Ein jeder Theil eines Körpers ist selbst ein Körper, auf den die 
Gleichungen 1) und 2) angewandt werden können. Daraus folgt, dass 
die Zeichen JT,,, F», Zn auch für jedes Flächenelement im Innern 
eines Körpers eine Bedeutung haben müssen. Ihre Werthe werden 
von dem Orte des Flächenelementes und von der Richtung seiner 
Normale n abhängig sein. Die Abhängigkeit von der letzteren finden 
wir, wenn wir die Gleichungen 1) für einen Theil des Körpers bilden, 
dessen sämmtliche Dimensionen unendlich klein sind. Gesetzt, diese 
seien unendlich klein von der ersten Ordnung ; dann sind die Integrale 

^\^%är und jiiXdr, 
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die Endlichkeit der Enifte, wie der Beschleunigungen vorausgesetzt^ 
unendlich klein von der dritten Ordnung; das Integral 



/ 



XndS 



würde aber von der zweiten Ordnung unendlich klein sein^ wenn 
nicht bei alleiniger Rücksicht auf die Glieder niedrigster Ordnung 



/ 



Ä,ds = 3) 



wäre. Es muss daher die Gleichung 3) bestehn. Wir wollen die- 
selbe auf ein unendlich kleines Tetraeder anwenden^ bei welchem die 
nach Innen gerichteten Normalen dreier Seitenflächen den Coor- 
dinatenachsen parallel sind. Das Zeichen JC^ soll für die 4te Seiten- 
fläche beibehalten, die entsprechenden Grössen für die anderen aber 
Ä,^f Äy, Xz genannt werden. Ist $ die Grösse der 4ten Seitenfläche, 
so sind die Grössen der 3 andern 

— s cos (nx), — 5 cos (ny) , — s cos (n z) ; 

die Gleichung 3) wird daher bei Fortlassung des Factors s 

Xn = Xje cos {nx) + Xy cos (ny) + Xz cos (nz) . 4) 

In Folge dieser Relation wird die Gleichung 3) für jeden Theil des 
Körpers^ dessen sämmtliche Dimensionen unendlich klein sind, er- 
füllt, da 

1 ds cos {nx) = , i ds cos (ny) = , j ds cos {nz) = 5) 

ist. Diese Gleichungen ergeben. sich leicht aus dem folgenden Satze, 
von dem wir mehrmals Anwendungen zu machen haben werden: 

Ist V eine eindeutige^ stetig^ Function der Coofdinaten x, y, z 
eines Punktes eines begrenzten Raumes, dx ein Element dieses Raumes, 
ds ein Element seiner Oberfläche und n die nach dem Innern des 
Raumes gerichtete Normale von ^^, so ist 

1 ^ rfr = — / F cos {nx) ds 

/ ly- ^^ = — r ^ ^^^ ('^y) ^^ 6) 

/ - e/t = _ I y cos (nz) ds . 

Die Richtigkeit dieser Gleichungen sieht man ein^ wenn man in ihren 
linken Theilen dxdydz für dt setzt und die Integration nach 
X, y oder z ausführt. Man braucht in ihnen nur F =» 1 zu setzen, 
um die Gleichungen 5) zu erhalten. 

Der Gleichung 4) kann man zwei ähnliche, auf demselben W^e 
abzuleitende, hinzufügen; so dass man hat 
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Xn = Xx COS {nx) + Xy cos {ny) + -rif^^ cos {nz) 

y„ := y)^ cos (na;) + Fy cos (wy) + T« cos (nz) . 7) 

Zn = Zx COS (wa?) + Zy cos {ny) + Z, cos {nz). 

Die 9 Grössen Xxy Xy , .y die hier auftreten, sind Functionen von 
Xy y, z, die wir als im Allgemeinen euiwerthig und stetig annehmen ; 
nur in einzelnen Flächen, in den Berührungsflächen verschiedener 
Körper, sollen sprungweise Aenderungen derselben eintreten können. 
Fär irgend einen llieil eines Körpers ist dann nach den Gleichungen 
4) und 6) 

und daher wegen d^ ersten der Gleichungen 1) 



/ 



[^tE-^x + '>{: + '^ + »l:y,-o. 



Da diese Gleichung für jeden Theil des Körpers gelten soll, so muss 
der Factor von dx unter dem Integralzeichen verschwinden. Zu der 
Gleichung, die so erhalten ist, lassen sich wiederum zwei ähnliche 
hinzufügen, so dass wir erhalten 

rf*a: y d Xx d Xy d Xz 

^ li^ — ^^ ~ J^ ~ Ty"~ dz 

^ dt^~^^ Tx dy dl 8) 

d»« y dZx dZy dZz 

Setzt man die hierdurch gegebenen Werthe von ft ^? und /* -— ^ in 
die erste der Gleichungen 2), benutzt, dass in Folge von 6) 

— i z -r. -' dz = i zYx cos (fix) ds 

— / ^ T^ e/r = j ^^y cos (wy) ds 

— /% ^f' dz = jz y, cos (nz) ds + /'n dz 

— I y -T^ dz = f yZx cos (nx) ds 

— jy j^ äz = CyZy cos (ny) ds + j Zy dz 

— I y ^ dt = I yZg cos (nz) ds 

ist, und berücksichtigt die beiden letzten der Gleichungen 7), so er- 
hält man 

'"(n —Zy)dz = 0. 

Kirchhof f, Mechanik. 8 
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Hieraus folgt 

Vx ^= Zy , 

Dieser Gleichung lassen sich zwei ähnliche hinzufügen ; so dass 
man hat 

Yx = Zy y Zx = ^z ; -^y = *x • ") 

§ 3. 

Der Druck, den ein Flächenelement erfährt, ist im Allgemeinen 
schief gegen dieses gerichtet; doch giebt es für jeden Ort drei auf 
einander Senkrechte Flächenelemente; die senkrechte *Dr\xcke erleiden. 
Zu diesem Resultate führt die folgende Betrachtung. 

Es sei n die Normale eines Flächenelementes, auf welches ein 
senkrechter Druck wirkt , und p die Grösse dieses Druckes; dann ist 

J[^ = p cos (nx), Yn'= p cos (ny), Z„ = p cos (nz); 

also nach 7) 

{Äx — p) cos (nx) + Äy cos (nt/) + ^z cos {nz) = 
Va: COS (wx) + {Vy — p) COS (wy) + Vz cos (nz) = 10) 
Zx cos (na;) + Zy cos (ny) + {Zg — p) cos {nz) = 0. 

Diese Gleichungen in Verbindung mit 

cos^ {nx) -j- cos^ (ny) + cos^ (nz) = 1 

bestimmen die 4 Unbekannten p, cos (nx), cos (ny), cos(nr). Sie 
sind wegen der Relationen 9) dieselben als diejenigen, auf welche 
man geführt wird, wenn man Länge und Richtung einer Halbachse 
der Fläche zweiten Grades suchte deren Gleichung 

^A'' + yyv^ + ZxV + '2yxni + 2z,gg + 2Äyin = i ii) 

ist, wenn £, i^, (; die Coordinaten eines Punktes bedeuten. Bezeichnet 
man nämlich durch q die Länge des radius vector, der mit den Goor- 
dinatenachsen Winkel bildet, deren Cosinus a, ß, y sind, so dass 

ist, so wird die Gleichung 11) 

^\ = Äxa^ + Vyß^ + Z,y2 + 2 F^ßy + 2Z,ya + 2JCyitß. 12) 

Man findet die Halbachsen der Fläche, indem man die Mazima und 
Minima des Ausdrucks von -^ unter der Bedingung 

«2 + ß2 ^ y2 _ l „ 

sucht. Hierzu dienen die Gleichungen 

{Äx -X)a^Äyß + Xxy = 

^:r«+ (J'y- A)/J+ ny = 13) 

ZxtL + Zyß -{- (Z, - ^) y = 0, 
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die für l die cubische Gleichung 

ix, Y,j-k, Y, =0 

ergeben. Die S Wurzeln derselben entsprechen den 3 Halbachsen 
und sind den reciproken Quadraten dieser gleich^ wie man sieht, 
wenn ma>n die Gleichungen 13) mit Uy ß, y multiplicirt, addirt und 
das Resultat mit 12) vergleicht. Die Gleichungen 10) werden aber 
identisch mit den Gleichungen 13), wenn man 

p =^ k, cos (nx) = a, cos (ny) = ß, cos {nz) = y 

setzt. Daraus folgt, dass die Hauptachsen der Fläche 11) die Nor- 
malen von Flächenelementen sind, die senkrechte Drucke erleiden. 
Die Grössen dieser Drucke sind den reciproken Quadraten der Halb- 
achsen dieser Fläche gleich. Man nennt sie die Hauptdruc/ce; ihre 
Richtungen die Hauptdruckachsen. 

Bezeichnet man die Hauptdrucke durch p^ , p.^ , p-^ und die Cosinus 
der Winkel, welche die Hauptdruckachsen mit den Coordinatenachsen 
bilden, durch a, ß, y mit den Indices 1, 2, 3, so ist, wie aus den 
Gleichungen 13) in Verkindung mit den Relationen folgt, welche aus- 
sprechen, dass die Hauptachsen einer Fläche zweiten Grades senkrecht 
auf einander stehen, 

Ax = Pi a,^ + PiC^y + /^a«»* 

^« =Piyi'^ + P2y2^ + ft/a' 

y, = Zy = p,/3, y, + Piß'iri + Ptißsr-.i 

Zx = A', = p^y,«, -f P2y2«2 + Ihy-^^i 
X,j = i'^ = Pi«,/Ji + /?2«2/5;' + P^^^ß'i^ 



14) 



§4. 

An der Berührungsfläche zweier Körper können die Druckcom- 
ponenten X^^ Xy . . Sprünge erleiden; bedeutet n eine Normale der 
Berührungsfläche, so sind aber Xi, i^p ^« stetig, vorausgesetzt, dass 
auf die Theile der Körper an der Berührungsfläche nicht unendlich 
grosse Kräfte wirken. Um diese Behauptung zu beweisen, betrachten 
wir einen beliebigen, endlichen Theil der Berührungsfläche, denken 
uns in allen Punkten dieses die Normalen nach beiden Seiten hin 
gezogen und auf ihnen Strecken von der unendlich kleinen Länge b 
abgetragen. Auf den Baum, den diese Strecken erfüllen, wenden wir 
die Gleichungen 1) an. Die hier vorkommenden, nach dx zu neh- 
menden Int^ale sind unendlich klein von der Ordnung von b\ die 
nach d$ zu nehmenden Integrale müssen von derselben Ordnung un- 

8* 
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endlich klein sein; hierzu ist erforderlich^ dass die Werthe von 
Xn, y„, Zn auf beiden Seiten der Berührungsfläche keine endlichen 
Unterschiede haben. Bei diesem Schlüsse ist zu beachten^ dass, 
während in den Gleichungen 1) unter n die nach dem Innern des 
betrachteten Raumes gerichtete Normale von ds verstanden wurde, 
wir hier n als eine der beiden Normalen eines Eleöientes der Be- 
rührungsfläche definirt haben; die Folge davon ist, dass n auf der 
einen Seite der Berührungsfläche hier und dort dieselbe Bedeutung 
hat; auf der andern aber entgegengesetzte Richtungen bezeichnet 

§5. 

Als wir in der zweiten Vorlesung die Lagrange'schen Differential- 
gleichungen der Bewegung für ein System discreter materieller Punkte 
aufgestellt hatten , leiteten wir in der dritten aus diesen das d'Alem- 
bert'sche Princip und hieraus das Hamilton'sche ab. Mit den Diffe- 
rentialgleichungen; die wir nun für die Bewegung eines Korpers an- 
gegeben haben ; wollen wir Operationen vornehmen, welche denen 
entsprechen, die uns dort zu dem Hamilton'schen Principe geführt 
haben. Wir bezeichnen, wie bisher, durch x, y, z die Coordinaten 
eines gewissen materiellen Punktes des Körpers zur Zeit t und nennen 
dxf dy, dz die Componenten einer unendlich kleinen, virtuellen 
Verrückung dieses Punktes. Virtuelle Verrückungen sind hier ganz 
beliebige, die nur stetig mit dem Orte sich ändern müssen. Wir 
multipliciren die Gleichungen 8) mit d.r, dt/, dz, addiren sie, multi- 
pliciren dann mit dem Element des Raumes, den der Körper zur 
Zeit t einnimmt, dt, und integriren über diesen Raum. Wir be- 
ziehen dabei dt auf einen gewiss^ Complex von materiellen Punkten, 
dessen Masse wir dm nennen, so dass 

fidt = dm 15) 

ist. Wir benutzen, dass 

dx dsc * dx ^ 

und transformiren in entsprechender Weise die 8 ähnlichen Glieder. 
Es tritt dann bei Benutzung der Gleichungen 6) und 7) die Summe 

Cdm {Xdx + Yöy + Z6z) -f C ds {X^Sx + Fndy + Z„dz) 16) 

auf, wo ds ein Element der Oberfläche des Körpers bedeutet; diese 
Summe ist die Arbeit, welche die KnLfte und Druckkräfte, die auf die 
Theile und die Oberfläche des Körpers wirken, bei der gedachten 
Verrückung leisten; wir bezeichnen sie durch [/. Man erhält dann 
bei Rücksicht auf die Gleichungen 9) 



wenn 
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=/-! 



^' ~d^ ^ '^ y ~d7 '^ " ~^ 18) 

+ ^^ fl^ + 1) + ^' (t + -*f ) + '^V (t + '^) 1 

gesetzt wird. 

Die Gleichung 17) spricht das d'Alembert'sche Princip für un- 
seren Körper aus. Für den Fall des Gleichgewichts giebt sie die 

Bedingung 

0=ir+F\ 19) 

die das Princip der virtuellen Verrückungen ausdrückt. 

Bei dieser Rechnung ist die Voraussetzung wesentlich, dass in 
dem betrachteten Korper die Druckcomponenten X^j Xy, . . und die 
Verrückungen dx^ dy, dz sich überall stetig mit dem Orte ändern, 
weil ohne dieselbe die Anwendung der Gleichungen 6) nicht gerecht- 
fertigt ist. Denken wir uns nun ein System von Körpern, von denen 
für jeden einzelnen diese Voraussetzung erfüllt ist; an der Berüh- 
rungsfläche je zweier sollen aber jene Druckcomponenten und Ver- 
rückungen Sprünge erfahren können, wie sie in § 4. dieser Vorlesung 
und in § 6. der vorigen betrachtet sind. Das Eigenthümliche dieser 
Sprünge ist, dass X^y Vnj ^», wenn n für jeden der beiden Körper 
die nach seinem Innern gerichtete Normale bedeutet, für beide ent- 
gegengesetzte Wertho haben, und dass die Componenten der Ver- 
rückungen {6Xf dy, dz) nach der einen Normale einander gleich 
sind. Wir denken uns die Gleichung 17), nachdem für U' und /" 
aus 16) und 18) ihre Werthe substituirt sind, für jeden der Körper 
gebildet und dann von ihr die Summe in Bezug auf alle Körper ge- 
nommen. Die Summe entsprechender Integrale, unter deren Zeichen 
dm oder dz vorkommt, lässt sich darstellen als ein Integral, das über 
die Masse oder das Volumen des ganzen Sysiemes auszudehnen ist. 
Die Summe der Integrale, unter deren Zeichen ds steht, setzt sich 
zusammen aus einem Integral (von derselben Form), welches über 
die Oberfläche des ganzen Systemes auszudehnen ist, und Integralen, 
welche sich auf die Berührungsflächen je zweier Körper beziehen. 
Jedes Element ds einer solchen kommt in dem entsprechenden Inte- 
grale zweimal vor, da es zur Oberfläche zweier Körper gehört. Be- 
trachtet man nur solche Verrückungen dx, dy, 8z, die auch in den 
Berührungsflächen der Körper keine Sprünge erleiden, so hat der 

Factor von ds 

X,Sx+ Ynöy + Zjz 20) 

diese beiden Male entgegengesetzte Werthe ; es verschwinden in Folge 
davon die auf die Berührungsflächen bezüglichen Integrale, und es 
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gilfc dio Gleichung 17), mithin auch die Gleichung 10) bei den in 
1()) und 18") angegebenen Werthen von U' und F' auch für ein 
System von Körpern, an deren Berührungsflächen die Druckcompo- 
ueuten Sprünge erleiden. Das findet im Allgemeinen nicht statt für 
Verrüi'kungeu, deren Stetigkeit in diesen Flächen unterbrochen ist; 
es findet aber auch für diese in einem Falle statt, den wir ausführ- 
lich wonlen zu erörtern haben, in dem Falle nämlich^ dass der Druck, 
tlosseu rompouenten X„, Yny Z^ sind, immer ein senkrechter ist. 
In diesem Falle hat nämlich der Ausdruck 20) in den beiden Be- 
deutungen, in denen er auftritt, auch entgegengesetzte Werthe, da 
er gleich ist dem Product aus der Grösse der Resultante der Druck- 
romponentcn X^ V», Zn in die Componente der Verrückung (dx, dy, dz) 
imcli <ler einen oder andern der beiden Normalen von ds, und diese 
('OUiponenten entgegengesetzte Werthe haben müssen. 

Multipliciren wir die Gleichung 17) mit di und integriren sie 
(Ibur einen beliebigen Zeitraum, so erhalten wir durch Schlüsse und 
liui einer Bezeichnungsweise, wie wir sie bei der Betrachtung eines 
Hystcmes von discreten materiellen Punkten benutzt haben, 

[Jrf,« (g «Jx + gtfy+;;^ dz)] =y'rf/ (AT- +(/' + /-), 21) 
WO 7' die lebendige Kraft bezeichnet, d. h. wo 

ist. 

Setzen wir über die Variationen dx, dy, dz noch voraus, dass 
sie alle für / = tQ und / = /i verschwinden, so wird die Gleichung 21) 

= j^dt {dT+ U' + F') . 22) 

Hierdurch ist das Hamilton'sche Princip für die jetzt betrachteten 
Fälle ausgesprochen. 

Wir sehen, dass, wenn man das d'Alembert'sche Princip, das 
Princip der virtuellen Verrückungen oder das Hamilton'sche Princip 
auf Körper anwenden will, deren Theile relative Verschiebungen er- 
fahren, man zu der Arbeit U' der Kräfte X, F, Z und der Druck- 
kräfte, welche auf die Oberfläche wirken, die durch die Gleichung 18» 
deflnirte Grösse F' hinzufügen muss. Es kann diese auch als die 
Arbeit gewisser Kräfte für die gedachte Verrückung angesehen wer- 
den; man nennt bisweilen diese Kräfte innere, und im Gegensatze 
dazu die Kräfte, deren Arbeit durch U' bezeichnet ist, äussere. 
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§6. 

Die Erfahrung hat gelehrt^ dass man, um zu einer einfachen 
Beschreibung der Bewegung der Körper zu gelangen, annehmen darf, 
(lass die Dniekeomponenten Zxy ^y, • . für jeden unendlich kleinen 
Theil eines Körpers nur abhängig sind von dem Zustande und der 
Zostandsänderung dieses Theiles. Die Ausdrücke, die man für die 
Dniekeomponenten aufstellen darf, sind verschieden für die verschie- 
denen Klassen der Körper. Fassen wir zuerst die Flüssigkeiten ins 
Auge. Wenn man absieht von den Erscheinungen, welche man als 
eine Folge der Reibung bezeichnet, so kann man hier setzen 

J^ z '^^^ ^x ^^ -^y *^ '-' 

Den gemeinsamen Werth von ^^, Fy, Z, bezeichnen wir durch p 
und nennen ihn schlechthin den Druck in dem betrachteten Punkte 
zur Zeit i. Die Gleichungen 7) zeigen, dass ein Flächenelement von 
beliebiger Richtung .denselben senkrechten Druck p erleidet. Dieser 
Fall ist derjenige, auf welchen bei der Discussion des Ausdrucks 20) 
hingewiesen wurde. Die Gleichungen 8) werden 

rf*z „ dp 

Diesen 3 Gleichungen zwischen den 5 Unbekannten x, y, z, fi, p ist 
als vierte eine Relation zwischen dem Drucke p und der Dichtig- 
keit fi, die durch die Natur der Flüssigkeit bedingt ist, hinzuzufügen 
und als fünfte eine, die die folgende Betrachtung ergiebt. Ist dx 
das Volumen eines gewissen Gomplexes von materiellen Punkten zur 
Zeit /, so ist ^Ldr die Masse dieses Complexes (wie schon in 15) aus- 
gesprochen ist), also unabhängig von der Zeit. Bezeichnet man die 
Aenderungen, die f* und dz in dem Zeitelement dt erfahren, durch 
ein vorgesetztes d^ so ist hiemach 

diL I ddt /\ 
fi ' dt 

Das zweite (jlied auf der linken Seite dieser Gleichung ist aber die 
räumliche Dilatation, die in der Zeit dt vor sich geht, also nach 29) 

der vorigen Vorlesung 

(du , dv , cw\ ,. 
äS + ää^ + äTJ'^'' 

wenn u, v, w die Componenten der Geschwindigkeit zur Zeit / im 
Punkte Xt y, z bedeuten^ d. h. 
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dx dy dz 



dfi 
dt 



ist. Daraus folgt 

+ '*(ä^ + ä^ + äv) = o. 24) 

Für die durch 18) bestiuimte Grösse /'' erhält man 

Durch eine Betrachtung; die derjenigen ganz ähnlich ist, durch die 
wir die Gleichung 24) abgeleitet haben, findet man aber 

9^ , dSx , d^y I dSz ^ 

> "^ dx ■»" dy "r""az ~^' 

man hat daher auch 

F' Jävp'-f Jämp'^. 

Denkt man sich mit Hülfe der zwischen p und ft bestehenden Relation 

gebildet; wobei der unteren Grenze des Integrals irgend ein fester 
Werth gegeben sein möge, so hat man 

mithin 

/■' = — « ff dm. 



'—'J 



Da F* die Arbeit der inneren Kräfte bedeutet , so ist hieraus zu 
schliessen, dass für unsere Flüssigkeit die inneren Kräfte ein Potential 
haben, das 

= - fr dm 

ist 

In vielen Fällen sind die Aenderungen der Dichtigkeit so unbe- 
deutend, dass man sie vernachlässigen, die Flüssigkeit als mcompres- 
sihel betrachten darf. In den Gleichungen 23) ist dann ft eine Con- 
stante und die Gleichung 24) wird 

H + l + aT-o. 26) 

Nach dem in 25) für F' gegebenen Ausdrucke ist F' «» 0, wenn 

dSx , d9y ■ dd^ -—0 
Öa? ' öy ' dz 

ist, d. h. wenn die Variation der Dichtigkeit <=== ist. Versteht man 
unter virtuellen Verrückungen bei einer incompressibeln Flüssigkeit 
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nur solche, die die Dichtigkeit nicht ändern, so ist also für eine in- 
compressible Flüssigkeit für alle virtuellen Verrückungen F' «=> 0, und 
es gilt das d'Alemberfsche Princip, das Princip der virtaeUen Ver- 
rückungen und das Hamilton'sche Princip in derselben Form, wie 
fSr ein System discreter materieller Punkte. 

§ 7- 

Wir betrachten nun einen elastischen festen Körper, indessen 
allein unter der Voraussetzung, dass alle Punkte desselben nur un^ 
endlich kleine Verrückungen aus Lagen erhalten, bei denen die 
sammtlichen Druckcomponenten gleich Null sind. Wir wollen zu- 
nächst femer voraussetzen, dass der Körper, wie man sagt, sich nach 
verschiedenen Richtungen gleich verhält, oder isotrop ist. Für einen 
solchen Körper nimmt man an, dass die Hauptdrucke dieselben Rich- 
tungen haben, als die Hauptdilatationen,* und lineare, homogene 
Functionen dieser sind. Wir bezeichnen die Hauptdrucke durch 
P\y Pif P3' ^i® entsprechenden Eauptdilationen durch A,, Aj, Aj 

und setzen 

p, = -^2K (A, + ö (A, + A^ + A3)) 

p, = ^2K {k, + ö (Aj + Ao + A3)) 27) 

/?3 = --2ä'(A3 + ö(Ai + A, + A,1), 

indem wir unter K und ö zwei von der Natur des Körpers abhängige 
Constanten verstehen. Diese Gleichungen sind so gebildet, dass sie 
in einander übergehn, wenn man die Indices 1, 2, 3 irgend wie mit 
einander vertauscht. Sind «j, ^,, ^j, a^, ß^, y^, «3, /53, y^ die Cosi- 
nus der Winkel, welche die Richtungen der Hauptdrucke und Haupt- 
dilatationen mit den Coordinatenachsen bilden, so gelten die Glei- 
chungen 14) und es gelten auch die Gleichungen 21) der vorigen 
Vorlesung, wenn man hier für a^^, a^^y . • gewisse Werthe setzt. 
Diese Werthe sind mit Hülfe der Gleichungen 26) der vorigen Vor- 
lesung zu bilden. Die dort gebrauchten Bezeichnungen wollen wir 
ändern; es sollen x, y, z die Coordinaten eines materiellen Punktes 
des Körpers bei dem, von uns vorausgesetzten. Zustande desselben 
sein , bei dem die sämmtlichen Druckcomponenten gleich Null sind, 
^ + S; y + *?; ^ "l" S die Coordinaten desselben materiellen Punktes 
zur Zeit /, also g, iy, g die, als unendlich klein angenommenen. Ver- 
rückungen des Punktes zur Zeit /. Die genannten Gleichungen er- 
geben dann: 

^31 — ^y ^32 = ay ' 33 ^ — dz ' 
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Verbindet mau die Gleichungen, in welche hierdurch die Gleichun-' 
gen 21) der vorigen Vorlesung Qbergehn, mit den Gleichungen 14) 
und 27) der jetzigen, so ergiebt sich 

^»'-»-^«(a + KlI + ^J + lf)) 

^v^-^A-^^ + n^i + ff + lf)) 



Z = — 2A' /'^^ 4- 9 f^ 4- ^'' 4- "?">^ 



y.. = 






28) 



Wie aus der Ableitung dieser Gleichungen hervorgeht, gelten sie un- 
geändert für jedes Coordinaten System. 

Die Gleichungen 8) werden bei der veränderten Bezeichnung 

^J Y dXx qXy rXz 

^ <//* " ex oy dz ^ 

d^t ry (Zx (Zy dZz 

^ dt^ ^ ex ry cz 

Hätten wir die Annahme nicht gemacht, dass §, i^, i unendlich klein 
seien, (die erfordert, dass auch Ä^ Y, Z es sind), so hätte man auf 
den rechten Seiten dieser Gleichungen überall für x, y, z gesetzt zu 
denken a; -f- 5; y + ^^ ^ + S? die erwähnte Annahme macht das un- 
nöthig; sie berechtigt auch dazu, ^l in diesen Gleichungen als con- 
stant zu betrachten. 

Berechnen wir noch die durch die Gleichung 18) definirte Grösse T. 
Setzen wir der Kürze wegen 

aVT" dy 



• 


^= 


dl 

GX ' 


Vy 




dy ' 


2: 





8t 

cz ' 






^x — .r. — ^^ -t- ^ 

_ _H i^ 
^y — y^—^y-^ ex ' 

so wird diese Gleichung 

J^' ^ Jdx\^X^8x^ + VySy,,+ Z,öz,^ + Y,8y, + Z^dz,+ Xydxy\ . 
Macht man 
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oder; was dasselbe ist, 

/•= - Ä- (A,2 + x^2 + x,^ + 9 a, + ^3 + ;./) , 



SO findet man 





^' " ~dx, ' 


y dr 




^* 'öyy ' 


^' dz. 


Hieraus foljrt 


7 8f 


^'^ dxy 



31). 



r = /'rfr bf 



oder, da bei Vernachlässigung unendlich kleiner Grössen höherer 
Ordnung dx als unveränderlich anzusehen ist 

/-' = * C fdx. 

Es folgt daraus, dass auch hier die inneren Kräfte ein Potential 
haben, nämlich das Potential f /'dr. 

Dasselbe gilt auch für Körper, welche nicht isotrop sind, z. B. 
für die Krystalle, die einem andern, als dem regulären Systeme an- 
gehören; auch für solche bestehen die Gleichungen 31), in denen f 
eine homogene Function zweiten Grades der 6 Argumente a:.r, ^y, z., 
Vz, Zjr, Xy bezeichnet, die aber eine andere Form, als der in 30) an- 
gegebene Ausdruck besitzt. 



§ 8. 

Wir kehren nun noch einmal zur Betrachtung einer Flüssigkeit 
zurück und stellen die Ausdrücke der Druckcomponenten Xx, Xy, . . 
für den Fall auf, dass die Reibung der Flüssigkeit berücksichtigt wer- 
den soll. Bezeichnen wir durch w, v, iv die Componenten der Ge- 
schwindigkeit im Punkte (o:, y, z) zur Zeit t, so hängen nach den 
in der vorigen Vorlesung gemachten Auseinandersetzungen die rela- 
tiven Bewegungen innerhalb eines unendlich kleinen Theiles der 
Flüssigkeit zur Zeit t von den 6 Grössen 

du dv_ dw ^ I ^ Cn^ tCu cu , dv 

dx^ Jfj' dz ' äl "* äy ' Fi'^ dz' cy'^ dx ^^^) 

ab; es findet hier keine relative Bewegung, sondern nur eine Ver- 
schiebung und eine Drehung des Theiles statt, wenn diese verschwin- 
den. Wir nehmen an, dass dann auch keine Reibung vorhanden ist, 
dass dann also die Grössen 

^x — P) i'y —P, ^: — Ih ^=» ^*7 -*y 33) 
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bei passender Bestimmung von p verschwinden , die Grössen, von 
denen wir im § 6. bei Vernachlässigung der Reibung angenommen 
haben, dasa sie immer = sind. Wir nehmen weiter an, dass die 
Grössen 33) lineare Functionen der Grössen 32) sind; und setzen 

WO k eine Coustante der Flüssigkeit bedeutet. Diese Gleichungen 
haben; wie die ähnlich gebildeten Gleichungen 28) die Eigenschaft^ 
unverändert zu gelten, wenn das Coordinatensystem beliebig ver- 
legt wird. 

Die 3 Gleichungen; die man erhält; wenn man diese Werihe der 
Druckcomponenten in 8) substituirt; enthalten; wenn die Flüssigkeit 
als incompressibel anzusehn ist; (und auf die Betrachtung dieses Falles 
beschränken wir uns) 4 unbekannte Functionen, nämlich x, y, z, p, 
da u, V, tv die Differentialquotienten von x, y, z nach / sind. Ihnen 
hinzuzufügen ist die Bedingung der Incompressibilität 

j!f + |ii + |!f! = 0. 
ox ^ cy ' cz 

Die Ausdrücke, die wir in den 3 letzten Paragraphen für die Druck- 
componenten aufgestellt haben; sind anzusehn als willkührliche An- 
nahmen. Sie konnten gemacht werden, weil bei irgend welcher An- 
nahme über die Druckcomponenten eine jede Bewegung eines Körpers 
durch die Gleichungen 8) dargestellt wird; falls die Kräfte Xy F, Z 
passend gewählt werden. Die gemachten Annahmen zeichnen sich 
dadurch auS; dass bei ihnen die wirklichen Bewegungen der Körper, 
wenn auch nicht genau ; so doch mit einem hohen Grade der An- 
näherung, durch sehr einfache Werthe dieser Kräfte sich ergeben. 

Der Gegenstand der folgenden Vorlesungen wird es sein; die auf- 
gestellten Gleichungen unter den einfachsten Annahmen über die 
genannten Kräfte zu verfolgen ; wir werden dadurch zu Erscheinungen 
kommen; welche mit der Wirklichkeit in naher Uebereinstimmung sind. 



Zwölfte Vorlesung. 

(Hydrostatik. Gleichgewicht einer Flüssigkeit ist nur bei Kräften möglich, 
die ein einwerthiges Potential haben. Die freie Oberfläche ist eine Fläche 
gleichen Potentials. Schwere Flüssigkeit. Schwere rotirende Flüssigkeit. Ro- 
tirende Flüssigkeit, deren Theile von einem Punkte oder yon einander nach 
dem Newton'schen Gesetze angezogen werden. Abplattung der Erde. Druck- 
kräflie, welche eine Flüssigkeit auf ein Gefäss, in dem sie enthalten ist, oder 
auf einen eingetauchten Körper ausübt. Archimedisches Princip.) 

§1. 

Wir gehen jetzt näher auf die Mechanik der Flüssigkeiten ein, 
zunächst auf die Hydrostatik, d. i. die Lehre vom Gleichgewichte der 
Flüssigkeiten. Für das Gleichgewicht einer Flüssigkeit erhält man 
aus den Gleichungen 23) der vorigen Vorlesung, die sich auf die 
Bewegung einer solchen beziehn^ 

X = 

y= ^- Y- 1) 

IL /ItJ / 



l 


^ 


f* 


dx 


1 


dp 

dy 


1 


dp 

dz ' 



wo p den Druck, fi die Dichtigkeit, X, V, Z die Componenten der 
auf die Masseneinheit bezogenen Kraft im Punkte (x, y, z) bedeuten ; 
hierzu ist eine Relation zwischen p und fi zu fügen, die die eine 
dieser Grössen als Function der anderen auszudrücken erlaubt. Denkt 
man sich in den Gleichungen 1) fi als Function von p ausgedrückt, 
so stellen dieselben X, V, Z als die partiellen Differentialquotienten 
nach X, y, z einer Function dar; in der That geben sie 

Y du T/ öfj y du 



wenn 

dp 



"=/ 



2) 



gesetzt wird. Hierdurch ist ausgesprochen, dass die Kräfte JT, F, Z 
ein Potetuiai haben; nur unter der Bedingung, dass das der Fall ist, 
ist ein Gleichgewicht möglich. Es ist hierzu ferner erforderlich, dass 
das Potential U eine einwerthige Function der Coordinaten x, y^z 

Kirohhoff, Mechanik. 9 
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innerhalb des von der Flüssigkeit erfüllten Baumes ist; denn die 
Gleichung 2), in der fi eine einwerthige Function von p bedeutet, 
stellt auch U als eine einwerthige Function von p dar^ und p hat in 
jedem Punkte des genannten Baumes einen Werth. Ist U gegeben, 
so lehrt* die Gleichung 2) den Druck als Function von U kennen, 
indessen nur bis auf eine Constante, die unbekannt bleibt. In jeder 
Fläche gleichen Potentials ist hiemach der Druck derselbe. Ist die 
Flüssigkeit als incompressibel zu betrachten^ also ft als constant, so 
giebt die Gleichung 2) 

P=Po + l^^, 

wo Pq die unbekannte üonstante bedeutet. Bei einem Gase ist 
näherungsweise, dem Mariotte'schen Gesetze zufolge 

P = C(l, 

wenn c eine Constante bezeichnet; hieraus findet man 

^ Po c 

Berühren sich in einer Fläche zwei verschiedenartige Flüssigkeiten, 
so musS; nach den in § 4. der eilften Vorlesung gemachten Auseinander- 
setzungen, für jeden Punkt dieser Fläche in beiden Flüssigkeiten/) 
denselben Werth haben. Wir wollen annehmen, dass das Potential ü 
für beide dasselbe, die Dichtigkeit, die demselben Drucke entspricht, 
aber verschieden ist; ft^ sei die Dichtigkeit der einen ^ ftj die der 
andern. Nennen wir dp und dU ^e Aenderungen, die p und U er- 
fahren, wenn man von einem Punkte der Berührungsfläche zu einem 
unendlich nahen Punkte dieser Fläche übergeht, so haben wir nach 2) 

yL^dü = dp und (i2dU == dp] 

diese Gleichungen ergeben 

dp = und dü = 0'^ 

d. h. die Berührungsfläche ist eine Fläche gleichen Druckes und 
gleichen Potentials; sie steht deshalb auch senkrecht auf der Rich- 
tung der Kraft in jedem ihrer Punkte. 

Grenzt eine Flüssigkeit an einen leeren Baum, so geschieht das 
auch in einer Fläche gleichen Druckes; wir werden annehmen, dass 
hier der Druck = ist. 

§ 2. 

Ist die Schwere die einzige wirkende Kraft und ist der Badius 
der Erde als unendlich gross zu betrachten, so ist die Trennungs- 
fläche zweier heterogener Flüssigkeiten oder die Oberfläche, welche 
eine Flüssigkeit von dem leeren Baume abgrenzt, eine horizon- 
tale Ebene. 
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Wir wollen nun die Oberfläche einer Flüssigkeit in einigen 
complicirieren Fällen berechnen. Wir stellen uns zunächst eine 
schwere Flüssigkeit in einem Gefässe vor und nehmen an, dass dieses 
System um eine verticale Achse mit gleichbleibender Winkelgeschwin- 
digkeit so rotirt; dass die relative Lage der Theile ungeändert 
bleibt. Wir können diesen Fall hier behandeln^ da wir, nach den 
in § 1. der neunten Vorlesung gemachten Auseinandersetzungen^ von 
der Rotation absehen dürfen, falls wir die ihr entsprechende Centri- 
fugalkraft den wirkenden Kräften hinzuzählen. Die z - Achse unseres 
Coordinatensystemes legen wir in die Rotationsachse und nehmen 
sie nach unten gekehrt an; die Schwere nennen wir g und w die 
Winkelgeschwindigkeit, so dass, wenn T die Dauer einer Umdre- 
hung bedeutet, 



ist; das Potential der Schwere können wir dann = gz^ das der 
Centrifugalkraft == "^ (x^ -j- y^^ setzen; daraus folgt 

ü^icz + T/Car^ + y*). 

Setzt man diesen Ausdruck von V einer Constanten gleich, so erhält 
man die Gleichung der Oberfläche der Flüssigkeit; diese ist also ein 
Rotationsparaboloid, dessen Achse die 2: -Achse ist. 

In ähnlicher Weise lässt der folgende Fall sich behandeln. Eine 
flüssige Masse, deren Theile von dem Anfangspunkte der Coordinaten 
nach dem Newton sehen Gesetze angezogen werden, rotirt mit der 
Constanten Winkelgeschwindigkeit %ü um die z- Achse; welches ist 
ihre Gleichgewichtsgestalt? Nennen wir G die Grösse der Anziehung, 
welche die Masseneinheit in der Entfernung R vom Anfangspunkte 
der Coordinaten erfährt, und r die Entfernung eines variabeln Punktes 
der Flüssigkeit von diesem Punkte; wir haben dann hier 

dieser Ausdruck einer Constanten gleich gesetzt giebt die Gleichung 
der gesuchten Oberfläche. Wir transformiren dieselbe, indem wir 

z = r sin 9 
machen und R so gewählt annehmen, dass in der Oberfläche r = R 

für g? = - ist. Diese Annahme bestimmt die Constante, die in der 

Gleichung der Oberfläche unbestimmt geblieben war, und giebt 

Wir wollen voraussetzen, dass die Winkelgeschwindigkeit tv so klein 
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ist^ dass das zweite Glied der rechten Seite dieser Gleichung als 
unendlich klein gegen das erste angesehn werden kann, und wollen 
nur die unendlich kleinen Grossen niedrigster Ordnung berücksichtigen. 
Die gefundene Gleichung lässt sich dann schreiben 

Sie stellt ein an den Polen abgeplattetes Sphäroid dar; daS; was man 

die Abplattung desselben nennt, ist der Bruch ^-^ ; es ist das der 

Unterschied des Polar- und des Aequatorialdurchmessers, dividirt 
durch den einen von diesen. Die Erde ist auch ein wenig abgeplattetes 
Sphäroid; setzen wir bei unserer Flüssigkeit B = dem Polarhalb- 
messer und G == der Schwere am Pole der Erde; nach einer am 
Ende des § 1. der neunten Vorlesung durchgeführten Rechnung er- 
giebt sich dann die Abplattung des flüssigen Sphäroids = j^] die 
Abplattung der Erde ist durch die Gradmessungen fast doppelt so 
gross gefunden. Die Theile der Erde werden aber auch nicht nach 
dem Newton'schen Gesetze vom Erdmittelpunkte angezogen, sondern 
ziehn einander nach diesem Gesetze an. 

Um den Verhältnissen näher zu kommen, die bei der Erde statt- 
finden, wollen wir die Gleichgewichtsfigur einer flüssigen Masse be- 
rechnen, die um die z- Achse unseres Coordinatensystems mit der 
Winkelgeschwindigkeit w rotirt, und deren Theile gegen einander 
gravitiren. Diese Aufgabe können wir aber nur lösen unter der 
Voraussetzung, dass die Flüssigkeit incompressibel und homogen ist, 
und auch dann nicht vollständig. Wenn e^; zwischen gewissen Gren- 
zen liegt, so ist, wie die Rechnung zeigt, ein EUipsoid eine Gleich- 
gewichtsfigur der Flüssigkeit; indem man von der Annahme ausgeht, 
ds^s die Flüssigkeit ein Ellipsoid bildet, kann man die Achsen des- 
selben bestimmen. Was die vorliegende Aufgabe so viel schwerer 
macht, als die vorher behandelten, ist, dass hier nicht, wie dort, das 
Potential der wirkenden Kräfte von vorn herein gegeben, sondern von 
der zu findenden Gestalt der Flüssigkeit abhängig ist. 

Wir denken uns ein Ellipsoid, dessen Oberfläche- die Gleichung 

hat, mit Masse von^der Dichtigkeit 1 erfüllt; Einheit der Masse soll 
dabei diejenige sein, die auf eine gleiche Masse in der Einheit der 
Entfernung wirkend nach dem Gesetze der Gravitation die Einheit 
der Kraft ausübt. Das Potential dieses EUipsoids in Bezug auf den 
Punkt {x, y, z) nennen wir Sl, d. h. wir setzen 



ß 



/ii 
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wo dt ein Element des Yolamens des Ellipsoids und r die Entfer- 
nung dieses Yon dem Punkte {x, y, z) l)edeutet. Es ist dann, falls 
dieser Punkt im Innern oder an der Oberfläche des Ellipsoids liegt; 
wie wir bei einer späteren Gelegenheit (im § 1. der achtzehnten Vor- 
lesung) nachweisen werden, 

a = Const — % {Ax^ + By'^ -f Cz^) , 
wo 

CJO oo oo 

iV = /(«H- w) (^^^ + w) (^+ w) . 

Nun sei das durch die Gleichung 3) bestimmte EUipsoid die Gleich- 
gewichtsfigur unserer Flüssigkeit; dann ist 

und dieses ü hat denselben Werth für alle Punkte, die der Glei- 
chung 3) entsprechen. Ist das der Fall, so muss eine Grösse M so 
sich bestimmen lassen, dass 

— ^«^ = ,T 



5) 



ist. Eliminirt man aus diesen Gleichungen M und setzt 

_ '^^^ 

SO erhält man 

«2 {A — V) =.r^{B -v) = c^C, • 6) 

Diese Doppelgleichung dient zur Bestimmung der Verhältnisse a:b: c\ 
die Grössen A, B, C sind nämlich nur von diesen Verhältnissen 
abhängig, denn setzt man na, nb, nc, n^u resp. an Stelle von 
a, b^ c, u in den Gleichungen 4), so bleiben A, B, C ungeändert. 
Sind die Verhältnisse a: b : c ermittelt, so findet man die Halbachsen 
selbst aus dem Volumen der Flüssigkeit. 

Es liegt nahe anzunehmen, dass das gesuchte Ellipsoid ein Rota- 
tionsellipsoid ist, dessen Rotationsachse mit der z- Achse zusammen- 
fallt. Bei dieser Annahme wird 

a = b und A = B. 

Dadurch verwandeln sich die beiden Gleichungen 6) in die eine 

a^{A — v)==c^C. 7) 
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Da ö^, c^j A, C und v positive Grössen sind, so erfordert dieselbe, 
das a^Ayc^C ist, und die in 4) für A und C aufgestellten Aus- 
drücke zeigen, dass daher a^ ]> c^ sein muss; das Ellipsoid ist also 
ein abgeplattetes. 

Bei einem dreiachsigen EUipsoide sind die für -«4, Bj C aufge- 
stellten Integrale elliptische; in unserm Falle sind sie durch Kreis- 
functionen ausdrückbar. Setzt man 



_/? 



c» 



und führt an Stelle von u eine neue, positive Integrationsvariable, 
die X genannt werden möge^ durch die Gleichung 



u = c^ 



j?« 



ein, so findet man leicht 

^ = 2l^'(A-arctgA), 
wo arctg A zwischen und ^ zu wählen ist. Die Gleichung 7) wird 



hiemach 



y ^ (? +:^») arctg X- SX 



A« 



Wir führen an, ohne es zu beweisen, dass diese Gleichung bei keinem 
positiven Werthe von v mehr als zwei reelle Wurzeln hat und dass 
sie zwei solche besitzt, wenn v zwischen und 0,2246 liegt. In 
diesem Falle giebt es also zwei abgeplattete Rotationsellipsoide, 
welche die Gestalt der Flüssigkeit bilden können. Ist v als unend- 
lich klei^ anzusehn, so sind diese leicht zu finden. Eine von den 
beiden reellen Wurzeln der Gleichung 8) ist dann unendlich klein, 
die andere unendlich gross; für jene ist 

arctg A = A — ^ + - — 

und daher r = ^ A^ oder A = ^^ j/Tbv , 9) 



für diese arctg A 



n 
2 



und daher v = ^, oder A = .'^ • 

Nähert sich v der Null, so nähert sich das eine Rotationsellipsoid 
einer Kugel, das andere einer unendlichen Scheibe. 

Die Gleichungen 6) erfordern nicht nothwendig, dass das El- 
lipsoid, für welches sie gelten sollen, ein Rotationsellipsoid ist. Wie 
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Jacobi zuerst bemerkt bat, giebt es^ wenn v unterbalb einer gewissen 
Grenze liegt (und zwar unterhalb 0;1871) auch ein dreiachsiges 
Ellipsoid, welches eine Gleichgewichtsfigur der Flüssigkeit bildet. 
Nähert sich v der Null; so nähert sich dieses einem unendlichen^ 
kreisförmigen Cylinder, dessen Achse senkrecht zu der Achse ist, um 
welche die Flüssigkeit rotirt. 

Die Erde ist ein wenig abgeplattetes Rotationsellipsoid; sehen 
wir zu, ob ihre Abplattung sich richtig ergiebt, wenn wir unsere 
Flüssigkeit mit ihr identificiren. Dabei handelt es sich zunächst 
darum den Werth zu suchen, der der Grösse v dann zu geben ist. 
Dieser ist aus der Gleichung 5) zu bestimmen. Hier ist für w die 
Drehungsgeschwindigkeit der Erde, für (i ihre mittlere Dichtigkeit 
zu setzen; die letztere ist aber in der Einheit auszudrücken, die 
dadurch bestimmt ist, dass wir als Einheit der Masse diejenige Masse 
festgesetzt haben, die in der Einheit der Entfernung eine gleiche 
Masse nach dem Gesetze der Gravitation mit der Einheit der Kraft 
anzieht. Wir finden den Werth von fi am leichtesten, wenn wir 
die Schwere am Pole, die wir wieder G nennen wollen, in die Rech- 
nung einführen. Nennen wir den Polarhalbmesser der Erde B und 
nehmen, was hier erlaubt ist^ die Erde als kugelförmig an, so 
haben wir 



f J 



Daraus folgt 






Sehen wir diesen Bruch als unendlich klein an, so erhalten wir 

aus 9) 

Aus der Definition von A ergiebt sich zugleich 



« = c(l + ¥) 



woraus folgt, dass — die Abplattung ist. Hiemach wäre die Ab- 
plattung der Erde = ^^5* die Gradmessungen haben sie = nahe ^^ 
ergeben. Den Grund dieses Mangels an Uebereinstimmung hat man 
darin zu suchen, dass die Erde nicht homogen ist, dass die Dichtig- 
keit in ihr bei der Annäherung an den Mittelpunkt zunimmt. 



§3. 

Wir wollen nun die Druckkräfte betrachten, welche eine Flüssig- 
keit auf einen starren Körper, mit dem sie in Berührung ist, ausübt, 
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und die Summen ihrer Componenten nach den Coordinatenachsen 
und ihre Drehungsmomente in Bezug auf diese aufsuchen. 

Wir denken uns zunächst eine Flüssigkeit, die ein geschlossenes 
Gefass ganz erfüllt. Um für diesen Fall die genannte Aufgabe zu 
lösen, gebrauchen wir die Gleichungen, durch welche wir allgemein 
den Begriff des Druckes definirt haben, also die Gleichungen 1) und 
2) der eilften Vorlesung. Diese sagen aus, dass, wenn das Gleichge- 
wicht besteht, die Componentensummen und Drehungsmomente der 
Drucke, welche das Gefass auf die Flüssigkeit ausübt, den Compo- 
nentensummen und Drehungsmomenten der Kräfte gleich und ent- 
gegengesetzt sind, die auf die Theile der Flüssigkeit wirken. Aber 
die Drucke, welche die Flüssigkeit auf das Gefass ausübt^ sind den 
Drucken gleich und entgegengesetzt, welche das Gefass auf die 
Flüssigkeit ausübt; wie mit andern Worten und in grösserer Allge- 
meinheit in § 4. der eilften Vorlesung bemerkt ist. Daraus folgt, 
dass die Componentensummen und Drehungsmomente der Drucke, 
welche das Gefass von der Flüssigkeit erleidet, den Componenten- 
summen und Drehungsmomenten der Kräfte gleich sind, welche auf 
die Theile der Flüssigkeit wirken. 

Dieser Satz gilt auch, wenn das Gefass nicht geschlossen oder 
nicht ganz von der Flüssigkeit erfüllt ist, und diese eine freie Ober- 
fläche darbietet, in der sie an den leeren Raum grenzt. Man über- 
zeugt sich hiervon, wenn man beachtet, dass der Druck in der freien 
Oberfläche dann = ist. 

Stellen wir uns nun einen starren Körper vor, der in einer 
Flüssigkeit untergetaucht ist. Es sei ds ein Element seiner Ober- 
fläche, n die nach seinem Innern gerichtete Normale von d$, JC^ds, 
y^dSy Z„ds die Componenten des Druckes, den die Flüssigkeit auf 
ds ausübt*, es ist dann 

Ä„ = p cos {fix) , Fn = p cos (/ly) , Zn = p cos (/iZ) . 

Die Componentensummen und Drehungsmomente, die wir suchen, 
sind daher 

I p cos (nx) ds und j p (y cos (nt) — z cos («y) ) ds 
I p cos (wy) ds I p (z cos (nxy — x cos(n2)\ ds 

I p cos (nz) ds j p (x cos {ny) — y cos {nx)\ ds . 

Diese Integrale lassen sich unter einer gewissen Bedingung in solche 
verwandeln, die über das Volumen des Körpers auszudehnen sind, 
mit Hülfe des Satzes, der durch die Gleichungen 6) der eilften Vor- 
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lesimg ausgesprochen ist. Es ist hierzu erforderlich; dass für den 
Raum, den der feste Körper einnimmt, eine Function der Coordi- 
naten eines Punktes gefunden werden kann^ die eindeutig und stetig 
ist und in der Oberfläche des genannten Raumes dieselben Werthe 
als p hat. Gesetzt, es gäbe eine solche Function. Bezeichnet man 
sie auch durch p und durch dx ein Element des genannten Raumes, 
so sind nach dem angeführten Satze jene Integrale 

-CV'dx und -ny^JL-zf-\dT 

j cx J y cz dy j 

Hiemach sind die Componentensummen und Drehungsmomente der 
Drucke, welche die Flüssigkeit auf den Körper ausübt, gleich und 
entgegengesetzt den Componentensummen und Drehuugsmomenten 
von Kräften, welche auf die Theile des Körpers der Art wirken, dass 
auf das Volumenelement dt desselben eine Kraft kommt, deren Com- 

ponenten ^- är , ^ rfr, ^^ dt sind. 

Dieser Satz lässt sich so verallgemeinern, dass er auch für den 
Fall gilt, dass die Flüssigkeit eine freie Oberfläche, in der der Druck 
= ist, darbietet, und der Körper nicht in der Flüssigkeit unterge- 
taucht, sondern in sie eingetaucht ist. Für diesen Fall setzen wir 
voraus, dass eine Function von x, y^ z gefunden sei, die in den 
Punkten der Berührungsfläche des Körpers und der Flüssigkeit die- 
selben Werthe hat, als der Druck in dieser, und die eindeutig und 
stetig in einem Theile des vom Körper eingenommenen Raumes ist, 
der begrenzt wird von der ebengenannten Fläche und einer Fläche, 
in der die Function = ist — einer Fläche, die durch die Linie 
begrenzt sein muss, in der die freie Oberfläche der Flüssigkeit die 
Oberfläche des Körpers schneidet. Die für -einen untergetauchten 
Körper angestellten Betrachtungen gelten dann ohne weitere Aende- 
rung, wenn man sie nur bezieht, statt auf den ganzen vom Körper 
eingenommenen Raum, auf den eben bezeichneten Theil desselben. 

Der bewiesene Satz führt zu dem sogenannten Archimedischen 
Principe, wenn man annimmt, dass auf die Flüssigkeit keine andere 
Kraft, als die Schwere wirkt. Nehmen wir die z- Achse als vertical 
abwärts gerichtet an und bezeichnen die Schwere durch g, so ist der 
Druck in der Flüssigkeit aus den Gleichungen 

|£=0, f^- = 0, '^=91^ 

dx oy 'dz ^^ 
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und der Beziehung, die zwischen p und ft besteht^ zu bestimmen. Die 
für den von dem festen Körper eingenommenen B^um zu ermittelnde 
Function p findet man aus denselben Gleichungen; mit andern Wor- 
ten: in jedem Punkte dieses Baumes hat manp so gross anzunehmen, 
als es in derselben Horizontalebene in der Flüssigkeit ist. Hieraus 
folgt dann, dass, wie man sagt, die von der Flüssigkeit auf den 
Körper ausgeübten Druckkräfte eine Resultante haben, die dem Ge- 
wichte der verdrängten Flüssigkeit gleich und entgegengesetzt ist^ 
und in dem Schwerpunkte dieser ihren Angriffspunkt hat. 



I 



Dreizehnte Vorlesmig. 

(Capillarerscheinungen. Potential der Capillarkräfte. Hauptkrümmungs- 
radien und Krümmungslinien. Vergrösserung, welche eine Fläche bei unendlich 
kleinen Verrückungen ihrer Punkte erleidet. Differentialgleichung der Be- 
rührungsfläche zweier schweren Flüssigkeiten. Grenzbedingung. Grösse der 
Kraft, welche einen Körper im Gleichgewicht hält, der in einer Richtung ver- 
schiebbar ist, und der zwei Flüssigkeiten berührt. Beispiele für diese Kraft.) 

§ 1. 

Die tropfbaren Flüssigkeiten zeigen gewisse Erscheinungen, die 
man Capillar- Erscheinungen nennt und als Wirkungen der Capillar- 
kräfte ansieht. Dieselben bestehen theils darin, dass die freie Ober- 
fläche einer solchen Flüssigkeit oder — wie wir allgemeiner und 
präciser sagen wollen — die Trennungsfläche zweier Flüssigkeiten 
nicht eine horizontale Ebene ist, theils darin, dass auf einen festen 
Körper, der zum Theil in eine tropfbare Flüssigkeit eingetaucht ist, 
oder — wie wir zu sagen vorziehn — der mit zwei Flüssigkeiten in 
Berührung ist, eine Kraft ausgeübt werden muss, um ihn im Gleich- 
gewicht zu halten, die nicht durch das Archimedische Princip genau 
angegeben wird. Laplace hat die erste Theorie der Capillarerschei- 
nungen aufgestellt und ist bei dieser von der Hypothese ausgegangen, 
dass die Capillarkräfte Kräfte sind, mit denen die Theile der Körper 
einander anziehn, und die bei wachsender Entfernung so schnell ab- 
nehmen, dass sie bei messbarer Entfernung nicht mehr merklich sind. 
Dieselbe Hypothese hat später Gauss*) strenger verfolgt, als es von 
Laplace geschehen ist, und ist dadurch zu einem Principe geführt, 
das wir folgendermassen aussprechen können: 

Wenn zwei verschiedenartige Körper in einer Fläche sich be- 
rühren, so wirken in Folge hiervon Kräfte, die ein Potential halben, 
welphes gleich der Grösse der Berührungsfläche, multiplicirt mit einer 
von der Natur der beiden Körper abhängigen Constanten ist. Diese 
Kmfte sind die Capillafkräfte. 

Dieses Princip soll die Grundlage für die Betrachtungen bilden, 
die wir in Bezug auf die Capillarerscheinungen hier anstellen wollen; 



*"* *) Principia generalia theoriae figurae fluidorum in statu aequilibrii; Carl 
Friedrich Gauss Werke, Bd, V p. 29. 
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wir werden bei ihnen annehmen, dass neben den Capillarkräften auf 
die Flüssigkeiten nur die Schwere wirkt, und werden die Flüssig- 
keiten als incompressibel, die festen Körper als starr ansehn. Das 
Princip der virtuellen Verrückungen soll den Ausgangspunkt bilden; 
um dasselbe auf den Fall, dass Capillarkräfte wirken, anwenden zu 
können, müssen wir zunächst einen Ausdruck für die Vergrösserung 
ableiten, die eine Fläche dadurch erfahrt, dass ihre Punkte unendlich 
kleine Yerrückungen erleiden. Wir konnten uns dabei auf die 
Gleichungen 12) der zehnten Vorlesung stützen, doch ziehen wir es 
vor, die Aufgabe auf eine directere Weise zu lösen. 

§2. 

Wir denken uns eine gerade Linie, die durch den Punkt (x, y, z) 
geht, und deren eine -Richtung mit den Coordinatenachsen Winkel 
bildet, deren Cosinus a, /J, y sind; 5? »?> £ seien die Coordinaten 
eines variabeln Punktes dieser Linie; dann ist 

wo r die positiv oder negativ genommene Entfernung der beiden 
Punkte ist, je nachdem der Punkt (g, r^, g) von dem Punkte {x, y, z) 
in der Richtung liegt, welche durch cc, ß, y bestimmt ist, oder in 
der entgegengesetzten. Wir denken uns ferner eine zweite Linie, 
deren Gleichungen bei entsprechender Bezeichnung 

I — x, = r, a, , ly — j/j = r,/3, , g — z, = r, y, 

sind. Die beiden Linien schneiden sich im Allgemeinen nicht; sie 
schneiden sich, falls den 6 aufgestellten Gleichungen durch passende 
Wahl der 5 Grössen 5, i]^ ^^ r, r„ oder, was dasselbe ist, falls den 
3 Gleichungen 

.t' — a:j = r, a, — ra 

z — z^ ^r^y^ — ry 

durch passende Wahl der 2 Grössen r und f\ genügt werden kann. 
Ist das der Fall, so sind r und r, die positiv oder negativ zu neh- 
menden Entfernungen des Durchschnittspunktes von den Punkten 
{x, y, z) und (x,, y,, z,). 

Nun seien {x,y^z) und (xj, y,, z^) zwei unendlich nahe Punkte 
der Oberfläche eines Körpers, a, ß, y und a, , /3, , y, die Cosinus 
der Winkel, welche die ihnen entsprechenden, nach dem Innern des 
Körpers gerichteten Normalen derselben mit den Coordinatenachsen 
bilden. Wenden wir das Zeichen d an, um die Vergrösserungen zu 
bezeichnen, die die in Betracht kommenden Grössen erleiden, wenn 
man von dem ersten Punkte zum zweiten übergeht, so wird hiernach 
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die Bedingung dafür ^ dass die beiden Normalen sich schneiden, die, 
dass den Gleichungen 

— dx = rda -|- adr 

— dy^ rdß + ßdr 
-^ dz ^== rdy -|- ydr 

durch passende Bestimmung von r und dr genügt werden kann. 
Multiplicirt man diese Gleichungen mit a, /3, y, addirt sie und be- 
rücksichtigt; dass nach den gemachten Festsetzungen 

adx + ßdy + y^^ = ^ 
und ada + ßdß + ydy = 

ist, so ergiebt sich 

</r = 0; 

die zu erfüllenden Gleichungen sind also 

« 

dx = — rdUy dy = — rdß , dz = — rdy . 

ESne von diesen Gleichungen ist die Folge der beiden andern, da 
eine identische Gleichung entsteht, wenn man sie mit a, ß^ y multi- 
plicirt und addirt; dass zwei von ihnen durch passende Wahl von r 
erfüllt werden können, ist also die Bedingung dafür, dass die beiden 
Normalen sich schneiden. 

Wir nehmen nun an, dass die Gleichung der Oberfläche, um die 
es sich handelt, in der Form 

z — z (x,y)=0 , 1) 

wo das zweite z ein Functionszeichen sein soll, gegeben sei, und 
wählen x und y zu den zwei unabhängigen Variabein, welche einen 
Punkt der Oberfläche und die ihm entsprechenden Werthe von «, j3, y 
bestimmen. Die beiden ersten jener 3 Gleichungen werden dann 

d^ = - r (^ dx + f^ dy^ 
oder 

•i '' + (If; + ; ) «" = " • '' 

Sie können durch einen passenden Werth des Verhältnisses von 
dy : dx erfüllt werden, falls ;• eine Wurzel der quadratischen 
Gleichung 

\di'^ ~i^)\^ '^ V) ~ dy dx ^ ^^ 3) 
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ist. Es seien r und r" die Wurzeln dieser Gleichung ^ dx, dy' und 
dx , dy' ihnen entsprechende, den Gleichungen 2) genügende Werthe 
von dx, dy; r und r" sind dann die Hauptkrümmungsradien der 
Oberfläche des Körpers im Punkte {x, y), und die Linienelemente 
der Oberfläche, deren Projectionen dx'^, dy und dx'\ dy' sind, sind 
Elemente der beiden durch diesen Punkt gehenden Krwnmungslmiau 
Die Hauptkrümmungsradien sind stets reell und die Krümmungs- 
linien schneiden sich senkrecht. Bei dem Beweise dieser Behaup- 
tungen wollen wir über das bis jetzt willkürlich gelassene Coordi- 
natensjstem eine gewisse Annahme machen; es ist das erlaubt, da 
die Hauptkrümmungsradien und die Krümmungslinien nach den 
durchgeführten Betrachtungen eine von jedem Coordinatensystem 
unabhängige Bedeutung haben. Allgemein folgt aus der Gleichung 1), 
die die Oberfläche, um die es sich handelt, darstellt. 



« • /^ • y = - ^ • - ;5-;; = 1 4) 
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Legen wir nun das Coordinatensystem so, dass y=\ ist, d. h. so 
dass die z- Achse parallel ist der nach dem Innern des Körpers ge- 
richteten ^Normale seiner Oberfläche in dem betrachteten Punkte; es 
verschwinden dann a und ß, und die abgeleitete Gleichung giebt 

dy dx ^) 

Hieraus folgt, dass das letzte Glied der linken Seite der Gleichung 3) 
ein Quadrat ist, und daraus weiter, dass diese linke Seite negativ 
ist, wenn 

1 6^« 1 1 dß 

= — ., oder == — ^ 

r ox r dy 

ist; sie ist aber positiv, wenn r unendlich klein angenommen wird; 
daraus ist zu schliessen, dass die Gleichung 3) zwei reelle Wurzeln 
hat. Es können dieselben aber positiv oder negativ sein. Es ist 
ein Hauptkrümmungsradius positiv, wenn der entsprechende Krüm- 
mungsmittelpunkt (d. i. der Punkt, dessen Coordinaten wir bei, der 
im Anfange dieses § gebrauchten Bezeichnung g, i^, g zu nennen 
hätten) von dem Punkte (x, y^ z) aus in der Richtung der nach 
dem Innern des Körpers gezogenen Normale liegt; negativ im ent- 
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gegengesetzten Falle. Beide Hauptkrümmungsradien sind ^ositiv^ 
wenn die Oberfläche des Körpers eine convexe ist, beide negativ, 
wenn sie eine concave ist; einer ist positiv, der andere negativ, wenn 
die Fläche in einem Sinne convex, in einem andern concav ist. 

Um zu beweisen, dass die Erümmungslinien sich senkrecht schnei- 
den, gehn wir von den Gleichungen 



^^' — (ff + r-) ^y 



dl 

dx 

aus, die aus den Gleichungen 2) folgen. Wir multipliciren dieselben 
mit einander und benutzen, dass 

du , }^ /^ r i\ 

dx~^ r ~ \dy "^ r") ' 

da, wie aus der Gleichung 3) folgt, 

So ergiebt sich 

'^dxdx'+ ^dydy' = 0. 

Führt man nun das Coordinatensystem ein, für welches die Glei- 
chung 5) besteht und y = 1 ist, so wird diese Gleichung 

dxdx"-{- dydt/ = . 

Da die Projectionen der beiden betrachteten Elemente der Krüm- 
mungslinien auf die ^- Achse des jetzt benutzten Goordinatensjstems 
(die mit dz' und dz' zu bezeichnen wären) = sind, so ist hier- 
durch ausgesprochen, dass die beiden Elemente senkrecht auf einan- 
der stehen. 

Mit Hülfe der Begriffe der Hauptkrümmungsradien und der 
Krümmungslinien wird es nun leicht sein die Vergrösserung zu be- 
rechnen, welche ein Theil der Oberfläche eines Körpers erfahrt, wenn 
seine Punkte unendlich kleine Verrückungen erleiden. Wir nehmen 
zuerst an, dass die Verrückungen überall in den Richtungen der Nor- 
malen stattfinden; v möge die Grösse einer Verrückung in der 
Bichtung der nach Aussen gekehrten Normale sein, eine Grösse, die 
stetig von einem Punkte der Fläche zum andern variirt. Wir denken 
uns die Fläche durch zwei Systeme unendlich naher Krümmungslinien 
in unendlich kleine Rechtecke getheilt; dt une dt' seien aneinander- 
stossende Seiten eines solchen Rechtecks bei dem ursprünglichen 
Zustande der Fläche, dt dt' also die Fläche des Rechtecks. Bei der 

Verrückung wird dt (\ + ^ | aus dt und dt' l\ + ^A aus dt' ; es 
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gilt das^ welche Vorzeichen r und r" auch haben mögen; die Flache 
des Kechtecks erhält daher bei der Verrückung den Zuwachs 



dt dt Q + 4) V 



und die ganze Fläche, deren Element wir ds nennen wollen, den 
Zuwachs 



J'ds(Jr + ^:jv 



Wir betrachten zweitens den Fall, dass die Punkte der Fläche in 
dieser selbst und wieder so verschoben werden, dass die Verrückungen 
stetig sich ändern. Die Vergrösserung der Fläche wird dann durch 
ein nach dem Umfang zu nehmendes Integral ausdrückbar sein. Wir 
nennen di ein Element des Umfangs, m die Nomale von d/, welche 
die Fläche tangirt und nach ihrem Innern gekehrt ist, ft die Projec- 
tion der Verrückung von dl auf die dem m entgegengesetzte Rich- 
tung; die Vergrösserung der Fläche ist dann 



/ 



di^i . 



Nun mögen die Punkte der Oberfläche des Körpers beliebige, unend- 
lich kleine und stetig sich ändernde Verrückungen erleiden; s sei 
der Grösse und Richtung nach eine Verrückung; dieselbe lässt sich 
ansehn als zusammengesetzt aus zwei solchen Verrückungen, wie wir 
sie betrachtet haben; daraus folgt, dass die Vergrösserung, die ein 
Theil der Oberfläche erfährt, gleich der Summe der beiden aufge- 
stellten Integrale ist, wenn für v und ft in ihnen gewisse Werthe 
gesetzt werden; es ist zu setzen 

V ^= — £ cos (wf) , fi = — a cos {ms) , 

wo w die nach dem Innern des Körpers gerichtete Normale von ds 
bedeutet. Es ist daher die gesuchte Vergrösserung eines Theiles der 
Oberfläche des Körpers 

— I ds (— + ,Ä £ cos (w6) — I dl£ cos {m£) . 7) 

§3. 

Das gewonnene Resultat setzt uns in den Stand, die Arbeit der 
Capillarkräfte für eine unendlich kleine Verrückung der Theile des 
Systemes, auf welches sie wirken, zu finden. Neben den Capillar- 
kräften nehmen wir die Schwere als wirksam an und müssen daher 
auch die Arbeit dieser für eine solche Verrückung aufsuchen. Wir 
nehmen die z- Achse des Coordinatensystems vertical abwärts ge- 
richtet an, bezeichnen die Schwere durch ^, durch dt ein Element 



§ 3. Differentialgleichung einer Capülarfläohe. 141 

des Volumens eines der Korper und durch (i die Dichtigkeit dieses* 
Das Potential der Schwere in Bezug auf den Körper ist dann 

g llizdt, 



jlizdt, 8) 



und die Veränderung, die der Werth dieses Integrals durch die ge- 
dachte Yerrückung erfahrt, die Arbeit, die wir zu berechnen haben. 
Wie bereits bemerkt, werden wir voraussetzen, dass der Körper in- 
compressibel ist; überdies soll für ihn ft überall denselben Werth 
haben; in Folge hiervon lässt sich die Veränderung, die das Integral 
8) für irgend welche virtuelle Verrückungen erleidet, darstellen als 
ein nach der Oberfläche des Körpers zu nehmendes Integral, in dem 
nur die Verrückungen der Theile der Oberfläche vorkommen. In 
der That lässt sich bei den genannten Voraussetzungen die Aende- 
rang des Integrals 8) ansehn als bewirkt durch alleinige Aenderung 
der Grenzen der Integration. Es sei ds ein Element der Oberfläche 
des Körpers, s die Verrückung, n die nach dem Innern des Körpers 
gerichtete Normale von ds; dann ist 

^dss cos (ne) 

ein Volumenelement, welches ausgeschaltet wird, wenn cos (n s) posi- 
tiv ist, und eines, welches eingeschaltet wird, wenn cosQis) negativ 
ist. Der Zuwachs jenes Integrals oder die in Rede stehende Arbeit 
der Schwere ist daher 

— ^f^ / äszs cos (ns) . 9) 

Die Verrückungen s sind wegen der Incompressibilität des 
Körpers durch eine Bedingungsgleichung mit einander verbunden. 
Es moss das Integral 



/ 



dr 



ungeändert bleiben ; durch eine Ueberlegung, wie wir sie eben ange- 
stellt haben, sieht man ein, dass diese Bedingung durch die Gleichung 



»-/ 



dss C09 (ne) 10) 

ausgesprochen wird. 

Wir sind nun in der Lage, einige Eigenschaften der Trennungs- 
fiachen verschiedener Flüssigkeiten ableiten zu können. Es mögen 
1 und 2 zwei sich berührende i^lüssigkeiten sein, A^2 diejenige Con- 
stante, die mit der Grösse der Berührungsfläche multiplicirt das 
Potential der CapUlarkräfte giebt, die in Folge ihrer Berührung 
wirksam sind, fi^, (i^ ihre Dichtigkeiten; wir fassen einen beliebigen, 
endlichen Theil ihrer Berührungsfläche ins Auge, nennen ds^2 ^^^ 

Kitchboff, MechAnik. IQ 
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Element dieses Theiles, n^ die nach dem Innern der Flüssigkeit 1 
gerichtete Normale von d$i2f r' und r" die Hauptkrümmungsradien 
dieses Elements ^ positiv gerechnet, wenn die Oberfläche der Flüssig- 
keit 1 eine convexe ist; die Punkte des gewählten Theiles denken 
wir uns unendlich wenig verrückt; während alle übrigen Punkte der 
vorhandenen Berührungsflächen heterogener Körper an ihren Orten 
bleiben; so verrückt, dass die Punkte des Randes ihre Stellen behalten 
und dass die Volumina der beiden Flüssigkeiten nicht geändert wer- 
den. Ist s die Verrückung von 4s^2) ^^ erfordert^ der Gleichui^ 10) 
zufolge, die letzte Festsetzung^ dass 



/ 



d8i2^ ^os (n^e) 11) 



verschwindet. Ist diese Bedingung erfüllt^ so muss nach dem Princip 
der virtuellen Verrückungen, wie aus der Bedeutung der Ausdrücke 
7) und 9) hervorgeht, auch 

Jds^2^ cos (ni B) p,2 (7^ + 7^) + ^ (f*i — f*2) ^ 12) 

verschwinden. Hierzu ist erforderlich, d^ss die in 11) und 12) unter 
den Integralzeichen siehenden Ausdrücke einander proportional sind, 
d. h. dass 

^12 (7^ + 7) + ^ (^1 — f*2) ^= A 13) 

ist, wo A eine Gonstante bedeutet. Es ist dieses eine Differential- 
gleichung für die Trennungsfläche der beiden Flüssigkeiten. Dieselbe 
lässt sich auf eine etwas einfachere Form bringen, wenn man die 
a;y- Ebene passend wählt; verändert man diese, so verändert man das 
auf einen bestimmten Punkt bezogene z, während das erste Glied 
der linken Seite der Gleichung 13) ungeändert bleibt; man verändert 
also auch k und kann dieses verschwinden machen, wenn man die 
a;y- Ebene passend wählt. Dadurch wird dann die Gleichung 13) 

^12 (y+v) + ^ (^1 - f*2) ^ =0 . 14) 

Die Ebene, die die o;^ -Ebene sein muss, damit diese Gleichung gelte, 
hat man die Niveau -Ebene genannt; hat die Trennungsfiäche der 
beiden Flüssigkeiten Theile, welche als eben zu betrachten, für welche 
also r und r' unendlich gross sind, so liegen diese in der Niveau- 
Ebene, wie aus 14) ersichtlich ist. 

Betrachten wir nun eine Linie, in der drei Flüssigkeiten zusam- 
menstossen. Wir nennen dieselben 1, 2, 3, bezeichnen durch dli^ 
ein Element der Linie, durch m^^ ^^^ Normale dieses Elementes, die 
die Trennungsfläche von 1 und 2 berührt und nach dem Innern der- 



§ 8. GreuEbedingongeii. 148 

selben gerichtet ist; und geben den Zeichen 11123, ^31 und ^239 ^31 
analoge Bedeutungen, wie wir sie den Zeichen m^^ .^^^ -^12 beigelegt 
haben. Die Punkte der genannten Linie denken wir uns unendlich 
wenig verschoben, so dass das Element dl^^^ die Verschiebung s er- 
hält; die der Linie unendlich nahen Flüssigkeitstheilchen müssen 
dann auch Verschiebungen erleiden; nur diese sollen solche erleiden 
und zwar der Art, dass das Volumen keiner der Flüssigkeiten da- 
durch geändert wird. Bei Rücksicht 'auf den Ausdruck 7) hat man 
dann aus dem Princip der virtuellen Verrückungen zu schliessen, 



jdl^^^S |i4,2 cos (Wi2f) + ^23 cos (Wjg f) + A^^ COS {m^iB)^ = 

ist, woraus^ da e ganz beliebig ist, folgt: 

A^2 ^8 (»I12*) + -^23 cos (»»23*) + ^Zl cos (»I3, f) =» , 15) 

wo B eine beliebige Richtung bedeutet. Diese Gleichung ist dieselbe 
wie diejenige, welche ausspricht, dass drei Kräfte^ deren Grössen 
i^,2, ^23 > ^31) deren Richtungen die auf ^/|23 senkrechten Richtungen 
m^^y m^^y m^^ sind, und die auf einen Punkt wirken, einander das 
Gleichgewicht halten. Man bezeichne die Winkel (^31^12); (^12^2.1); 
(^23^31) ^Jiirch M?, , w^, u?3; sie sind die Winkel, welche je zwei der 
drei Ebenen mit einander bilden, die an dem Orte von dl^^^ die drei 
Trennungsflächen berühren; die Gleichung 15) spricht dann aus, 
dass ein Dreieck, dessen Seiten sich wie ^23 • ^z\ • ^12 ^^ einander 
verhalten, die Winkel n — w^, % — W2, x — w^ hat, oder dass 

sin w^ : sin W2 : sin w^ «= ^23 * ^31 • ^12 ^^) 

ist 

Wir fassen nun einen Fall ins Auge, der dem eben behandelten 
ähnlich ist, von ihm aber dadurch sich unterscheidet, dass der Kör- 
per 3 nicht eine Flüssigkeit, sondern starr oder, was hier dasselbe 
bedeuten soll, fest ist; seine Oberfläche soll überdies da, wo sie von 
der Trennungsfläche der Flüssigkeiten 1 und 2 getroffen wird, keine 
scharfe Kante darbieten; die Richtungen m2^ und m^^ sind dann 
entgegengesetzte. Die Verrückung s nehmen wir parallel mit W3, 
an; auch dann gilt die Gleichung 15) und wird 

cos w?, = ^"J^" . 17) 

Die Gleichungen, welche nach dem Muster von 16) und 17) gebildet 
werden können, sind die Grenzbedingungen, welche zur näheren Be- 
stimmung der Integrale der Differentialgleichungen dienen, die nach 
dem Muster von 13) oder 14) zu bilden sind. 
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§4. 

Bevor wir rCnter gewissen Voraussetzungen die DifPerentialglei- 
chung für die Trennungsfiäche zweier Flüssigkeiten integriren, wollen 
wir einen Ausdruck für die Kraft aufstellen ; die auf einen festen 
Körper ausgeübt werden muss, um ihn im Gleichgewicht zu halten, 
wenn derselbe mit zwei Flüssigkeiten in Berührung und in einer 
gegebenen Richtung beweglich ist. Wir nennen wiederum den festen 
Körper 3, die Flüssigkeiten 1 und 2. Ein Beispiel bildet ein fester 
Körper, der in Wasser eingetaucht ist. Dieses Beispiel wollen wir 
der Betrachtung zu Grunde legen und durch 1 das Wasser, durch 2 
die Luft bezeichnen. 

Wir nehmen zuerst an^ dass ein Theil der Oberfläche des festen 
Körpers, in welchem der Rand der Wasseroberfläche (also die Linie, 
deren Element wir rf/,23 genannt haben) liegt, ein Theil eines ver- 
ticalen Cylinders von beliebigem Querschnitt; und dass der Körper 
in verticaler Richtung beweglich ist. Wir suchen die Kraft Z, die 
vertical abwärts ^ also in der Richtung der z- Achse, ausser seinem 
Gewichte auf ihn wirken muss, damit das Gleichgewicht besteht 
Wir finden dieselbe, indem wir das Princip der virtuellen Ver- 
rückungen auf eine gewisse Yerrückung unseres Systemes anwenden. 
Wir denken uns, wie das in Fig. 1 angedeutet ist, eine Fläche /*, 

Flg. 1. welche den festen Körper um- 

schliesst und von jeder Flüssig- 
keit einen Theil abgrenzt; alle 
Funkte^ die ausserhalb dieser 
Fläche, oder in ihr liegen, 
sollen an ihren Orten bleiben; 
der feste Körper werde um i 
yertical abwärts verschoben, 
die Theilchen der Flüssigkeiten 
werden so bewegt, dass die 
Punkte des Randes der Wasser- 
oberfläche keine Verrückungen 
erleiden und das Volumen 
jeder Flüssigkeit ungeändert 
bleibt. Wir wollen annehmen, 
dass dabei allen Flüssigkeitstheilchen, welche mit dem festen Körper 
in Berührung sind, bis auf diejenigen, die der Grenzfläche beider 
Flüssigkeiten unendlich nahe sind, dieselbe Verschiebung ertheilt 
werde, wie dem festen Körper. Für diese Verrückung ist die Arbeit 
der Kraft Z 

= Zfi'. . 18) 

Um die Arbeit der Capillarkräfte und der Schwere angeben zu 
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können^ behalten wir die früher gebrauchten Zeichen bei^ verstehen 
unter ^5,2 aber nur ein Element des Theils der Treunungsfläche 
von 1 und 2, der innerhalb der Fläche F Kegt, und nennen ü den 
Umfang des horizontalen Querschnitts des Cylinders^ von dem ein 
Theil der Annahme nach einen Theil der Oberfläche des festen Kör- 
pers ausmacht. Bei der gedachten Yerrückung vergrossert sich dann 
die Berührungsfläche von 3 und 1 um ü b\ während die Berührungs- 
fläche von 3 und 2 um ebensoviel sich verkleinert. In Folge hiervon 
nnd bei Rücksicht auf den Ausdruck 7) ergiebt sich die Arbeit der 
Capillarkräfte 

= (^31 — ^23) ^«' — ^12 r ^«12 (7 + T') * ^^s («1 i) . 19) 

Die Arbeit der Schwere endlich findet man mit Hülfe des Aus- 
drucks 9) 

= ^ (f*i — f*3) ^f^h\ « cos (^3^) 4- ^ (^2 — ^3) s idsj^z cos (n^z) 

r 20) 

— ^ (f*i — 1^2) H^n^^ cos {n^€) . 

Die Summe der Ausdrücke 18), 19) und 20) muss verschwinden. 
Wählt man zur a:y -Ebene die Niveau -Ebene und berücksichtigt, dass 
dann die Gleichung 14) gilt, so ergiebt sich hieraus 

= Z + (^31 — ^23) U + ff(^^ — ftj) fds^yz cos (ngz) 

•> 21) 

+ ffiH — ^3) / ^^23 ^ COS (n^z) . 

Wir geben dieser Gleichung noch eine andere Gestalt. Bezeichnet 
ds ein Element der Oberfläche eines vollständig begrenzten Raumes, 
n die nach dem Innern desselben gerichtete Normale von ds, so ist 
das Integral 



/' 



dsz cos (nz) , 



ausgedehnt über die ganze Oberfläche» gleich dem negativ genomme- 
nen Volumen des Baumes, wie der durch die Gleichungen 6) der 
eilften Vorlesung ausgesprochene Satz lehrt. Bemerkt man, dass 
dasselbe Integral, ausgedehnt über einen beliebigen Theil eines der 
2 -Achse parallelen Cylinders oder über einen beliebigen Theil der 
^"y-Ebene, verschwindet, so kann man den Werth finden, den es 
erhält, wenn es über einen begrenzten Thejl jener geschlossenen 
Oberfläche ausgedehnt wird; man darf nämlich diesen Theil zu einer 
geschlossenen Oberfläche machen durch Hinzufügung einer Fläche, 
die aus einem Stücke eines der z- Achse parallelen Cylinders und 
einem Stücke der a;y-Ebene besteht. Die beiden in der Gleichung 21) 



146 Dreizehnte VorleBung. 

Yorkommenden Integrale lassen sich hiemach durch zwei Volnmina 
ausdrücken. Wir construiren die Fläche^ welche durch die Bandcurre 
des Wassers begrenzt und zusammengesetzt ist aus einem Theile 
eines verticalen Cylinders und einem Theile der Niveau -Ebene; wir 
setzen voraus , dass diese Fläche ganz innerhalb des festen Körpers 
liegt; dann theilt sie denselben in zwei Theile^ von denen der eine 
mit der Flüssigkeit 1^ der andere mit der Flüssigkeit 2 in Berüh- 
rung ist; die Volumina dieser Theile nennen wir V^ und V^ ; dann ist 

/ ds^^z cos {n^z) = — Fl und / ds2'^z cos («3^) ^= — V^ . 

Führt man noch durch 17) den Winkel u;/ ein, so wird hiemach die 
Gleichung 21) 

Z = ^ (^1 — ^3) ^i+ff (f*2 — f*3) ^2 + ^12 cos w^U. 

§5. 

Wir wollen nun einen Fall betrachten, der den eben behandelten 
als speciellen in sich schliesst ; der feste Körper 3 habe eine beliebige 
Gestalt und sei in einer beliebigen Richtung, die wir p nennen wollen, 
yerschiebbar. Es soll die Kraft P gefunden werden, die auf den 
Korper in der Richtung p ausser der betreffenden Componente seines 
Gewichtes wirken muss, damit das Gleichgewicht besteht. Wir den- 
ken ims den Körper in der Richtung p um s' verschoben; die Flüs- 
sigkeitstheilchen , welche ihn berühren, sollen alle die gleiche Ver- 
schiebung erfahren, während die Theilchen, welche in und ausserhalb 
der Fläche F (s. Il^g. 1) liegen, an ihren Orten bleiben und die 
Elemente ds 12 solche Verschiebungen e erleiden, dass der Bedingung 
der Incompressibilität genügt wird. Die Flächen, deren Elemente 
durch ds^^ und dS2^ bezeichnet sind, erleiden dann keine Aenderong 
ihrer Grösse, dagegen erfährt der Rand der Trennungsfiache der 
beiden Flüssigkeiten eine Verschiebung, Nimmt man hierauf Rück- 
sicht, so erhält man durch eine Betrachtung, die im Uebrigen der- 
jenigen gleich ist, durch welche wir die Gleichung 21) abgeleitet 
haben, wenn man wiederum die Niveau -Ebene zur a;y -Ebene wählt, 

= /> + ^ (^, — ii^)jd$^^z cos (n^p) 

+ ff(i^2 — f^a) A^23^ cos (n^p) 22) 



— -^12 / ^^123 CO^ (^12 P) ' 



Wir wenden diese Gleichung zuerst auf einen Fall an, in dem die 
Richtung p wieder mit der Richtung von z übereinstimmt. Der 
Körper 3 sei eine horizontale Platte, deren Randfläche ein Theil 



-» 
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eines kreisförmigen verticalen Gylinders ist. Ihre untere Fläche soll 
mit der Flüssigkeit 1 in Berührang sein^ so dass der Sand derselben 
die Linie ist, deren Element wir dli2z genannt haben. Fassen wir 
den Rand der unteren Fläche als eine unendlich schmale Fläche von 
unendlich grosser Exümmung auf, so haben wir statt dessen zu sagen, 
dass die genannte Linie in diesem Bande liegen soll. Das Besultat 
der Gleichung 22) ist ersichtlich bei der einen Auffassung dasselbe, 
wie bei der andern. Nennt man V das Volumen der Platte, f die 
Grosse, U den Umfang ihrer Grundfläche ^ Zq den Werth von z für 
ihre untere Fläche, ^q den Big. «. 

in Fig. 2 bezeichneten ^ 8 

Winkel, den die Rich- 




tung «1,2 mit der Ver- ^^ "^ ^<^ 

längerung des Radius der 
Platte bildet, wobei 



i^izP) = ^0 — I ^n 

wird, und nimmt man an, dass die Trennungsfläche der beiden Flüssig- 
keiten eine Rotationsfläche ist^ deren Achse mit der Achse der Platte 
zusammenfallt, so wird die Gleichung 22) 

= P + g{(i^-^2)V — g{ii,- ^2) zj- A,,U Bin 9, . 23) 

Der Werth von Zq kann innerhalb gewisser Grenzen geändert wer- 
den; mit ihm ändert sich auch ^q] wie diese beiden Grössen zusam- 
menhängen ^ werden wir bei der Untersuchung der Gestalt der . 
Trennungsfläche zweier Flüssigkeiten finden. 

Wir wollen nun die Gleichung 22) auf den Fall anwenden, dass 
die Richtung p eine horizontale ist; sie sei die Richtung der o;- Achse. 
Ist ds ein Element der Oberfläche eines vollkommen begrenzten 
Raumes, n die nach dem Linem dieses gerichtete Normale von ds^ 
so verschwindet das Integral 

jdsz cos (nx) , 24) 

wie die erste der Gleichungen 6) der eilften Vorlesung zeigt. Hier- 
aus folgt, dass der Coefficient von fi^ ^^ ^) verschwindet, und dass 
die beiden Glieder dieser Gleichung, welche Flächenintegrale ent- 
halten, sich in das eine 

ff (f*i — 1^2) f^hx ^ cos (n^x) 25) 

zusammenziehn. Das hier vorkommende Integral lässt sich weiter 
darstellen als eines, das auszudehnen ist über den Theil der Ober- 
fläche des festen Körpers, der zwischen der a;^- Ebene und der Grenze 
der Trennungsfläche der beiden Flüssigkeiten liegt, wenn man noch 
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benutzt, dass das Integral 24) auch verschwindet; wenn es über einen 
Theil der xy- Ebene genommen wird. Wir wollen annehmen, dass 
die Grenze der Trennungsfläche der beiden Flüssigkeiten die a;y-£bene 
nicht schneidet, also ganz oberhalb oder ganz unterhalb derselben 
liegt. In beiden Fällen wollen wir durch ^^3 ein Element des ge- 
nannten Theils der Oberfläche des festen Körpers bezeichnen; der 
Ausdruck 25) ist dann 

= ± ^ (ft, — (I2) l^h ^ cos {n^x) , 

wo das obere Zeichen in dem ersten, das untere in dem zweiten 
der beiden Falle gilt, vorausgesetzt, dass die untere Flüssigkeit wieder 
die Flüssigkeit 1 ist. Hiemach ist die Gleichung 22) 

= /*+ ^ (^1 — f*2) l^h^ cos (^3^) — -^12 /^'i23 cos (^12^) • 26) 

Wir wollen die Rechnung weiter führen unter der Voraussetzung, 
dass der feste Körper eine zur a;- Achse senkrechte Platte ist, die in 
der Richtung der ^- Achse die sehr grosse Länge b besitzt. In ihrer 
Nähe, auf der Seite der negativen x, befinde sich eine ihr parallele, 
feste Platte von gleicher oder noch grösserer Länge. Die beiden 
Fälle, die in der Gleichung 26) zu unterscheiden sind, sind in Fig. 3 
und Fig. 4 dargestellt. 

Fig. 3. Fi«. 4. 





Die Elemente ^^3 und dl^^z ^^^ ^^^ grössten Theile der ^-Acl^ 
parallel; diejenigen, die es nicht sind, können bei^der Bildung der 
beiden Integrale, um die es sich handelt, vernachlässigt werden. Auf 
der äusseren Seite der beweglichen Platte ist 

+ (^12^) = «^1 — I ; 



auf der inneren 

daher verschwindet das nach dli 



^i + ^i 



,23 zu nehmende Integral in 26). 
Ferner ist auf der äusseren Seite der Platte 



auf der inneren 



cos («3^;) = — 1 

=+1. 
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Endlich kann xnan äs^^=»bäz setzen^ wenn man die Bestimmung 
hinzufügt y dass die untere Grenze des Integrals der kleinere Grenz- 
werth von z, die obere der grössere sein soll. Hiemach wird die 
Gleichung 26) in den beiden unterschiedenen Fällen 



/>=^(^, — ^j)ft 



Z " — 2 " 



wenn der Werth von z für die Grenze der beiden Flüssigkeiten an 
der inneren Fläche der beweglichen Platte mit z\ an der äusseren 
mit z" bezeichnet wird. Je nachdem dieser Ausdruck von P positiv 
oder negativ ist, üben die beiden Platten scheinbar eine Anziehung 
oder eine Abstossung auf einander aus. Wie die Grössen z' \ind z" 
abhängen von der Natur der Flüssigkeiten und der Platten, so wie 
dem Abstände der letzteren, lehrt die Untersuchung der Gestalt der 
Trennungsfläche zweier Flüssigkeiten. 



Vierzelmte Vorlesmig. 

(Integration der Differentialgleichiing für die Berührnngsfläche zweier 
schweren Flüssigkeiten in dem Falle, dass dieselbe eine Botationafläche ist und 
die Abstände der betrachteten Punkte von der Rotationsachse sehr klein oder 
sehr gross sind. Erste und zweite Näherang.) 

§1- 

Wir wollen uns jetzt mit der Integration der Differentialglei- 
chung beschäftigen, die wir für die Trennungsfläche der beiden 
Flüssigkeiten 1 und 2 gefunden haben. Legen wir die o;^- Ebene 
in die Niveauebene, so ist dieselbe die Gleichung 14) der vorigen 
Vorlesung, nämlich 



ia+i). 1) 



wenn 



gesetzt ¥rird« Wir nehmen die Constante ^^2 ^ negativ an. Nur 
unter dieser Bedingung ist ein stabiles Gleichgewicht möglich; denn 
nach den in § 2. der vierten Vorlesung gemachten Auseinandersetzun- 
gen erfordert ein solches, da^ das Potential der wirkenden Kräfte 
ein Maximum sei, und ein Maximum findet nicht bei der positiv ge- 
nommenen Oberfläche einer incompressibeln Flüssigkeit statt — diese 
kann ins Unendliche wachsen — , wohl aber bei der negativ genom- 
menen. Wir bezeichnen femer die dichtere Flüssigkeit durch 1, die 
weniger dichte durch 2; dann ist ä^ positiv. Ist auch a positiv, was 
wir festsetzen, so ist dieses, wie aus der Gleichung 1) ersichtlich, 
eine Länge. Nach den Gleichungen 4) und 6) der vorigen Vorle- 
sung ist nun 



-i- 4- 4 = — /"— 4- ^^ 



nnd a:ß.y 1^ : - | : 1 , 

WO a, ßf y die Cosinus der Winkel bedeuten, die die nach dem 
Innern der Flüssigkeit 1 gezogene Normale der Oberflache dieser mit 
den Coordinatenachsen bildet Ss folgt hieraus 
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yi+^j'+0'' /i+(fe)V(|/' /h^W+17 

und nach 1) 

dt dz 

wo der vorkonunenden Wurzelgrösse das positive oder negative Vor- 
zeichen zu geben ist, je nachdem y positiv oder negativ ist. Diese 
pairtielle Differentialgleichung für z verwandeln wir in eine gewohn- 
liche durch die Annahme, dass die Oberfläche^ um die es sich handelt, 
ein Theil einer Rotationsfläche ist, deren Rotationsachse mit der 
r- Achse zusammenfallt. Setzen wir 



wo die Wurzelgrösse positiv zu nehmen ist, so ist dann 

dz X dz dz y dz 

dx u du * dy u du 

und die Gleichung 2) wird 

dz_ 
a* 1 d ^ du 

z = ^~-, , . 3) 



2 



" ' V' + (SV 



z und u können wir hierbei als die rechtwinkligen Coordinaten eines 
Punktes der Gurve ansehn, in der die Oberfläche von einer durch 
die ^- Achse gelegten Ebene geschnitten wird. Die Gleichung 3) 
wollen wir dadurch umgestalten, dass wir in sie einen Winkel <& ein- 
fähren, zu dessen Definition wir zunächst 

y = =« cos d 

/i + & 

setzen-, wir vervollständigen dieselbe durch die Gleichung 



du 



V 



1 + (£)• 



= sin^ . 



Hierdurch ist 'd' bis auf ein Vielfaches von 2;r bestimmt; dabei können 
und wollen wir festsetzen^ dass % sich stetig ändert, wenn man auf 
der Curve stetig fortgeht. Aus den für cos ^ und sin %' aufgestellten 
Ausdrücken folgt 
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d. h. ^ ist ein Winkel, den die Tangente der Gorve mit der ti-Äehse 
bildet, und den eine Linie beschreibt, die von der t/- Achse aus in 
dm Sinne gedreht wird, bis sie der Tangente paraUel ist, in dem 

sie um -^ gedreht werden muss, um die Richtung der ^- Achse zu 

erhalten. Bei Rücksicht auf die Gleichung y = cos d kann man 
hierfür auch sagen: ^ ist ein Winkel, den die nach dem Innern 
der dichteren Flüssigkeit gezogene Normale, n^, mit der ^- Achse 
bildet, und den eine Linie beschreibt, die von der z- Achse aus in 
demselben Sinne gedreht wird, bis sie die Richtung von n, hat. Die 
Gleichung 3) wird dann 

Wir wollen die Gleichungen 4) und 5), die zusammen die Gleichung 3) 
ersetzen, nur für die Fälle integriren, dass u sehr klein oder sehr 
gross für die Punkte der betrachteten Fläche isi 

§2. 

Wir nehmen zuerst an, dass u als unendlich klein zu betrachten ist. 
Dieser Fall ist näherungsweise verwirklicht z. B. bei der Flüssigkeits- 
oberfläche in einer engen, verticalen Rohre von kreisförmigem Quer- 
schnitt, die in eine grossere Wassermasse getaucht ist, oder bei der 
Oberfläche eines kleinen Quecksilbertropfens, der auf einer horizon- 
talen Glasplatte ruht. Aus 5) folgt, dass dann im Allgemeinen z 
unendlich gross ist; wir nehmen an, dass dieses stattfindet, dass die 
Unterschiede der Werthe von z für die verschiedenen Punkte der 
zu betrachtenden Curve aber nicht unendlich gross sind; bezeichnen 
wir durch Zq einen dieser Werthe, so können wir hiemach für 5) 
schreiben 

<^ 1 d(usui9') 



z 



oder 



^ 2 u du 



+ con8t 9 • ^ 



wo const die Constante der Integration bedeutet. Diese muss ver- 
schwinden, wenn, wie wir annehmen wollen, die z- Achse die Flüssig- 
keitsoberfläche schneidet, weil sonst für t^ «» die linke Seite der 
gefundenen Gleichung unendlich werden würde, die rechte aber nicht 
unendlich werden kann. Zugleich wollen wir in Betreff der Bedeu- 
tung von Zq festsetzen, dass 

z = Zq für tt = 
sein soll. Wir haben dann 

ti aa ^ sin 9 , 6) 
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Dabei ist 

^• = für ti = 0, 

wenn, wie wir annehmen wollen und wie es in den beiden ange- 
führten Beispielen der Fall ist, an dem Punkte (w = 0, z = z^) ^® 
dichtere Flüssigkeit die untere ist. 

Differentiiren wir die Gleichung 6) und multipliciren das Resul- 
tat mit der Gleichung 4), so erhalten wir 

efz == — sin d'd^ , 

und hieraus durch Integration bei Rücksicht darauf, dass z >= z^ 
für -^ = ist, 

z — Za = cos d . 7) 

Die Gleichungen 6) und 7) zeigen, dass die Flüssigkeitsoberflache 
eine Kugel ist, deren Radius dem absoluten Werthe von — gleich 

ist, und deren Mittelpunkt die ^-Coordinate Zq -j hat. Die dich- 

tere Flüssigkeit ist hiemach durch eine convexe Oberfläche begrenzt, 
wenn z^ positiv, durch eine concave, wenn Zq negativ ist. Der Werth 
von Zq ist durch den Winkel w^ bedingt, den die Gleichung 17) der 
vorigen Vorlesung bestimmt. Handelt es sich z. B. um die Ober- 
fläche einer Flüssigkeit in einer verticalen Rohre von dem Radius By 
so ist 

fürtt = Ä ^ = w^ — '^\ 
setzt man diese Werthe in die Gleichung 6), so erhält man 



ö« 



^0 = — ;ß cos «^1 • 8) 

Ein Fall, der sich oft der Betrachtung darbietet, ist der, dass u;, = 

ist; er findet statt, wenn der feste Körper, um den es sich handelt, 

von der Flüssigkeit 1 benetzt wird. In diesem Falle giebt die 

Gleichung 8) 

_ fl« 

^0 — — Ti^ ; 

die Oberfläche der Flüssigkeit in der Röhre wird dabei eine 
Halbkugel. 

Sind die Werthe von u nicht imendlich klein, aber klein, so 
bilden die entwickelten Gleichungen eine erste Näherung; suchen 
wir jetzt eine zweite. Aus der Gleichung 5) folgt, wenn wir die 
Voraussetzung festhalten, dass die 2 -Achse die Oberfläche schneidet, 

a^ 8iad'=^- I zudu . 9) 



U' 



.4. 
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Schreiben wir hier z^ -\' {z — z^) für z, wo Zq wieder den Werth 
von z für t< = bedeutet ^ so erhalten wir 

a' sin ^ a-s ZqU -| — j {z — z^) udu . 

Wir kommen zu den Formeln der ersten Näherung, zunächst zu 
der Gleichung 6) zurück, wenn wir das Glied, welches das Integral- 
zeichen enthält, vernachlässigen; wir finden eine zweite, wenn wir 
in diesem Gliede z — z^ und u mit Hülfe der Gleichungen 7) und 6) 
durch ^ ausdrücken. Wir erhalten dadurch 

fl^ sin ^ «o ZqU -|- 2 (— ) -T— jr- / (1 — cos d) sin ^ cos d-dd" 

oder 

zoti-a^sm^-y (sm^-l ^^ j- 10) 

Differentiirt man diese Gleichung und multiplicirt das Resultat mit 
der Gleichung 4), so erhält man eine, deren Integration z als Func- 
tion von ^ ergiebt. 

In dem Falle der verticaJen Rohre vom Radius R giebt die Glei- 
chung 10) einen Werth von Zq , der genauer ist, als der durch 8) be- 
stimmte. Um ihn zu finden, kann man in dem Gliede, durch welches 
die Gleichungen 10) und 6) sich unterscheiden, z^ durch 8) ausdrücken. 
Wird die Röhre benetzt, so bekommt man auf diesem W^e 

§ 3. 

Man kann die Gleichungen 4) und 5) femer integriren, wenn 
man u als unendlich gross annimmt. Man setze 

ti = tio + a: , 11) 

wo u^ eine unendlich grosse Constante bedeutet, die so gewählt ist^ 
dass für die Punkte, die betrachtet werden, x endlich ist. Führt 
man in 5) die Differentiation nach u aus und vernachlässigt unend- 
lich Kleines gegen Endliches, so erhält man dann 

o* (2 sind' ,a. 

und die Gleichung 4) wird 

dz^\%^dx. 13) 

Es sind dieses dieselben Gleichungen, welche man unmittelbar aus 2) 
erhalten haben würde, wenn man die rechtwinkligen Goordinaten 
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Xj y, z beibehalten und die Annahme eingeführt hätte, dass z von y 
unabhängig ist. Multiplicirt man sie mit einander , so erhält man 
eine integrable Gleichung und durch Integration 

z^ crss Const — a^ cos d 
oder auch z^ = 2ö' (h — cos^ - j , 14) 

wo h eine willkürliche Constante bedeutet. Dieselbe ist nothwendig 
positiv, da z^ positiv ist, kann aber grosser oder kleiner als 1 sein. 
Diese Fälle bieten einen wesentlichen Unterschied dar. Ist A ^ 1, so 
kann z nicht verschwinden, also auch nicht das Zeichen wechseln; 
dasselbe gilt, der Gleichung 1) wegen, daher auch von der Krümmung 
der Curve, deren variabler Punkt die Coordinaten x, z hat; dagegen 
kann ^ verschwinden oder = 2^ werden, d. h. es giebt Punkte, in 
denen die Tangente horizontal ist und die dichtere Flüssigkeit unter 
der weniger dichten liegt. Das Umgekehrte findet statt, wenn A < 1 
ist; dann giebt /Cs keine solche Tangente, ^ kann nicht verschwinden 
oder = 29r werden, aber z kann =0 sein; es giebt Punkte^ die in 
der Niveauebene liegen, und in denen die Krümmung Null ist. 
Für den Fall A > 1 setzen wir 

^ = h^ |-| = *5 15) 

bezeichnen wir dann wieder die positiv zu nehmende Wurzelgrösse 
yi — k^ sin* ^ mit -^^, so wird die Gleichung 14) 

oder wenn wir das Maximum von z in dem Falle, dass z positiv ist, 
und das Minimum von z im entgegengesetzten Falle durch c bezeich- 
nen, wobei 

c* = ¥ 16) 

wird, 

z — c^t . 17) 

Die Gleichung 12) giebt 

z BS a' cos 2ilf'^ , 

ax 

woraus bei Rücksicht auf 17) folgt 

2 ^^ 

oder 

X -= c ((^ - l)f^ +J^i>dt) , 18) 

WO die untere Grenze der beiden Integrale eine willkürliche Con- 
stante ist. 
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Für den Fall A < 1 setzen wir in 14) 

h = cos^ { = ^^ 19) 

indem wir unter f einen VITerih von 9' verstehen, den dieses erreichen, 
aber nicht überschreiten kann; und femer 

COS - =« cos 2 sin t ; 20) 

da hiemach 

z^ css2d^ cos* ^ cos*^ 

ist, so können wir zur weiteren Bestimmung von ^ festsetzen: 

• 

z = J^2 ö cos ~ cos ^ . 21) 

Für einen Punkt der betrachteten Curve kann man %' als zwischen 
und 2n liegend annehmen, also y als zwischen und n liegend; 

da nach 20) sin -r- nicht verschwinden kann, so liegt — dann immer 
zwischen den genannten Grenzen und wir erhalten aus 20) 

sin -j = Ai^ . 

Die Gleichung 12) wird hiemach 

z--aMl-2^^)co8i5^g, 

woraus in Verbindung mit 21) sich ergiebt 

X ^J^ + aY2p^di,, 22) 

WO die untere Grenze der beiden Integrale wiedemm eine willkür- 
liche Constante ist. 

§4. 

Die abgeleiteten Gleichungen wollen wir jetzt auf die Falle 
anwenden, da^ der Modul k der elliptischen Integrale, auf die wir 
gefQhrt sind, unendlich klein oder »s 1 isi Setzen wir zunächst in 
den Gleichungen 17) und 18) k unendlich klein. Durch Entwicke- 
lung nach Potenzen von k^ foiden wir dann 

z msxcCi — — sin^^M «= c n — "4- + -r cos 2^ j 

und, wenn man benutzt, dass 

'sin* ^ef ^ = I - ^^"^ + Const. 

ist, 

a; e= £-- sin 2^ + Consi 
4 



/■ 
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Diese Ausdrücke von z und x zeigcfti, dass die Gurve, um die es 
sich liandelt, ein Kreis ist, dessen Radius gleich ist dem absoluten 

Werthe von V oder nach 16) von ^r- • Ist die Flüssigkeit zwischen 

zwei parallele; verticale Platten eingeschlossen ^ die von ihr benetzt 
werden und in der Entfernung 2e von einander sich befinden, so 
muss dieser Kreis die Platten berühren; sein Badius muss =» e^ und 
also; da c dann negativ ist^ 

sein. 

In dem Falle, in dem die Gleichungen 21) und 22) gelten, 

erhält man, wenn man k^ also auch cos — unendlich klein annimmt; 

• 

^ 35= a y2 cos ^ cos ^ , a: = z^ ^ + Const. , 
also 

2: = ö /2 cos ^ cos f ^ 1- Const. j . ' 

Die hierdurch dargestellte Linie ist eine Sinuslinie. Um ein Beispiel 
zu erhalten, in dem diese Gleichung gilt, denken wir uns eine hori- 
zontale Platte, an deren unterer Fläche eine kleine Menge einer sie 
benetzenden Flüssigkeit sich befindet; diese kann im Gleichgewicht 
sein, während ihr Profil die Gestalt ACB hat, abgesehn davon, dass 
der Abstand des Punktes C Kig. 6. 

von der Geraden AB nicht 
unendlich klein ist; dabei ist 

K2 C 

Für A: = 1 endlich geben die Gleichungen 17) und 18) dasselbe 
Resultat wie die Gleichungen 21) und 22): um die Einführung von 
doppelten Vorzeichen unnöthig zu machen, wollen wir bei der An- 
wendung jener festsetzen, dass ^ zwischen und 2:r, also nach 15) 

^ zwischen — -^ und •\- y gewählt werde; bei der Anwendung 

dieser, dass für i, welches oder 2% sein kann, derjenige von diesen 
beiden Werthen genommen werde, für den das Vorzeichen von 

« 

cos ~ mit dem Vorzeichen von z übereinstimmt. Sind diese Be- 

dingongen für einen Punkt der zu betrachtenden Gurve erfüllt, so 
sind sie es für alle ihre, im Endlichen liegenden Punkte; denn %^ 
kann die Grenzen und 2% nicht überschreiten und z das Vor- 
zeichen nicht wechseln, da der Fall, den wir hier betrachten, die 
Grenze zwischen den beiden Fällen bildet, dass das in der Gleichung 

Klrohhoff, Meohanik. U 
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14) vorkommende h y oder ^ 1 ist. . In Folge dieser Festsetzmigen 
ist dann cos ^ positiv und daher 

cos i) =3 d"^ . 
Benutzt man^ dass 

ist, so ergiebt sich hieraus 

* = c (i lg tg ^ + cos ^ j + Const. 



■ « 
csin- 



23) 



«5;^ Figur 6 soU eine ungefähre Vor- 

r \ Stellung von dem Verlauf der 

V J durch diese Gleichungen darge- 

* ^.^^„^ stellten Curve geben. Ein Theil 

■ -"t:^^ — -^"^^^^ ^^ derselben kann das Profil der 

Flüssigkeitsoberfläche bilden; das ist z. B. der Fall, wenn in eine 
grosse Wassermasse eine ebene Platte in beliebiger Richtung ein- 
getaucht ist. 

§ 5. 

Die in den beiden vorigen Paragraphen entwickelten Gleichun- 
gen können als eine erste Näherung für den Fall betrachtet werden, 
dass die Flüssigkeitsoberfläche eine Rotationsfläche ist, deren Rota- 
tionsachse mit der z- Achse zusammenfallt und bei der dier Radius u 
für diejenigen Punkte, die in Betracht kommen, sehr gross ist. Man 
hat dann, wie es in 11) geschehen ist, 

w = w^, + o; 

zu setzen und Uq als eine sehr grosse Constante zu betrachten. Eine 
zweite Näherung findet man auf dem folgenden Wege. Die Glei- 
chungen 4) und 5), um deren Integration es sich handelt, lassen 
sich schreiben 

a* sin ^ fl* d sin ^ 

^ 2tt Y dü~ 

dz r^ig^du . 

Man multiplicire dieselben mit einander und forme das dann auf- 
tretende Glied 

o* sin d-dz 

welches bei der ersten Näherung vernachlässigt ist, dadurch um, dass 
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man u^ für u setzt und die Gleichungen benutzt , die bei der ersten 
Näherung gelten. Dadurch erhält man eine Gleichung, die integrirt 
werden kajin und z als Function von d' auszudrücken erlaubt. Ist 
das geschehen, so kann man mit Hülfe der Gleichung 4) auch u als 
Function von d* darstellen. 

Beschränken wir uns auf den Fall, für welchen in erster Nähe- 
rung die Gleichungen 23) gelten, so finden wir auf dem bezeichne- 
ten Wege 

II* siu ^ 008 -g dO" , 

zdz -\ :rp= = ^ sin ^dd' , 

wo, wie auch im Folgenden, von den Doppelzeichen das obere oder 
das untere zu nehmen ist, je nachdem z positiv oder negativ ist. 
Durch Integration folgt hieraus 

z* = — «2 cos -d- + ^ cos^ - + Const. 

' 3 I/o 2 ' 

Um die Constante der Integration zu bestimmen, hat man zu be- 
achten, dass z verschwinden muss, wenn x = -f- <x> wird, und dass, 
wie aus der ersten der Gleichungen 23) hervorgeht, o; = + cx> ist, 
wenn d' = 2n oder = ist, je nachdem z positiv oder negativ ist. 
Bestimmt man hiemach die mit Const. bezeichnete Grösse, zieht die 



a 



Quadratwurzel und vernachlässigt die höheren Potenzen von — , so 

«0 

findet man bei Bücksicht auf das Vorzeichen, welches z haben soll, 



«• 



2r = + ö ]/2 sin - 



r »\ 



24) 



3F2110 sin«^ 
V 2 y 

Diese Gleichung kann auf einen Fall angewendet werden, den 
wir in der vorigen Vorlesung betrachtet haben, und auf den die 
Gleichung 23) derselben sich bezieht, auf den Fall nämlich, dass 
eine horizontale kreisförmige Platte mit ihrer unteren Fläche eine 
Flüssigkeit berührt. Wir setzen von dieser jetzt voraus, dass ihre 
Oberfläche sich in die Unendlichkeit erstreckt, und nennen Uq den 
Badius der Platte, Zq und ^^ die Werthe von z und % für w = i/q. 
Es haben z^ und ^^ dann dieselbe Bedeutung, wie an dem ange- 
führten Orte und die Gleichung 24) giebt die Beziehung zwischen 
diesen beiden Grössen, atif welche dort hingewiesen worden ist. 

Wir werden die Capillarerscheinungen nicht weiter verfolgen 
und bei unseren weiteren Untersuchungen auf die Capillarkräfte 
keine Bücksicht nehmen. Bei ihrer Erörterung haben wir keinen 
Gebrauch von dem Begrifie des Druckes gemacht, der in den allge- 
meinen Gleichungen der Hydrostatik und Hydrodynamik eine wichtige 
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Rolle spielt. Dieser Begriff hat auch hier seine Bedeutung. Bei 
einer Flüssigkeit ^ auf welche Gapillarkräfte wirken ^ ändert sich der 
Druck im Innern gerade so, als ob diese Kräfte nicht vorhanden 
wären^ aber unendlich nahe an der Oberfläche ändert er sich unend- 
lich schnell. Die Gapillarkräfte ^ die auf ein Theilchen wirken ^ 
welches in endlicher Entfernung von der Oberfläche liegt, heben sich 
nämlich auf, an der Oberfläche aber geben sie unendlich grosse 
Resultanten. Hierdurch werden bei der Untersuchung der Oapillar- 
erscheinungen Schwierigkeiten herbeigeführt; wenn man den genann- 
ten Begriff benutzen will; wir haben diese vermieden, indem wir 
einen anderen, zuerst von Gauss betretenen Weg eingeschlagen habeii. 






Fftnfzehiite Vorlesung." 

(Hydrodynamik. DifiPerentialgleichungen von Lagrange und von Euler. 
Rotationen der Flüasigkeitaiheüchen. Wirbellinien und Wirbelf&den. Ge> 
schwindigkeitspoiential. Mehrwerihiges Geschwindigkeitspotential in einem 
mehrfach zusammenhängenden Baume.) 



§ 1. 

Wir wenden uns jetzt zur Hydrodynamik und zunächst zu den- 
jenigen Bewegungen der Flüssigkeiten ^ bei denen die Reibung sich 
nicht merklich macht. Wir haben es hier mit der Entwicklung der 
Gleichungen 23) und 24) der eilften Vorlesung , d. h. der Gleichungen 






_ ,.v 3p 



= (ty- 



dy 



1) 



^'' dz 



da, , (Zu , tv , dn\ ^ 



2) 



zu thun ; zu welchen eine Relation zwischen dem Drucke p und der 
Dichtigkeit ft hinzukommt. 

Wir formen zuerst die Gleichung 2) um, welche ausspricht, dass 
ein Massenelement bei seiner Bewegung uugeändert bleibt, und 
welche die Gleichung der Continuität genannt zu werden pflegt. Wir 
nennen x^y y^y Zq die Coordinaten des materiellen Punktes der 
Flüssigkeit zur Zeit t^y der zur Zeit t die Coordinaten Xy y^ z hat« 
Das Yerhältniss der Volumina, welche dieser Punkt zu den Zeiten / 
und /q einnimmt, ist dann die Determinante 

dx ox ox 



dxo' 


ho' 


d*o 


dy 


dy 


dy 


dx,' 


8yo' 


dzf 


dz 


dz 


dt 



dxo ' dyo ' ^z^, 

wie aus der Gleichung 13) der zehnten Vorlesung hervorgeht, wenn 
man erws^ dass die Grössen, die in den Gleichungen 26) derselben 
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Vorlesung a^ b, c, genannt, hier mit x^^, y^, Zq bezeichnet sind. 
Die Bedingung, dass diese Determinante ^ mit ii multiplicirt, von I 
unabhängig ist, ist hiemach gleichbedeutend mit der Gleichung 2). 
Nun sollen a, b, c irgend welche von einander unabhängige Grossen 
bedeuten, die den materiellen Punkt, dessen Coordinaten zur Zeit t 
X, y, z sind, bestimmen*, es bestehen dann 9 Gleichungen, von denen 
die übrigen aus der einen 

da: ___ da: dxo • doc dtfp i dx_ dzo 
da dxQ da ' dyo da ' dzo da 

durch Yertauschung von x mit y, z oder von a mit b , c hergeleitet 
werden können. In Folge dieser Gleichungen ist, wenn 

die dx 
dh * Ji 

db' 

dz^ 
db > 

gesetzt wird, nach einem Satze der Determinantentheorie, den 
wir am Ende des § 2. der zehnten Vorlesung abzuleiten Gelegenheit 
gehabt haben, 



ii 



dx 

Fi' 

dy 

da'' 

di^ 
da' 



dy_ 

de 

dz_ 
de 



= D 



3) 



/> = 



dx 

dy 

dxQ ' 

dxo ' 



dx 
dyo 

dyo ■ 

iL _ 
dyo ' dz( 



dx 

dzo 



dzo 
dz 



dxQ 
da ' 

dyo 

da ' 

dz^ 



dxa dxQ 



db ' de 

dyo dyo 

db ' 

dzo 

da ' db ^ de 



de 

dzf^ 



Hieraus folgt, dass die Gleichung 2) durch die Bedingung, dass ^D 
von i unabhängig ist, d. h. durch die Gleichung 



Üt^ — f) 
dt ^ 

ersetzt werden kann. 

Die Gleichungen 1) multipliciren. wir 

mit K^ oder mit -J^ oder mit %^ 



4) 



da 

dy^ 
da 

dz 
da 



db 

dy 

dz 

db 



de 

dy 

de' 

dt 

"de 



und addiren sie jedesmal; sie werden dann 

/rf»« y\ dx , /(Py y\ dy , fePz 'Adz . 1 dp .. 



((fix 
\dfi 



--) 



dx^ I (^y __ 

db "» \dt* 



>■)% + (S - ^) 



{^-^)%+{%-y)%+($'>-A 



dz_ 
db 

dz_ 

de 



+ 



i_dp^ 
fi> db 



5) 
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Die Gleichungen 4) und 5) sind unter dem Namen der Lagrange- 
schen hydrodynamischen Gleichungen bekannt; man hat bei ihnen 
^j y? ^} P sic^ ^^^ Functionen der unabhängigen Variabein a, b, c, t 
vorzustellen. 

Die Oberfläche der Flüssigkeit muss nach § 6. der zehnten Vor- 
lesung immer aus denselben Theilchen gebildet sein. Denken wir 
uns die Gleichung derselben als eine Gleichung zwischen x, y, z, (, 
so muss daher; wenn man x, y^ z durch a, b, c, l ausdrückt ^ t 
herausfallen; die Gleichung der Oberfläche muss eine Gleichung 
zwischen a, b, c, sein. Eine zweite Bedingung, die an dieser Ober- 
fläche, d. h. an der Fläche, in der die Flüssigkeit einen andern Kör- 
per berührt, zu erfüllen ist, ergiebt sich aus § 4. der eilften Vorle- 
sung: ein Element der Berührungsfläche muss von jeder Seite aus 
denselben Druck erleiden. 

Wir nehmen mit den Gleichungen 5) noch eine Aenderung vor. 
Wir setzen zuerst 



=/¥ 



6) 



und denken uns dieses Integral ausgeführt mit Hülfe der Relation, 
die zwischen p und /i besteht, die untere Grenze beliebig gewählt. 
Wir machen femer die Annahme, dass die Kräfte X, Y ^ Z ein 
Potential, F, haben, so dass 

d'x^ dy^ dz 

ist. Dann vereinfachen sich die Gleichungen 5) zu den folgenden 

di* da ' dt^ da ' di^~ da da 

d^dx,^du^t^dz^^d(r^^PJ -. 

d/» db • dl* db "T" dfl db db *J 

^dx^i^dy^ifl dt ^ d(y—P) , 
di^ de ' di^ de "" di^ de de 

Ist die Flüssigkeit incompressibel, so wird die Gleichung 4) 

^ = 8) 

und nach 6) l(ann man setzen 

§2. 

Für die Anwendung ist oft eine andere Form der hydrodyna- 
mischen Gleichungen, die sogenannte Euler'sche, bequemer als die 
Lagrange'sche; bei ihr hat man sich die Geschwindigkeiten u, v^ w 
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und den Druck p als Functionen von x, y, z, t vorzustellen. 
Man hat 



dx 

dt = "^ 


dy 
dt~'' 


dl 
dt-"^^ 


d*x du 
dt* ^ dt ' 


ä^y dv 
d^ ~ dt ' 


d^z dw 
dt* "^ dt » 



also 

nun bedenke man, dass das Zeichen ä den Zuwachs bezeichnet, den 
die dahinter stehende Grösse, bezogen auf denselben materiellen Punkt, 
in dem Zeitelement dt erleidet, d. h. den Zuwachs, den sie erfahrt, 
während / um dt wächst^ a, b, c aber ungeändert bleiben. Bleiben 
a, bf c ungeändert, so wachsen x, y, z resp. um udt, vdt, wdt, 
wenn / um dt zunimmt; hieraus folgt 

du du . du X du i du 

Tt-Tt + Tx+'di+'^rz 

und es gelten die Gleichungen, die aus dieser entstehen, wenn man 
unter den Differentiationszeichen u gegen v oder w oder ^ vertauscht. 
Führt man auch hier die durch 6) definirte Grösse P und die Vor- 
aussetzung ein, dass die wirkenden Kräfte das Potential V haben, so 
werden hiemach die Gleichungen 1) und 2) 

dt dx '^ dy dz dx 

dv , dv , dv . dv d{y—P) -^. 



und 



dw , dw ,' dw . dw d(y — P) 



d(i I g(f*«) , d(tiv) , d(fiw) _r^ 

Tt + "^dT- + '-dT + ""a^ ^ • "^ 

Für ein Element der Fläche, in der die Flüssigkeit einen andern 
Körper berührt, gilt nach Gleichung 32) der zehnten Vorlesung die 
Bedingung, dass die Componente der Geschwindigkeit nach der 
Normale für beide Körper denselben VITerth hat, und zu dieser tritt 
wieder die zweite hinzu, dass das Element von jeder Seite her den- 
selben Druck erleidet. 

Ist die Flüssigkeit incompressibel , so erhält P auch hier den 
durch 9) bestimmten ViTerth uud die Gleichung II) wird 

rx + '^ + T-^' 12) 

§8. 

Wir haben in der zehnten Vorlesung gesehn, dass die Verände- 
rung, welche ein unendlich kleiner Theil eines Körpers bei seiner 
Bewegung erfahrt, zusammengesetzt ist aus einer Verschiebung, einer 
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Drehung und einer Ausdehnung gewisser Art; und haben in 28) 
Ausdrücke f&r die Componenten der Drehung^eschwindigkeit aufge- 
stellt Nennen wir n, %, q diese Componenteu; so ist^ wie wir dort 
gefunden haben 

2ä «3 ^ .— — 
dy dz 

o __ ^ du \ 

^ dx dy 
Wir wollen jetzt in Bezug auf die Drehung der Flüssigkeitstheilchen 
gewisse Sätze ableiten, welche gelten, sobald die wirkenden Kräfte 
ein Potential haben, und welche von Helmholtz*) entdeckt worden 
sind. Wir gehen von den Gleichungen 7) aus und führen in diese 
die Geschwindigkeiten u, v, t^ ein; dadurch werden sie 

du dx t dv dy t dw dz_ _^ d jf^ — P) 
H da "^ dl da '^ dt da da 

du_dxtdv^dy^idwdz^^^ djf^— P) 
dt db ■» rf/ ^6 •" dt db " db 

^^^ i ^^ ^ M — — d{y — p) 

'dlYc'^'dl'dc'^dtdc de 

Aus je zweien von ihnen kann man V — P eliminiren. Differentürt 
man die zweite nach c^ die dritte nach h und zieht beide von einan- 
der ab, so erhält man eine Gleichung ^ die nach i integrirt werden 

diu 

kann, da in Folge der Gleichung u = -j^ 

d_^ /du dx\ d (du_ dx\ d_ /du dx du_ dx\ 

de \di db) ~ a* \di Je) ~ dt \^c db db de) 

ist und die beiden Relationen bestehn; die aus dieser herrorgehn; 
wenn man u und x mit v und y oder w und z vertauscht. Aus 
dieser einen integrabeln Gleichimg erhält man zwei andere, wenn 
man a, by c cyklisch vertauscht. Bezeichnet man durch A*, ß^ C 
drei von / unabhängige Grössen^ so hat man daher 

du^dx ^^r£]^^ ^p dy 

de db db de ' de db db de 

d%o dz dw dz 

de db db do 
du dx du dx »^ dv dy dv dy^ 

da de de da "^ da de de da - ,v 

\dwdz^ ?if^==s2Ä' 

' da de de da 

du dx du^ dx , dv_ dy dv dy 

db da da db ' db Wa da db 

+ dtodz^ dw dz_ Qyv 
db da da db~^^ ' 



_\dfD€z_ dwöz^ Q jf 

"r a^ PA ;)* pft ^^ ^^ 



*) Boichardt'8 Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 56. 
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Diese Gleichungen lassen sich auf eine einfachere Form bringen. 
Zu diesem Zwecke multipliciren wir sie zuerst mit ^9 ^^; ö~ und 

^ da CO de 

addiren sie. Die Glieder, welche u enthalten, heben sich dann Tort; 
die Glieder, welche von Vj und diejenigen , welche von w abhangen, 
ziehen sich zusammen, wenn man die Differentialquotienten von a,h,c 
nach Xj tjy z in die Rechnung einführt. Wir denken uns die Glei- 
chungen, welche .r, y^ z als Functionen von a, b, c, t darstelleo, 
nach a, bj c aufgelöst, so dass diese Grössen als Functionen von 
X, y, r, t erscheinen. Wir bezeichnen durch da, db, de und dx, dy, dz 
entsprechende Aenderungen, welche a, b, c und x, y, z erleiden, 
während t ungeändert bleibt; die Gleichungen * 

dc^p-dx + ^^dy + ^dz 

ox * dy ^ ^ dz 

sind dann die Auflösungen der Gleichungen 



dz^p-da + t-db-^^dc. 

Ca * CO • cc 



Hieraus folgt 



^ __ J^ /dx dy^ dy^ dx\ 

dz~ J) \db de db de) 

^6^ ^_ J;^ (dx dy dy^ dx\ 

dz D \dc da de da) 

dz D \^ db da db) ' 

wo D die in 3) angegebene Bedeutung hat. Hiemach sind die Glie- 
der, welche v enthalten, in der Gleichung, die wir aus den Glei- 
chungen 14) zu bilden beschäftigt sind, 

n (^ ?£ -L ^ ?*. -L ??. ^^\ 

^\da dz "^ db dz "^ de dt) 

d.h. z^g. 

In ähnlicher Weise findet man das von w abhängige Glied derselben 
Gleichung 
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80 dass ihre Imke Seite ist 

D^^^p^Y oder nach 13) — 2J)n . 

Setzen wir noch 

X = — A^D , B' = — Byi,D , C = — Cyi,B ^ 

wobei dann auch A, B , C drei von t unabhängige Grössen bedeuten, 
da nach 4) das Product ^iD von t unabhängig ist, und fügen der 
gebildeten Gleichung die beiden hinzu, die aus ihr entstehen, wenn 
man für x und n setzt y und % oder z und q^ so erhalten wir 

Wir haben unter a, h, c irgend welche Grössen verstanden, welche 
ein Flüssigkeitstheilchen bestimmen; bei der Discussion der Glei- 
chungen 15) wollen wir annehmen, dass a, ^, c die Goordinaten 
sind, welche ein Theilchen im Augenblicke /s=0 hat, also die 
Werthe, welche a;, y,'z für / = besitzen. Die Grössen A, B, C 
haben dann eine leicht angebbare Bedeutung; sie sind die Werthe, 

welche - • - • — , für ^ = haben. Daraus fliesst zunächst diese 
f*. f*' /*' 

Folgerung: Wenn ein Flüssigkeitstheilchen im Augenblick / = 
nicht rotirt, wenn also für dasselbe in diesem Augenblicke y(, %, Q 
gleich Null sind, so müssen für dasselbe A, B, C, also nach 15) 
n, X^ Q zu jeder Zeit, verschwinden; ein Flüssigkeitstheilchen, wel- 
ches einmal nicht rotirt, rotirt niemals. 

Ein anderer Schluss, der aus den Gleichungen 15) gezogen werden 
kann, ist der folgende. Es seien a, &, c und a -^ da, b + db, c-^-dc 
die Anfangscoordinaten zweier unendlich naher Theilchen, x, y, z 
und X -{- dx, y -{- dy, z -{- dz also die Goordinaten derselben Theil- 
chen zur Zeit /; da, db, de sollen so gewählt sein, dass 

daidbidc^^AiBiC 

ist, also so, dass für / = die Verbindungslinie der beiden Theilchen 
mit der Drehungsachse an ihrem Orte zusammenfällt Diese Doppel- 
proportion ist gleichbedeutend mit den Gleichungen 

da^^^As, db = B€, dc = C6, 

wo B eine unendlich kleine, von / unabhängige Grösse bedeutet. 
Setzt man die hieraus sich ergebenden Werthe von i^, ^, 6^ in die 
Gleichungen 15), so werden diese 
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d. h. es ist 



rfa; = - f , dy = ^B, dz = ^i] 16) 



dx : dy : dz = n : X : Q , 

Hierdurch ist ausgesprochen^ dass die Verbindungslinie der beiden 
betrachteten Theilchen immer mit ihrer Drehungachse zusammenfallt. 

Bezeichnen wir mit k die Drehungsgeschwindigkeit, d. h. 
setzen wir 

so geben die Gleichungen 16) 

k = ^ j/dx^ + dy^ + dz^ , 17) 

d. h. die Drehungsgeschwindigkeit ändert sich mit der Zeit so, dass 
sie proportional mit dem Producte aus dem Abstände der beiden 
Theilchen in die Dichtigkeit bleibt. 

Den durch die Gleichungen 16) und 17) ausgesprochenen Sätzen 
wollen wir noch eine andere Form geben. Wir denken uns in 
einem Augenblicke, von einem beliebigen Punkte der Flüssigkeit 
ausgehend^ eine Linie ^ deren Richtung überall übereinstimmt mit 
der Richtung der Drehungsachse der Theilchen, die sie eben trifft; 
eine solche Linie nennen wir mit Helmholtz eine Wirbellinie. Die 
Gleichungen 16) sagen dann aus, dass alle FlüssigkeitstheilcheUi 
welche in einem Augenblicke auf einer Wirbellinie liegen, zu jeder 
Zeit auf einer solchen sich befinden. Wir können hiemach von 
den Aenderungen reden, die eine Wirbellinie mit der Zeit erfahrt, 
indem wir festsetzen, dass' eine WirbeUinie immer durch dieselben 
Flfissigkeitstheilchen geht. 

Um den in der Gleichung 17) bewiesenen Satz auf eine neue 
Weise auszusprechen , definiren wir noch einen Ausdruck. Unter 
einem Wirhelfaden verstehen wir einen unendlich dünnen Faden, 
welcher aus der Flüssigkeit durch die Wirbellinien ausgeschnitten 
wird, die durch die Punkte des Umfanges einer unendlich kleinen 
Fläche gehen. Wir können von den Aenderungen sprechen, die ein 
Wirbelfaden mit der Zeit erleidet, indem wir festsetzen, dass ein 
Wirbelfaden immer dieselben Flüssigkeitstheilchen enthält Wir be- 
trachten ein unendlich kurzes Stück eines Wirbelfadens und nennen 
/ seine Länge, q seinen Querschnitt; ft^/ ist dann seine Masse und 
ändert sich also mit der Zeit nicht; nach 17) ist aber die Drehungs- 
geschwindigkeit k dieses Stückes mit ft/ proportional; daraus folgte 
dass qk constant ist, dass also das Produkt aus der Drehungage- 
fichwindigkeit in den Querschnitt eines unendlich kurzen Stückes 
eines Wirbelfadens mit der Zeit sich nicht ändert. 



oder 
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Wir beweisen noch eine Eigenschaft desselben Productes qk. 
Es sei dt ein Element des Volumens eines beliebigen Theiles der 
Flüssigkeit; ds ein Element der Oberfläche dieses Theiles und n die 
nach seinem tnnem gerichtete Normale von ds. Nach einem yon 
ims schon vielfach benutzten Satze ist dann 

/^^ ($1 + li + ll) = "/^' (^ ^^' in^) + X cos (ny) + q cos (n z)) 

=1 — I dsk cos (Arn) , 18) 

wenn wir durch k gleichzeitig die Richtung der Drehungsachse und 
die Grosse der Drehungsgeschwindigkeit bezeichnen. Aus den Glei- 
chungen 13) folgt aber, dass der Factor von dt, mithin das Integral 
auf der linken Seite der Gleichung 18) verschwindet; es ver- 
schwindet also auch das Integral auf ihrer rechten Seite. Diesen 
Satz wenden wir auf einen Theil eines Wirbelf adens an^ der durch 
zwei zu seiner Länge senkrechte Querschnitte begrenzt ist; g' und q" 
seien die Grössen dieser beiden Querschnitte , k' und k'' die ent- 
isprechenden Werthe der Drehungsgeschwindigkeit; für den einen 
der beiden Querschnitte ist 

cos (Arn) = 1 , 
fiir den andern = — 1 , 

während für alle anderen Theile der Oberfläche dieser Cosinus ver- 
schwindet. Der bewiesene Satz giebt daher : 

q'k\=q'k'\ 

Das Product aus der Drehungsgeschwindigkeit in den Querschnitt 
eines Wirbelf adens, welches für denselben Theil sich mit der Zeit 
nicht ändert; ist in demselben Augenblick auch für alle seine Theile 
dasselbe. 

Hieraus ist zu schliessen^ dass ein Wirbelfaden im Innern der 
Flüssigkeit nicht aufhören kann. Ein Wirbelfadeu endigt entweder 
iu der Oberfläche der Flüssigkeit oder läuft in sich zurück. 

§4. 

Wenn alle Theilchen der betrachteten Flüssigkeit in einem 
Augenblicke nicht rotiren^ so rotiren sie nach einem der im vorigen 
Paragraphen bewiesenen Sätze niemals; immer und überall ist dann 
in Folge der Gleichungen 13) 

dv dv) duf du du dv 
dz dy "* dx dz ' dy dx 

Diese Gleichungen bilden die Bedingung dafär, dass es eine Func- 
tion von X, y, Zy t giebt, die wir durch 9 bezeichnen wollen, die 
die Eigenschaft hat, dass 
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ist. Diese Function ip ist von Helmholtz mit dem Namen Geschwin- 
digkeitspotential belegt. Wenn die Bewegung vollkommen bestimmt 
ist^ also u, V, w bestimmte Functionen von x^ y, z, t sind, so ist 
das Geschwindigkeitspotential noch nicht vollkommen bestimmt; in 
seinem Ausdrucke bleibt eine additive Function von / willkührlicb, 
da die Gleichungen 19) die einzigen sind; denen q> zu genügen hat, 
und aus denen es zu berechnen ist. 

Setzt man die Werthe von i/, v, w aus 19) in die Euler'schen 
Gleichungen 10) ^ multiplicirt dieselben mit dx^ dy^ dz und addirt 
sie, so erhält man eine integrable Gleichung und durch Integration 

wo C eine Grösse bedeutet , die von x, y, z unabhängig ist, aber 
von t abhängen kann. DifiFerentürt man diese Gleichung partiell 
nach X, y oder z, so kommt man in der That zu den Gleichungen; 
die aus 10) durch 19) entstehen. Ohne die Allgemeinheit zu beein-* 
trächtigen, kann man die Grösse C =^ setzen, so dass man hat 

indem man über die additive Function von ^, die in 9 vorkommt, 
passend verfügt denkt; dadurch wird dann für einen bestimmten 
Fall q> bestimmt bis auf eine additive, sowohl von t, als von x, y, z 
unabhängige Grösse, die willkührlich bleibt; vorausgesetzt, dass V 
vollständig gegeben ist, dass also über die additive, willkührliche 
Function von / verfügt ist, die in seinem Ausdrucke vorkommt, 
wenn nur die wirkenden Kräfte gegeben sind. 

Die Gleichung der Gontinuität in der Euler'schen Form, die 
Gleichung 11) nämlich, wird durch Einführung des Geschwindig- 
keitspotentials 



dt "^ dx "T dtf "^ dz ~ 



21) 



Das Geschwindigkeitspotential fp ist nicht immer eine einwer- 
thige Function von x, y, z, t] es kann vielwerthig sein, aber nur 
unter einer gewissen Bedingung, und auch dann nur in gewisser 
Weise, wie wir jetzt zeigen wollen. 

Gesetzt q)' und y" seien zwei Werthe von (p für ein Werth- 
sjstem von x, y, z, t] die Differenz tp' — tp" muss dann ui^^ndert 
bleiben, wenn bei ungeändertem i der Punkt {x, y, z) stetig in der 
Flüssigkeit verrückt wird und für q> und q>" immer diejenigen 



-^i". — 
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Werthe von (p genommen werden^ die sich stetig an einander 
scUiessen; es müssen nämlich die Differentialquotienten nach Xy y, z 
Yon fp und (p" einander gleich sein, da sie die Geschwindigkeiten 
Uf V, w sind. Wenn das Potential der wirkenden Kräfte, F, ein- 
werthig ist, so kann jene Differenz 9?' — 9?" auch mit der Zeit sich 
nicht ändern; denn, da P nach seiner in 6) gegebenen Definition, 
wie p und /it, einwerthig ist, so folgt dann aus 20), dass auch 

TJ7 nur einen Werth haben kann. 

Wir haben nun noch die Bedingung aufzusuchen, unter der 
eine Vielwerthigkeit von g> stattfinden kann-, da 9)' — g>" von der 
Zeit und vom Orte, wie wir eben gesehen haben, unabhängig ist, 
Yorausgesetzt, dass die ganze betrachtete Flüssigkeit eine zusammen- 
hangende ist, so brauchen wir nur festzustellen, unter welcher Be- 
dingung diese Differenz in einem Augenblicke und in einem Punkte 
von Null verschieden sein kann. Einen Werth von 9 können wir 
hier beliebig wählen wegen der additiven Constanten, die in 97 will- 
kührlich geblieben ist; wir setzen ihn =0, und haben dann zuzu- 
sehn, ob hier 9) einen von Null verschiedenen Werth haben kann. 
Für, einen Punkt (x, y, z), der von dem gewählten verschieden ist, 
(und für den betrachteten Augenblick) finden wir einen Werth von 
9>, indem wir ihn mit diesem durch eine beliebige Linie, die nur nicht 
die Grenze der Flüssigkeit überschreiten darf, verbinden und über 
diese Linie das Integral 

\udx + vdy -f wdz) 22) 



f 



ausdehnen. Lassen wir diese Linie bis zu dem ursprünglich gewählten 
Funkte zurücklaufen, so kann das Integral 22) einen von Null 
verschiedenen Werth von tp für denselben Punkt geben; ist das der 
Fall, so ist 9) mehrwerthig; ist aber das Integral 22) für alle Linien 
der bezeichneten Art = 0, so ist 9) einwerthig. Denken wir uns 
nun, dass eine solche Linie stetig in eine andere übergeführt werde, 
ohne dass bei einer Zwischenlage die für sie angegebenen Bedingungen 
verletzt werden; das betrachtete Integral ändert sich dabei stetig 
oder gar nicht; der erste Fall kann nicht eintreten, da eine mehr- 
werthige Function für ein Werthsystem ihrer Argumente eine Beihe 
von stetig sich aneinander schliessenden Werthen nicht darbieten 
kann; das Integral ändert sich also gar nicht. Ist die Linie unend- 
lich klein, so ist das Integral Null; es ist daher für jede Linie Null, 
die sich in der bezeichneten Weise in eine unendlich kleine über- 
führen lässt. Das Besultat dieser Schlüsse ist, dass das Geschwindig- 
keitspotential einwerthig sein muss, wenn eine jede geschlossene 
Linie, die in der Flüssigkeit in einem Augenblicke durch einen 
Punkt gezogen werden kann, sich stetig und ohne aus der Flüssig- 
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keit herauszutreten in diesen Punkt zusammenziehen lässt Ob 
diese Bedingung erfüllt ist^ hängt von der Gestalt des Baumes ab, 
den die Flüssigkeit einnimmt. Man nennt einen Baum, für den sie 
erfüllt ist, einen einfach zusammenhängenden. Dieser Name beruht 
auf einer andern Eigenschaft eines solchen Raumes, die mit der 
angegebenen nothwendig verbunden ist; auf der Eigenschaft, durch 
jeden Querschnitt in zwei getrennte Theile zu zerfallen. Unter einem 
Querschnitt ist dabei eine Fläche zu verstehen; die ganz im Innern 
des Baumes liegt, sich selbst nicht schneidet und vollkommen be- 
grenzt ist durch ihren Schnitt mit der Oberfläche des Baumes. Ein 
Beispiel eines einfach zusammenhängenden Baumes ist eine volle 
Kugel oder eine Kugel, aus der eine kleinere ausgeschnitten isi 
Das zweite Beispiel soll darauf aufmerksam machen, dass ein ein- 
fach zusammenhangender Raum nicht durch eine zusammenhangende 
Fläche begrenzt zu sein braucht. Einem einfach zusanunenhängenden 
Baume steht gegenüber ein zweifach^ dreifach überhaupt mehrfach 
zusammenhängender. Ein zweifach zusammenhängender Baum ist ein 
9oIcher,- der durch einen passend gewählten Querschnitt in einen 
einfach zusammenhängenden verwandelt wird; ein dreifach zusammen- 
hängender kann durch einen Querschnitt zu einem zweifach zusammen- 
hängenden gemacht werden, u. s. f. Ein Beispiel eines zweifach 
zusammenhängenden Baumes bildet ein Bing oder eine Kugel, &U8 
der ein Bing ausgeschnitten ist. Es ist hier nicht erforderlich, den 
BegrüBP des Zusanmienhangs eines Baumes allgemein mit Strenge 
zu begründen und dabei den Nachweis zu führen, dass immer die 
beiden für einen einfach zusammenhängenden Baum angegebenen 
Merkmale mit einander verbunden sind; in den einfachen Fällen, in 
denen wir von jenem Begriff Gebrauch zu machen haben werden, 
ist er der Anschauung unmittelbar zugänglich. 



Sechszeliiite Vorlesung, 

(Incompressible Flüssigkeiten. Potential von Massen , die in Punkten con- 
centrirt, oder in einem Baume oder in einer Fläche stetig verbreitet sind. 
Potential einer Doppelschicht. Der Green^sche Satz. Darstellung einer Func- 
tion F, die in einem Baume der Gleichung dV =^ genügt und mit ihren 
ersten Differentialquotienten einwerthig und stetig ist, durch die Summe der 
Potentiale einer einfachen Massenschicht und einer Doppelschicht in der Ober- 
fläche des Baumes. Bedingungen, welche zur Bestimmung von V genügen. 
Stromlinien und Stromf&den. Fall, 'dass der zu betrachtende Baum sich in die 
Unendlichkeit erstreckt. Mehrwerthige Lösungen der Gleichung Jtp s=n o, 
Massenpotentiale, die nur von zwei Coordinaten abhängig sind.} 



§ 1. 

Wir werden uns jetzt mit der Bewegung einer incompressibeln 
Flüssigkeit unter der Voraussetzung^ dass ein Geschwindigkeits- 
potential existirty beschäftigen. Die Gleichung 21) der vorigen 
Vorlesung, die für dieses gilt, geht für eine incompressible Flüssig- 
keit über in 

Mit den Losungen dieser partiellen Differentialgleichung, die wir 
der Kürze wegen 

^9 = 1) 

schreiben wollen, werden wir es hier zu thun haben. Wir leiten 
zuerst gewisse Eigenschaften der eimverthigen Losungen derselben ab. 
Ist r die Entfernung des Punktes (o:, y, z) von einem Punkte 
(a, hy c)y d. h. ist 



r = ^(o: - af + (y - hf + (z - cf 
und m eine Constante, so ist 

7 2) 

eine particuläre Lösung der Gleichung 1); denn es ist 

Kirchhoff, Meohanik. 12 
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r a — X 
dx r* 


dx* *' r* r* 


r b — y 
dy H 




al 

r c — z 


a«* 

r Q (c - z)« 1 

a?« ~ p» r» ' 


r ' 


mithin auch z/ - e= . 

r 



Wir wollen ; wie wir es früher gethan haben , den Ausdruck 2) 
das Potential der Masse m in Bezug auf den Punkt {x, y, z) nennen, 
dabei aber eine Masse als positiv oder negativ annehmen. Dieses 
Potential ist stetig im ganzen Räume mit Ausnahme des Punktes, 
in dem die Masse sich befindet, wo es unendlich wird. In der 
Unendlichkeit werden das Potential und seine Differentialquotienten 
unendlich klein. Nennen wir dasselbe U und bezeichnen durch R 
der Grösse und Richtung nach die Linie, die vom Anfangspunkte 
der Coordinaten nach dem Punkte {x, y, z) gezogen ist, so nähern 
sich, wenn B ins Unendliche wächst, die Grössen 

Bü, Ä^g, R^f^, n^'i, 

den Werthen m, — m cos (Bx) , — m cos (By) , — m cos (Bz) , 

vorausgesetzt, dass der Punkt {a, ft, c) ebenso wie der Anfangspunkt 
der Coordinaten im Endlichen liegen. 

Die Gleichung 1) ist linear und homogen; daraus folgt, dass 
eine Summe von Lösungen wieder eine Lösung derselben ist; es ist 
also auch 

2' 

eine Lösung, wo die einzelnen Glieder der Summe sich durch ver- 
schiedene Werthe von a, h^ c und m unterscheiden. Wir werden 
diesen Ausdruck das Potential der Massen m, die in den Punkten 
{a, by c) liegen, zu nennen haben. Es ist überall stetig, ausser in 
diesen Punkten, wo es unendlich ist. Bezeichnen wir es durch U 
und lassen dem Buchstaben B die Bedeutung, in der wir ihn eben 
gebraucht haben, so nähern sich, wenn B ins Unendliche wächst, 
die Grössen 

BU, Ä^l^, /S^l^, B^^ 

dx ' dy ' dx 

den Werthen 
^^; —cos{Bx)^m, —C08 {By) ^»», --cos{Bz) ^m. 3) 
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m 

§ 2. 

Wir werden nun das Potential, U, von Massen betrachten, 
die einen Raum stetig erfüllen; dz sei ein Element dieses Raumes, 
k die Dichtigkeit in ihm und r seine Entfernung vom Punkte 
{x, y, z), so dass 



^=/^ 



4) 



Für alle Punkte (x, y, z), die ausserhalb des mit Masse erfüllten 
Raumes, in nicht verschwindender Entfernung von seiner Oberfläche 
liegen, verhält sich dieses Potential, wie das vorher betrachtete; es 
genügt nämlich der Gleichung 1), ist überall stetig, und, wenn der 
Punkt (Xy y, 2) in die Unendlichkeit rückt, so behalten die Aus- 
drücke 3) ihre Bedeutung, falls man Um durch f/cdt ersetzt. Aber 
auch in dem mit Masse erfüllten Räume ist U eine stetige Function 
von ar, y, z\ die freilich, wie wir später sehen werden, der Glei- 
chung 1) nicht genügt. Führt man nämlich statt der rechtwinkligen 
Coordinaten a, b, c, nach denen zu integriren ist, Polarcoordinaten 
ein, indem man setzt 

fl = a: -f- r sin 0- cos w 
b = y -]- r sin d' Bin w 
c = z '{' r cos '9' , 
so wird 

dz = r'^dr sin ^d&dw 

und U= I I I krdr sin -9- d% dw . 



^-m 



Die untere Grenze von r ist Null, wenn der Punkt (x, y, z) inner- 
halb des Raumes liegt, dem dz angehört, von Null verschieden im 
entgegengesetzten Falle und dann endlich oder unendlich klein, je 
nachdem der gedachte Punkt in endlicher oder unendlich kleiner 
Entfernung von der Oberfläche dieses Raumes sich befindet. Da 
aber die mit den Differentialen drd%dw multiplicirte Grösse für 
unendlich kleine Werthe von r nicht unendlich gross wird, so hat 
U in allen diesen Fällen einen angebbaren, endlichen Werth und 
ändert sich immer stetig, wenn der Punkt (a;, y, 2) verrückt wird. 
Wir wollen nun einen der ersten Differentialquotienten von U 

O 17 

untersuchen und wählen hierzu -^- • Es ist 

dz 

'dz ^ dz 

oder, da r, also auch — , eine Function von z — c ist, 

12* 
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d 

d 



also auch 



z ^ CO 



oder endlich ^ = l ds - cos {tiz) + / ^^ — '- ; 5) 

wenn ds ein Element der Oberfläche des mit Masse erfüllten Raumes, 
n die nach dem Innern dieses gerichtete Normale von ds bedeutet. 
Das zweite der in der Gleichung 5) vorkommenden Integrale ist ein 
Potential von derselben Art, wie üy nur ist die Dichtigkeit der Masse, 

dk 

von der es herrührt, im Punkte (a, b, c) nicht X:, sondern -^ \ das 

erste können wir bezeichnen als das Potential einer Masse, die auf 
der Fläche, der ds angehört, mit der Dichtigkeit A-cos(nz) ausge- 
breitet ist; wir gebrauchen dabei das Wort Dichtigkeit in einer 
andern Bedeutung als bisher. 

Es sei V das Potential in Bezug auf den Punkt {x, y, z) einer 
Masse, die mit der Dichtigkeit h auf einer Fläche, deren Element 
ds ist, verbreitet ist, so dass 



V 



rhdn 

■j— . 6) 



Es soll h endlich sein und sich stetig auf der Fläche ändern, diese 
endliche Dimensionen haben und nirgends eine unendlich grosse 
Krümmung besitzen. Wir wollen beweisen, dass auch für Punkte, 
die unendlich nahe an der Fläche liegen, V endlich ist und keinen 
Sprung erleidet, wenn der Punkt, auf den es sich bezieht, durch die 
Fläche hindurch geführt wird. Das Coordinatensystem, das wir 
beliebig wählen können, legen wir so, dass der Anfangspunkt in der 
Fläche sich befindet, nehmen den Punkt, auf den sich V bezieht, in 
der z- Achse an und diese als senkrecht auf der Fläche; wir haben 
dann den Werth von V für unendlich kleine, positive und negative 
Werthe von z zu untersuchen. Wir denken uns aus der Fläche 
einen Theil ausgeschnitten durch einen kreisförmigen Cylinder, dessen 
Achse die z- Achse ist und der den Radius R hat, einen Radius, der 
unendlich klein, aber gegen z unendlich gross und von diesem unab* 
hängig sein soll. Den Theil von F, welcher von der Masse herrührt, 
die auf dem ausgeschnittenen Flächenstücke sich befindet, nennen 
wir Fj. Der andere Theil von F, also V — F,, wird nicht unendlich 
oder unstetig dadurch, dass z = wird oder durch Null hindurch- 
geht; wir haben zu untersuchen, ob F, dieselbe Eigenschaft hat 
Wir wollen hierbei die Längeneinheit anders wählen, als bisher, 
nämlich so, dass z endlich wird; es wird dann R unendlich gross. 
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und Ton noch höherer Ordnung werden es die Krümmungsradien der 
Fläche; das ausgeschnittene Flachenstück wird daher eine ebene 
Kreisfläche Yon dem unendlich grossen Radius R] die Dichtigkeit h 
ist auf derselben als constant zu betrachten. Hiernach ist 



Vr 



r Q dQ 



d. h. . Fl = 2;r7# (^Ä^ + z^ — j/V^) , 7) 

wo j/z"^ den absoluten Werth von z bedeutet. Kehren wir zu der 
urspriinglichen Längeneinheit zurück, bei der B und z unendlich 
klein sind und bei der V im Allgemeinen endlich ist, so ergiebt sich 
bei Vernachlässigung von unendlich Kleinem 

F,=0; 

hieraus folgt, dass F endlich und stetig bleibt, wenn der Punkt, auf 
den es sich bezieht, durch die Fläche, auf der die Masse sich befindet, 
hindurchgeht. 

Wir ziehen aus der Gleichung 7) noch einen andern Schluss. 
Es folgt aus ihr 

dz yynt + ^t Yi*) 

oder^ da R unendlich gross gegen z ist, 

dz Yit ' 

dV 
d. h. r— ^ = — 2:jr7« , wenn z positiv, 

i= 2ich , wenn z negativ ist. 
^ 7" — -- ändert sich stetig, wenn z durch Null hindurchgeht; daraus 

ergiebt sich, dass -^ sprungweise um — Anh wächst, wenn z vom 

Negativen zum Positiven durch Null hindurchgeht. Wir fügen 

hinzu, dass, da F selbst keinen Sprung dabei erleidet, ^ - und ^ - 

stetig bleiben. 

Um uns unabhängig von dem speciellen Coordinatensystem zu< 
machen, das bei der Ableitung dieses Satzes benutzt ist, bezeichnen 
wir im Einklang mit der früher gebrauchten Weise, durch n das, 
was wir jetzt z genannt haben, und lassen das Coordinatensystem 
der Xy yj z unbestimmt. Weim der Punkt (a;, y, z) im Sinne der 
Normale n durch das Flächenelement ds hindurchgeht, so wächst 

^- um — 4ää und es wachsen, wie aus Formeln hervorgeht, die 

sich auf die Verwandlung rechtwinkliger Coordinaten beziehu; 
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dy dV df^ 

dx * dy ^ az 

um — Aich co^{nx) , — 4;r^ cos (ny) , — 4;rA cos (nz) . 8) 

Bezeichnen wir von den beiden Seiten der mit Masse belegten Fläche 
die eine als die innere, die andere als die äussere und nennen it,- 
und na die nach ihnen gerichteten Normalen von ds, so ergiebt sich 

^ 4- ^ = - 4;rÄ 9^ 

Wir kehren nun zur Betrachtung des durch die Gleichung 4) 
definirten Potentials, U, einer in einem Räume verbreiteten, Masse 
zurück. Wir haben schon gesehn ; dass an der Oberfläche dieses 
Raumes U selbst stetig ist; wir sehen jetzt, dass dasselbe von 

|— , ^, ^ gilt; es folgt dieses aus der Gleichung 5) und den 

beiden Gleichungen, die aus dieser entstehen, wenn man z, c gegen 
Xy a oder y, b vertauscht, da das durch die Gleichung 6) definirte V 
keinen Sprung an der Fläche, deren Element ds ist, erfahrt. Die 
Stetigkeit der ersten Differentialquotienten von U an der Oberfläche 
des mit Masse erfüllten Raumes hätten wir auch durch Einführung 
von Polarcoordinaten beweisen können, wie wir die Stetigkeit von ü 
selbst bewiesen haben. Anders aber verhält es sich mit den zweiten 
Differentialquotienten von U* Aus 5) und 9) folgt 

und mit Hülfe der Ausdrücke 8) findet man, dass, wenn der Punkt 
(x, y, z) aus dem äusseren Räume in den mit Masse erfüllten tritt, 

d^ü^ €^U d^ 

d^U ^U d^U 



dydz ' dzdx ' dxdy 
sprungweise die Vergrösserungen 

— in/c cos^ (nx) , — 47ck cos^ (ny) , — 4n:k cos* (nz) 

— 43rArcos(ny)cos(nz), — 4itkcoB(nz)cos(nx), — 4 ;r Ar cos (was) cos («y) 

'resp. erleiden. Der Sprung, den dabei JU ( d. h. ^-^ + ^-j + ?t) 

erfährt, ist daher — Ank] nun ist. im äusseren Räume z/2/«» 0, und 
daher in dem mit Masse erfüllten unendlich nahe an der Oberfläche 

dU^ — 4nk. 11) 

Diese Gleichung gilt aber nicht allein unendlich nahe an der Ober- 
fläche, sondern in dem ganzen mit Masse erfüllten Räume, um 
das zu beweisen, denke man sich diesen Raum in zwei Theile zer- 
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legt durch eine Fläche ^ die bei dem Punkte (o:, y, z) unendlich 
nahe vorbeigeht, und nenne V^ den Theil von ü, der von der 
Masse in dem Theile, in dem der Punkt {x, y, z) sich befindet; her- 
rührt. Man hat dann 

und Aü^ = — AiHk . 
woraus die Gleichung 11) hervorgeht. 

§•3. 

Wir wollen jetzt das Potential einer Massenvertheilung unter- 
suchen, die wir auf folgende Weise definiren. Es sei d^ ein Ele- 
ment einer mit Masse belegten Fläche, n die nach der einen Seite 
der Fläche gerichtete Normale desselben; auf den Normalen n sämmt- 
licher Punkte der Fläche denken wir uns unendlich kleine Längen 
abgetragen, die stetig variiren können; dadurch entsteht eine zweite, 
der ersten unendlich nahe Fläche, deren Elemente denen der ersten 
entsprechen; ein jedes Element dieser zweiten Fläche denken wir 
uns mit einer Masse belegt, die eben so gross, aber von entgegen- 
gesetztem Vorzeichen als diejenige ist, die sich auf dem entsprechen- 
den Elemente der ersten Fläche befindet. Das negativ genommene 
Product aus der Dichtigkeit der Masse auf dem Elemente ds der 
ersten Fläche in den, in der Richtung von n positiv gerechneten 
Abstand des entsprechenden Elements der zweiten Fläche von ds 
wollen wir durch i bezeichnen und als eine endliche Grösse annehmen. 
Das Potential, W^ dieser Massenvertheilung in Bezug auf den Punkt 
(x, y, z) ist dann, wenn a, b, c wieder die Coordinaten von ds 
bedeuten, bestimmt durch 






ff = / t^rfs, ^^) 



wo die Differentiation nach n sich auf eine Verschiebung des Punktes 
{cLj b, c) bezieht. Die in Rede stehende Massenvertheilung wollen 
wir eine Doppelschicht nennen, und im Gegensatze dazu eine Massen- 
vertheilung vne die, deren Potential durch 6) bestimmt ist, eine ein- 
fache Schicht; die Grösse i möge die Dichtigkeit der Doppelschicht 
heissen. 

Der in 12) für fF gegebene Ausdruck kann ungestaltet werden. 
Es ist 

WO {rn) den Winkel bezeichnet, den die von dem Punkte (x, y, z) 
nach dem Orte von ds gezogene Gerade mit der Richtung von n 
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bildet. Bezeichnet man durch dK die scheinbare Grösse des Flächen- 
elementes ds vom Punkte {x, t/, z) aus gesehen, d. h. das Stück 
einer Kugelfläche, die um (x, y, z) als Mittelpunkt mit ei&em der 
L*ängeneinheit gleichen Radius beschrieben ist, welches von einem 
Kegel ausgeschnitten wird, der in {x, y, z) seine Spitze hat imd 
durch den Umfang von ds gelegt ist, so ist hiemach 

cn ' ' 

wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem cos (r«) positiv 
oder negativ ist. Aendert dieser Cosinus sein Vorzeichen nicht 
innerhalb der ganzen Fläche, der ds angehört (eine Bedingung, die 
immer erfüllt ist, wenn vom Punkte {x, y, z) aus keine Tangenten 
an die Fläche gezogen werden können), so ist daher 



W 



^+ CidK, 13) 



wo wieder das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem cos {rn) 
positiv oder negativ ist. Ist jene Bedingung nicht erfüllt, so lässt 
die Fläche sich so in Theile zerlegen, dass jeder Theil ihr genügt, 
und man kann W als eine Summe solcher Ausdrücke darstellen, wie 
der in 13) für W angegebene einer ist. 

Wir wollen untersuchen, wie es sich mit der Stetigkeit von W 
in dem Falle verhält, dass der Punkt (x, y^ z) unendlich nahe an 
die Fläche, der ds angehört, heran oder durch sie hindurchtritt. 
Wenn eine Unstetigkeit hierbei stattfindet, so kann sie nur von den 
Theilen der Fläche herrühren, denen der Punkt (a;, y, z) unendlich 
nahe kommt. Wir legen wieder den Anfangspunkt der Coordinaten 
in die Fläche, wie wir es bei der Ableitung der Gleichung 7) gemacht 
haben, geben der z- Achse die Richtung von n und untersuchen den 
Werth von JF für den Fall, dass o; = 0, y = und z unendlich 
klein ist. Aus der Fläche denken wir uns ein Stück ausgeschnitten 
durch einen Kreise jlinder, dessen Achse die z- Achse, dessen Radius 
=*: jß ist, und nehmen an, dass B unendlich klein gegen die Dimen- 
sionen der Fläche, aber unendlich gross gegen z und von diesem 
unabhängig ist; wir nennen fV^ den Theil von fF, der von diesem 
Stücke der Fläche herrührt. Da 4ä die Oberfläche einer Kugel vom 
Radius 1 ist, so giebt die Gleichung 13), wenn man unendlich Steines 
vernachlässigt, 

für ein negatives z ^j = — 2ni 
für ein positives z ^j == + 2«i . 

Da in jedem dieser beiden Fälle W^ von z unabhängig ist, so kann 
W nicht unendlich gross sein, wenn z unendlich klein ist, und, da 
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/iT, um 4^1 sprungweise zunimmt^ wenn z wachsend durch Null 
hindurchgeht, so findet dasselbe bei W statt. 

Um -^ finden zu können, wollen wir für W^ einen Ausdruck 

aufstellen, bei dem Grössen, die mit z verschwinden, nicht vernach- 
lässigt sind. Wir gelangen zu einem solchen leicht mit Hülfe der 
Gleichung 12); diese giebt 



Hierans folgt 

'di ~ (fi« + z')V, 

oder, da z gegen R unendlich klein ist, 

Daraus^ dass -^ von z unabhängig ist und auch denselben Werth 

für positive und negative Werthe von z besitzt, folgt, dass -^ für 

z =» endlich und stetig ist. 

Das durch die Gleichung 12) definirte Potential einer Doppel- 
schicht, W^ ist also an dieser endlich, erleidet aber sprungweise die 
Vergrösserung 4Äi, wenn der Punkt (a;, y, z) in der Richtung von n 

durch sie hindurchgeht; der Diflferentialquotient -^ dagegen ist an 

ihr endlich und stetig. 

Wenn das Coordinatensystem ein beliebig gewühltes ist, so wer- 
den die DiflFerentialquütienten » , ^ - , -o— bei dem Durchgange 

durch die gedachte Fläche im Allgemeinen Sprünge erleiden, weil 
der Sprung, den dabei W erfährt, im Allgemeinen, d. h. wenn i auf 
der Fläche sich ändert, nach dem Orte, an dem der Durchgang statt- 
findet, ein verschiedener ist. Wenn i aber eine Constante ist, so 
erleiden jene Differentialquotienten an der Fläche keine Sprünge; 
wir werden hieran zu erinnern haben bei der Bestimmung eines 
mehrwerthigen Geschwindigkeitspotentials in einem mehrfach zu- 
sammenhängenden Baume. 



§4- 

Wir wollen jetzt einen Satz ableiten, der mit dem Namen des 
Green' sehen Satzes belegt ist, und aus dem die wichtigsten Eigen- 
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Schäften der Functionen; welche ein Geschwindigkeitspotential sein 
können ; sich erschliessen lassen. 

Es sei dt ein Element eines vollständig begrenzten Raumes, 
X, y, z seien die Coordinaten , desselben und ü und V zwei Func- 
tionen von Xy yj z. Die identischen Gleichungen 

dx dx ^^ da^ dx l dx j 

dy dy '^ dy* dy \ dy ) 

cz dz ' dz* dz y dz J 

addiren wir^ multipliciren mit dt und integriren nach diesem; wir 

setzen voraus^ dass U und y > ^ ^ "a- einwerthig und stetig in dem 

Räume sind; dem dt angehört, und bezeichnen durch ds ein Element 
der Oberfläche dieses Raumes, durch n die nach dem Innern desselben 
gerichtete Normale von ds'^ nach den so oft schon benutzten Glei- 
chungen 6) der eilften Vorlesung erhalten wir dann 

/*'(lfS+'4lf+lflf+^^'') 

oder 

Diese Gleichung heisst der Green'sche Salz, Sind auch V and 

7^ , -^ , ^7 in dem betrachteten Räume einwerthig und stetig, so 

c X oy z 

kann man in den Schlüssen, durch welche 14) abgeleitet ist, und V 
mit einander vertauschen und erhält dann 

Sind überdies U und V Losungen der Gleichung 1), so folgt 
hieraus 



J^-{''f.-yf:)-o 



15) 



Wir wollen nun durchweg in dieser Vorlesung durch V eine Func- 
tion bezeichnen; die in dem betrachteten Räume der Gleichung 
J V = genügt und mit ihren ersten Differentialquotienten ein- 
werthig und stetig ist. Setzen wir ferner in der Gleichung 15), was 
gestattet ist, £^ einer Constanten gleich; so wird sie 

tf 5 1^ = . 16) 

dn ' 



I 
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Sieht man V als ein Ton der Zeit unabhängiges Geschwindigkeits- 
potectial an^ so hat diese Gleichung eine leicht in Worten ausdrück- 
bare und auch von anderer Seite erweisliche Bedeutung; sie spricht 
aus; dass das Volumen der in der Zeiteinheit in den betrachteten 
Raum eintretenden Flüssigkeit gleich Null ist, wenn man ein Volu- 
men austretender Flüssigkeit als negatives Volumen eintretender in 
Rechnung bringt. 

Setzen wir femer in der Gleichung 15) 

Das ist erlaubt; wenn der Punkt (a, b, c) ausserhalb des Raumes 
liegt, dessen Element dt genannt worden ist. Es soll nun der 
Punkt (a, b^ c) innerhalb des ursprünglich gedachten Raumes liegen, 
die Gleichung 15) aber auf den Theil desselben angewandt werden, 
der übrig bleibt, wenn eine unendlich kleine Kugel, die um («, &, c) 
als Mittelpunkt beschrieben ist, von ihm ausgeschlossen wird; die 
Oberfläche dieser Kugel ist bei der Bildung der genannten Gleichung 
dann zu berücksichtigen. Es sei dS ein Element derselben, während 
ds ein Element der Oberfläche des ursprünglich gedachten Raumes 
bedeuten soll; man erhält dann 

WO auf der linken Seite des Gleichheitszeichens r dem unendlich 
kleinen Radius der Kugel gleichzusetzen ist. Das zweite Jntegral 
auf dieser Seite verschwindet daher, da, wenn man Polarcoordinaten 
einführt, 

dS^^r^sm^d^dw 

gesetzt werden kann; das erste wird 

wo V sich auf den Punk^ (a, b, c) bezieht. Man hat hiernach 
für dieses V 

4w<y dn 4»^ r dn 

Diese Gleichung stellt den Werth von V für einen beliebigen Punkt 
des gedachten Raumes als die Summe der Potentiale einer einfachen 
Massenschicht und einer Doppelschicht dar, die in der Oberfläche 
des Raumes liegen und deren Dichtigkeiten in dem Elemente ds 

resp. — 1^ 1^ und ^ V sind. Sie zeigt, dass auch die höheren 

Differentialquotienten von V nach den Goordinaten in dem ganzen 
Räume stetig sind. 
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Wir setzen jetzt in der Gleichung 14) 

sie 'wird dann 

f ä' {(?£)'+ O' +€))--/"<.■ «) 

Sehen wir V als ein Geschwindigkeitspotential und nehmen die 
Dichtigkeit der Flüssigkeit «» 1 an, so ist die linke Seite dieser Glei- 
chung das Doppelte der lebendigen Kraft derselben ; wir haben diese 
lebendige Kraft also durch ein über die Oberfläche zu nehmendes 
Integral ausgedrückt. 

§5. 

Wir wollen nun aus den im vorigen § aufgestellten Gleichungen 
Folgerungen ziehn; hauptsächlich werden wir darauf ausgehen, Be- 
dingungen zu linden, die zur vollständigen Bestimmung einer 
Function V genügen, dabei aber auch auf Eigenschaften dieser 
Functionen aufmerksam machen, die in anderer Hinsicht von Inter- 
esse sind. 

Die Gleichung 17) erlaubt für jeden Punkt des betrachteten 
Raumes V zu berechnen, wenn für alle Punkte der Oberfläche die 

Werthe von V und ^ gegeben sind. Es können aber nicht alle 

diese Werthe willkührlich gegeben werden; es ist vielmehr für den 
ganzen Raum F vollkommen bestimmt, wenn für die ganze Ober- 
fläche F, oder für einen Theil der Oberfläche V, für den andern 

|— gegeben ist, und es ist F bis auf eine additive Constante be- 

stimmt, wenn man ^ für die ganze Oberfläche kennt. Es ergiebt 
sich dieses aus der Gleichung 18). Ist nämlich für einen Theil der 

dy 

Oberfläche F = 0, für den andern .= 0, so verschwindet die 

rechte Seite dieser Gleichung; es verschjvindet also auch die linke, 
und da diese eine Summe von Gliedern ist, die nicht negativ sein 
können, so ist daher jedes dieser Glieder = 0, d. h. es ist F in dem 
ganzen Räume constant; da es weiter in einem Theile der Oberfläche 
= ist, so hat es diesen Werth überall. Sind nun die Werthe von 

F für den einen Theil und von V- für den andern Theil der Ober- 
en 

fläche nicht = 0, aber gegeben, und sind F, und Fj zwei Functionen, 
die diesen Werthen entsprechen, so genügt F^ — Fj den vorher über F 
gemachten Voraussetzungen; es folgt daraus für den ganzen Raum 
Fl = Fj. Dieselbe Betrachtung zeigt, dass, wenn für die ganze 

Oberfläche 5- verschwindet, F einer unbekannt bleibenden Constanten 
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gleich, und wenn für die ganze Oberfläche «- gegeben , V bis auf 

eine additive Constante für den ganzen Raum bestimmt ist. 

Wir knüpfen hieran die Bemerkung^ dass von allen Functionen 
V •\' Vy welche an der Oberfläche des betrachteten Raumes gegebene 
Werthe annehmen und in ihm einwerthig und stetig sind, die Func- 
tion r, welche diese Werthe an der Oberfläche hat, dem Integral 

den kleinsten Werth giebt, welchen es annehmen kann. In der That 
hat man 

« -/*' ((K)' + C)' + (f )') 

+/^'((|!)'+0' +«>')■ • 

Die Richtigkeit der ausgesprochenen Behauptung ergiebt sich daraus, 
dass das dritte von diesen Integralen stets positiv ist und das zweite 
der Gleichung 14) zufolge verschwindet, da z/ r= und an der Ober- 
fläche ^ = ist. Bezeichnet man das zweite f on den 3 Gliedern 
auf der rechten Seite der Gleichung 19), welches, wenn U unendlich 
klein, im Allgemeinen von derselben Ordnung, wie dieses ist, durch 
ÄÄ, so ist tf «ß = 0, sobald V die hier vorausgesetzten Eigenschaften 
besitzt. Diese Bemerkung ist von Nutzen, wenn es sich darum 
handelt, in der Gleichung z/ F = statt der rechtwinkligen Coordi- 
naten andere einzuführen; wir werden bei einer solchen Gelegenheit 
von ihr Gebrauch machen. 

§6. 

Um den Punkt (a, b, c) als Mittelpunkt denken wir uns eine 

Kugel mit dem beliebigen Radius R beschrieben, die ganz innerhalb 

des betrachteten Raumes liegt, und wenden auf diese die Gleichung 

17) an. Das zweite Integral derselben verschwindet dann in Folge 

von 16) und es wird 

1 



wir erhalten daher 



d 

r 1 

vn /f* 






7 



Vds . 20) 



Diese Gleichung lässt sich in Worten dahin aussprechen, dass der 
Werth von T im Mittelpunkte der Kugel dem arithmetischen Mittel 
seiner Werthe in den Punkten ihrer Oberfläche gleich ist. Jener 
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Werth liegt daher zwischen dem grossten und dem kleinsten dieser 
Werthe. Da das gilt, wie klein auch die Kugel gewählt wird^ so 
kann V in dem ganzen betrachteten Räume, welches auch seine Ge- 
stalt sein möge, kein Maximum und kein Minimum haben ; alle 
Werthe, die es erhält, liegen zwischen dem- grossten und dem klein- 
sten der Werthe, die es in der Oberfläche hat. Sind diese = 0, so 
ist überall F «= 0, und ist V an der Oberfläche gegeben, so ist es 
überall bestimmt. Wir haben so auf einem zweiten Wege einen Satz 
bewiesen, der schon im vorigen § abgeleitet ist; dieser Weg hat vor 
dem dort eingeschlagenen einen gewissen Vorzug, auf den im näch- 
sten § aufmerksam gemacht werden wird. 

Aus dem Satze, dass V innerhalb des betrachteten Raumes kein 
Maximum und kein Minimum hat, lässt sich femer beweisen, 
dass auch 

hier kein Maximum besitzt, obwohl es Minima haben kann; dass 
also, wenn wir uns V als ein Geschwindigkeitspotential vorstellen, 
die grösste Geschwindigkeit in der Grenze des Raumes stattfinden 
muss. Um das zu zeigen, denken wir uns in dem betrachteten Baume 

wieder eine Kugel; ihren Mittelpunkt wollen wir und (ö— ) , (^) , 

(^-) die Werthe von ^-, ö— , 4- in ihm nennen, die letzteren 
^^x-^o vx^ cy dz ' 

Zeichen aber auf Punkte der Kugelfläche beziehn. Wir haben den 
ausgesprochenen Satz bewiesen, wenn wir dargethan haben, dass nicht 
für alle diese Punkte 

^di^ -^Wy^ +^är) <^Ji\ +^Ty\ +^di\ ^^) 

sein kann. Wenn (^) , (g-) , (^;) gleichzeitig verschwinden, so 

ist die Richtigkeit dieser Behauptung unmittelbar ersichtlich; wir 
können diesen besonderen Fall also ausschliessen. Geschielit das, 
so kann man immer dadurch, dass man der x- Achse eine passende 
Richtung giebt, bewirken, dass 

(^-f) =0 und (1^) =0 

ist. Der DifPerentialquotient ^- hat dieselben Eigenschaften, welche 
bei V vorausgesetzt sind; hieraus folgt, dass, wenn nicht für alle 
Punkte der Kugelfläche ^ constant ist, es Punkte auf derselben 
giebt, für welche 



^ds) ^ ^dx^ 
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ist Bei der Wahl des Coordinatensjstems, die wir getroffen haben, 
ist aber 










Man braucht diese drei Relationen nur zu addiren, um die Richtig- 
keit der zu beweisenden Behauptung für den Fall einzusehn^ dass 

^— nicht auf der ganzen Kugelfläche constant ist. Ist dieses aber 

constant; so ist für alle Punkte' der Eugelfläche 

Wenn dabei ^c- und -r. - nicht für alle diese Punkte verschwinden, 

80 giebt es Punkte, für welche wenigstens in einer der beiden Rela- 
tionen 22) das obere Zeichen gilt, und für diese besteht dann die 
Ungleichung^ die der Ungleichung 21) widerspricht. Wenn endlich 

für alle Punkte der Eugelfläche ^- constant und o- «= o- = 

isty so sind die beiden Grossen, die in 21) mit einander verglichen 
sind, immer einander gleich; in diesem Falle haben die drei Diffe- 
rentialquotienten von V für alle Punkte im ^Tnuern der Kugel die- 
selben Werthe; die Geschwindigkeit hat dann hier überall dieselbe 
Grosse und dieselbe Richtung. 

Wir knüpfen noch einen andern Schluss an die Gleichung 20). 
Wir nehmen an, dass in einem Theile des betrachteten Raumes r=0 
ist; ist es nicht in dem ganzen Räume Null, so wird es einen Theil 
desselben geben, der an jenen angrenzt, und in dem V von Null 
verschieden ist und sein Vorzeichen nicht wechselt. Wir denken uns 
eine Kugelfläche, deren Mittelpunkt in dem Räume liegt, in dem 
F SS ist, und die selbst theils in diesem Räume, theils in demjeni- 
gen sich befindet, in dem V von Null verschieden und von gleich- 
bleibendem Vorzeichen ist. Aus der Gleichung 20) folgt dann, dass 
im Mittelpunkte der Kugel V von Null verschieden ist. Dieser 
Widerspruch zeigt, dass, wenn V in einem Theile des betrachteten 
Baumes verschwindet, es in dem ganzen Räume verschwinden muss. 
Eine Schlussweise, die im vorigen § auseinandergesetzt ist, ergiebt 
weiter, dass, wenn V für einen Theil des Raumes gegeben ist, es 
für den ganzen Raum bestimmt ist. Ist es in einem Theile constant, 
so hat es für den ganzen Raum denselben Werth. 

Wenn in einem Theile des Raumes die 3 Differentialquotienten 
^^ 'd~ ^ ~dz ^^^c^^''^*'®^; *Jso V constant ist, so folgt hieraus 
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unmittelbar, dass sie in dem ganzen Räume verschwinden. Wir 
wollen beweisen, dass dieses auch dann stattfinden muss, wenn nur 

in allen Punkten einer Fläche ^ , ^, ^- gleich Null sind. Zu 

diesem Zwecke verfolgen wir eine Linie, die von einem beliebigen 
Punkte ausgeht und den Differentialgleichungen 

dx \ dy : dz =^ ^ - : -u- : ^- 

^ dx cy cz 

genügt, die also die Flächen V = const. senkrecht schneidet; wir 
wollen sie eine Stromlinie nennen, da, wenn wir uns V als ein von 
der Zeit unabhängiges Geschwindigkeitspotential vorstellen, in ihr 
eine Strömung stattfindet. Ihre Fortsetzung kann nur da zweifel- 
haft werden, wo die 3 Differentialquotienten von V verschwinden, 
d. h. die Geschwindigkeit gleich Null ist; durch jeden Punkt, in 
dem das nicht der Fall ist, geht eine Stromlinie. Einen Raum, der 
von Stromlinien gebildet ist, die sich stetig aneinander schliessen, 
wollen wir mit dem Namen eines Stromfadem belegen. Giebt es 
eine Fläche, für deren sämmtliche Punkte die Geschwindigkeit Null 
ist, während in ihrer' Nachbarschaft Bewegung stattfindet, so giebt 
es Stromfäden, die in jener Fläche endigen. Wir betrachten einen 
Theil eines solchen Stromfadens, der einerseits durch die gedachte 
Fläche, andererseits durch einen Querschnitt begrenzt ist, der die 

Eigenschaft hat, dass für alle seine Elemente ^- von Null verschie- 
den und von gleichem Vorzeichen ist; auf diesen Theil wenden wir 
die Gleichung 16) an. Erwägt man, dass für jedes Element einer 

Fläche, die aus Stromlinien gebildet ist, ^- verschwindet, so ergiebt 
sich, dass das Integral 

ausgedehnt über den bezeichneten Querschnitt, gleich Null ist. Es 
widerspricht das der Bedingung, der gemäss dieser Querschnitt 
gewählt werden sollte und gewählt werden konnte; es folgt daraus, 
dass es keine Fläche giebt, in der die Geschwindigkeit gleich Null 
ist, wenn überhaupt Bewegung stattfindet, d, h. V von einer Con- 
stanten verschieden ist. Es kann dann also die Geschwindigkeit 
nur in Linien oder Punkten verschwinden. Aber auch in diesen 
können Strom fäden nicht endigen, wie eine Betrachtung zeigt, die 
mit der eben durchgeführten vollkommen übereinstimmt. Der ganze 
Raum, auf den sich V bezieht, ist daher aus Stromfäden zusammen- 
gesetzt, die in seiner Oberfläche endigen; in sich zurücklaufen kann 
ein Stromfaden nämlich nicht, da wir V als eine einwerthige, stetige 
Function von x, y, z vorausgesetzt haben, und da auf einer Strom- 
linie in der Richtung der Strömung V immer wächst. 
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Fassen wir ein Stück eines Stromfadens ins Auge^ das einerseits 
durch eine Fläche V = const. , andererseits durch die Oberfläche des 
Kaumes begrenzt ist; um den es sich handelt; dS und ds seien Ele- 
mente der beiden Endflächen ^ N und n ihre nach Innen gerichteten 
Normalen. Aus der Gleichung 16) folgt dann 

und dabei ist 

wo das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem die Normalen N 
die Richtungen haben, in denen V wächst, oder die entgegengesetzten. 

Ist für alle Punkte der Oberfläche des betrachteten Raumes ^- = 0, 

so zeigt die Gleichung 23), dass für alle Punkte im Innern r.- = 0, 

d. h. V einer Constanten gleich ist. So sind wir auch zu diesem, 
im vorigen § bewiesenen Satze auf einem zweiten Wege gelangt. 

§7. 

Wir haben bisher vorausgesetzt, dass der Raum,. in dem wir 
V zu betrachten haben, vollkommen begrenzt ist; wir wollen nun 
annehmen, dass derselbe sich in die Unendlichkeit erstreckt, also nur 
theilweise begrenzt ist durch geschlossene endliche Flächen oder un- 
geschlossene Flächen, die in die Unendlichkeit hinausgehn. Wir 
denken uns die Begrenzung eines Raumes vervollständigt durch eine 
oder mehrere Flächen, die im Unendlichen liegen. Auf diesen Raum 
können wir dann alle im Vorigen entwickelten Sätze anwenden ; nur 
müssen wir dabei beachten, dass die Oberfläche desselben unendlich 
gross ist, und dass daher eine verschwindend kleine Grösse, wenn 
sie mit dem Element der Oberfläche multiplicirt und integrirt wird, 
eine endliche Grösse geben kann. 

Wir haben in § 5. bewiesen, dass, wenn an der Oberfläche V 
verschwindet, überall F = ist; die Betrachtungen, -durch welche 
wir dort zu diesem Satze geführt "wurden, sind hier aber aus dem 
eben angeführten Grunde nicht anwendbar, wenn man nicht auf die 
Untersuchung der Grössenordnungen eingehn will, von denen V und 

%- in der Unendlichkeit sind. Dagegen behalten die Schlüsse, durch 

welche wir im § 6. denselben Satz abgeleitet haben, auch hier ihre 
volle Gültigkeit. Als einen speciellen Fall von besonderer Wichtig- 
keit heben wir hervor, dass, wenn in dem- ganzen unbegrenzten 
Räume V die Eigenschaften besitzt, die wir ihm beigelegt haben, 
und man weiss, dass es in der Unendlichkeit verschwindet, ohne aber 

Kirch hoff, Mechanik. 13 
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die Grossenordnung zu kennen^ von der es dort ist, man schliessen 
darf ^ dass es überall rerschwindet. 

Wir haben femer in den §§ 5. und 6. den Satz bewiesen, dass, 

wenn -^ an der. Oberfläche verschwindet, V einer Constanten gleich 

sein muss. Dieser Satz ist hier ohne Einschränkung nicht richtig; 
die nothige Einschränkung ergiebt sich aber leicht aus den Betrach- 
tungen, die wir am Ende des vorigen § angestellt haben. Mögen 
die Dimensionen des vollständig begrenzten Baumeis^ um den es sich 
handelt, endlich oder unendlich sein; verschwindet das Integral 



/ 






dn 

ausgedehnt über einen beliebigen Theil seiner Oberfläche, so ist V 
Überall einer Constanten gleich. Ist ^- bis auf Grössen der hier- 
durch bestimmten Ordnung gegeben, so ist V bis auf eine additive 
Constante bestimmt. 

Im Hinblick auf gewisse hydrodynamische Probleme, mit denen 
wir uns zu beschäftigen haben werden, stellen wir noch die folgen- 
den Ueberlegungen an. Der Raum, um den es sich handelt, sei 
theilweise begrenzt durch geschlossene endliche Flächen und er- 
strecke sich nach allen Richtungen in die Unendlichkeit: Für jene 

Flächen sei ^ gegeben, und man wisse, dass in der Unendlichkeit 

o-, ^—, ^- verschwinden, ohne die Grossenordnung zu kennen, 

von der diese Differentialquotienten hier sind. Wenn wir V als ein 
Geschwindigkeitspotential uns vorstellen, wollen .wir den letzten Um- 
stand dadurch in Worten ausdrücken, dass wir sagen: die Flüssig- 
keit ruht in der Unendlichkeit. Wir werden beweisen, dass V bis 
auf eine additive Constante bestimmt ist. 

Um den beliebigen Punkt (ö, b, c) in der Flüssigkeit denken 
wir uns eine Eugelfläche mit dem constanten, unendlich grossen 
Badius R beschrieben, nennen dS ein Element dieser Kugelfläche 
und ds ein Element der ursprüqglich gegebenen Grenzflächen. Der 
Gleichung 17) zufolge ist dann der Werth von V für den Punkt 
(a, b, c) bestimmt durch 



4»^/ dn 4w^ r dn 

+ ihn f^^y - r-ü r^^l^- 

' 4nR^f 4«Ä f cn 



Von diesen 4 Gliedern verschwindet das letzte, da R unendlich gross 
ist; setzt man nämlich 



j-wr- 
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hf^'rn — ^' 24), 

WO M dann eine gegebene endliche Grösse bedeutet, so ergiebt die 
Gleichung 16) 



AnJ 



an ' 



Das dritte jener 4 Glieder ist das arithmetische Mittel aus den 
Werthen, die V in den Elementen der unendlich grossen Kugel- 
üäche hat; es ist dasselbe einer Constanten gleich; denn, verschiebt 
man den Punkt (a, b^ c), und mit ihm die Eugelfläche, deren 
Mittelpunkt er sein soll, um eine endliche Strecke, so erleiden die 
Werthe von V, die sich auf die einzelnen Elemente dS beziehn, 

unendlich kleine Aenderungen, da ^ , ö— , ^— in der Unendlichkeit 

unendlich klein sind; das arithmetische Mittel dieser Aenderungen 
ist also auch unendlich klein, und dieses ist die Aenderung^ die 
das genannte Glied erfährt. Bedeutet C eine Coustante, so ist 
daher 



— 6^=— / dsV-^ — — I 



dsdV 
dn 



Diese Gleichung erlaubt die Grössenordnung zu beurtheilen, von der 
die Diflterentialquotienten von V in der Unendlichkeit sind. An 
einer Kugelfläche, die mit dem unendlich grossen Radius R um den 
Anfangspunkt der Goordinaten beschrieben ist, ist bis auf Grössen, 
die gegen die anzugebenden verschwinden, wenn M endlich ist, 

Ist also für die Elemente der ursprünglich gegebenen Grenzflächen 
g-^ , und damit nach 24) M gegeben, und bedeutet dS ein Element 
eines beliebigen Theiles der unendlich grossen Kugelfläche, so ist 

dv 



f 



dS . 

dn 



bis auf eine verschwindende Grösse, und daher nach dem oben ge- 
wonnenen Resultate V bis auf eine additive Constante bestimmt. 

Wir specialisiren den betrachteten Fall noch mehr. Es handle 
sich um die Bewegung einer Flüssigkeit, in der feste Körper in ge- 
gebener Weise sich bewegen. Die Oberflächen dieser sind dann die 
Flächen, deren Elemente ds genannt worden sind. Hier ist 71/ = 0, 
denn für jeden Körper ist das Integral 

dr 
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gleich Null; da es, mit dem Zeitelement di multiplicirt, die Aende- 
rung ist; welche in diesem Zeitelement das Volumen der von dem 
Korper verdrängten Flüssigkeit , also sein eigenes Volumen erleidet. 
Die Bewegung der Flüssigkeit ist nach den gemachten^ Auseinander- 
setzungen vollkommen bestimmt ^ wenn man noch festsetzt^ dass sie 
in der Unendlichkeit ruht. Sie ist auch bestimmt^ wenn man statt 
dieser Bedingung die einführt^ dass die Flüssigkeit in eine unendlich 
grosse; feste und unbewegliche; um den Anfangspunkt der Coordina- 
ten beschriebene Eugelfläche eingeschlossen ist; für alle Elemente 

dieser Fläche ist dann -^ absolut gleich Null. In diesen beiden 

Fällen ist die Bewegung der Flüssigkeit dieselbe ^ da in jedem das 
Integral 



f 



dS . 

an 



ausgedehnt über einen beliebigen Theil der genannten Eugelfläche 
verschwindet. 



§ .8. 

Nach diesen Auseinandersetzungen über die einwerlhigen Losun- 
gen der Dififerentialgleichung z/9 == wollen wir diejenigen mehr- 
werthigen ins Auge fassen, die, wie wir am Ende der vorigen Vorlesung 
gesehn haben, ein Geschwindigkeitspotential in einem mehrfach 
zusammenhängenden Räume sein können. Wir wollen uns dabei 
auf die Betrachtung eines zweifach zusammenhängenden Raumes 
beschränken; die Schlüsse, die wir in Bezug auf einen solchen ziehen 
werden, lassen sich leicht auf den Fall ausdehnen^ dass der Grad 
des Zusammenhanges ein höherer ist. 

Den gegebenen zweifach zusammenhängenden Raum denken wir 
uns durch einen Querschnitt in einen einfach zusammenhängenden 
verwandelt. In diesem ist danu; wenn für eineti Punkt einer von 
den Werthen von tp als gültig festgesetzt ist, tp eine einwerthige 
Function. Auf beiden Seiten des Querschnitts kann tp verschiedene 
Werthe haben, jedoch nur so, dass es denselben Sprung erleidet, an 
welchem Orte man auch durch den Querschnitt geht; die Differential- 
quotienten von tp nach x^ y^ z erfahren dabei keine Sprünge. 

Den gewählten Querschnitt denken wir uns nun nach Aussen 
hin beliebig ausgedehnt; so dass eine vollkommen begrenzte Fläche 
entsteht, deren innerhalb des gegebenen Raumes liegender Theil jener 
Querschnitt ist. Wir nennen ds ein Element dieser Fläche; n die 
nach der einen Seite der Fläche gerichtete Normale von ds und 
setzen; wie in der Gleichung 12) 
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fF=l / ~ds, 



25) 



indem wir unter t eine Constante verstehn. Dieses W ist nach 
den oben durchgeführten Untersuchungen in dem gegebenen doppelt 
zusammenhängenden Räume eine einwerthige Function, die der Glei- 
chung ^ Af = genügt und die die Eigenschaft; hat, dass ihre Diffe- 
rentialquotienten stetig sind; und dass sie selbst stetig ist ausser an 
dem gedachten Querschnitt^ an dem sie die sprungweise Yergrösse- 
rang 4jrt erfahrt, wenn der Punkt {x, y, z) in der Richtung von 
n durch ihn hindurch geführt wird,- Ist nun die Constante i so 
gewählt, dass dieser Sprung so gross ist, wie der, den <p an dem 
Querschnitt erleidet, so ist 9? — W an ihm stetig, und, wenn wir 

fp^ V +W 26) 

setzen, so hat V alle Eigenschaften der im Früheren mit diesem 
Zeichen bezeichneten Functionen. 

Die Gleichung 26) giebt für jeden Punkt des betrachteten Raumes 
nur einen von den Werthen von <p an; wir können die Bedeutung 
Ton W so modificiren, dass sie alle darstellt. Zu diesem Zwecke 
müssen wir W statt durch 25), durch die Gleichungen 



ds 



dx. dx^J dn * dy ' cytJ dn ^ dz dz^ dn 

mit dem Zusätze definiren, dass W überall stetig ist, wobei es dann 
vielwerthig wird. Es möge angeführt werden, dass dann W das 
Potential eines elektrischen Stromes, der mit der Intensii^t % in der 
Grenze der Fläche fliesst, deren Element ds bezeichnet, in Bezug 
auf einen Magnetpol ist, der die Coordinaten x, y^ z hat und die 
Einheit magnetischer Flüssigkeitsmenge enthält. 

§9. 

Wir wollen nun noch einen Fall in Betracht ziehen, auf den 
wir mehrfach zurückkommen werden, den Fall nämlich, dass die 
Function V von einer der Coordinaten (wir nehmen an, von z) 
unabhängig ist. 

Wir wenden die Gleichung 17) auf einen Raum an, der durch 
eine der z- Achse parallele Cylinderfläche, oder mehrere solche Cy lin- 
derflachen, und zwei der a;y -Ebene parallele Ebenen, deren Glei- 
chungen z = — y und z = y sein mögen , vollständig begrenzt ist. 
Wir nehmen dabei y als unendlich gross gegen alle Werthe an, die 
X und y in diesem Räume erhalten, auch gegen solche, die wir als 
unendlich gross bezeichnen werden. Die Coordinaten des Punktes, 
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auf den das V auf der linken Seite der genannten Gleichung sich 
bezieht, nennen wir wieder a, b, c und setzen (7 = 0. Für die Ele- 
mente ds, für welche ^ = + y ist, ist dann r unendlich gross gegen 
alle sonst in Betracht kommenden Längen, und es dürfen die beiden 
Integrale der Gleichung daher nur über die begrenzenden Cylinder- 
flächen ausgedehnt werden. Setzen wir für diese 

ds :=s dl dz , 

indem wir unter dl ein Element der Grenze des Theiles der a;y-Ebene 
verstehn, welcher innerhalb des betrachteten Raumes liegt^ so er- 
halten wir 

" - hfl '' '-'-^ ^ - kSJ'^t- 

— y —r 

Wir setzen nun 

Q^ =^ (a — xf -\- {b — yy , also r^ == p^ + z^ , 

u^d benutzen, dass V und -^ von z unabhängig sind, dass die 

Normale n senkrecht zur 2: -Achse ist, dass ferner, da y gegen q 
unendlich gross^ 

'_^i^ = lg-i+l?^ = 21g^, 27) 

— r 
und dass endlich, wie aus der Gleichung 16) sich ergiebt, 



/. 



/ 



on 



ist; es folgt dann hieraus 

y = -i-JälV^J^ + /^/^^ '/„^ 9. 28) 

Wendet man diese Gleichung auf einen Kreis an, der mit dem Radius 
B um den Punkt (a, b) als Mittelpunkt beschrieben ist und einen 
Theil der Fläche ausmacht, auf welche sich V bezieht^ so giebt sie 



^=^Hf^'^' 



d. h. der Werth von V im Mittelpunkte des Kreises ist gleich dem 
arithmetischen Mittel der Werthe, die es auf der Peripherie desselben 
hat. Daraus ist weiter zu schliessen, dass V in der Fläche ^ in der 
wir es betrachten ; kein Maximum und kein Minimum besitzt, und 
dass, wenn es in ihrem Umfange constant ist, es überall denselben 
Werth hat. Auch 
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kann im Innern der Fläche kein Maximum, wohl aber Minima haben. 
Ist die Fläche, auf die sich V bezieht, die unbegrenzte a;y- Ebene 
und verschwindet V in der Unendlichkeit, so verschwindet es über- 
all: ist in der Unendlichkeit nicht F e= 0, aber ^— = Ound -a- = 0, 

' ^ da cb ^ 

so gelten diese Gleichungen überall, d. h. es ist V constant, da die 
Differentialquotienten von V auch die Eigenschaften besitzen, die bei 
V vorausgesetzt sind. 

Wir knüpfen hieran noch den folgenden Satz. Es sei df ein 
^Element eines endlichen Theiles der a;y-Ebene, k eine Function 
seiner Coordinaten, g seine Entfernung von dem Punkte (o;, y) der- 
selben Ebene und 

U= — 2 CkdflgQ-, 29) 

dann ist ü eine Function von x und y, die mit ihren ersten Diffe- 
rentialquotienten in der ganzen o;^- Ebene einwerthig und stetig ist 
und innerhalb der Fläche, deren Element tf/ bedeutet, der Gleichung 

wo k sich auf den Punkt (o;, y) bezieht, ausserhalb derselben der 
Gleichung 

genügt. 

Um diesen Satz zu beweisen, betrachten wir das Potential Sl 
eines der z- Achse parallelen Cy linders, dessen Querschnitt die Fläche 
ist, deren Element wir df genannt haben, für dessen Grundflächen 
z == + y .ist, wo y eine Constante bezeichnet, die unendlich gross 
ist gegen die Coordinaten aller Punkte, für welche Sl berechnet 
werden soll, und der so mit Masse erfüllt ist, dass k die Dichtigkeit 
in dem Faden ist, der dem Elemente df entspricht. Nennen wir 
noch c die z-Ordinate eines Punktes des Cylinders, so ist für den 
Punkt (x, y, z) 

y 



=n\ 



il =, ' ' kdfdc 



p^"+ (c~_-,)« ' 



oder nach 27) 



d. h. nach 29) 



— y 



a 



= - 2 Arf/- (Ig 9 - lg 2y) 



il = U-\-2lg2y l'kdf. 30) 

Erwägt man, dass das zweite von den beiden Gliedern auf der rechten 
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Seite des Gleichheitszeichens eine Gonstante^ dass ferner in dem 
ganzen betrachteten Kaume Sl mit seinen ersten Differentialquotienten 
einwerthig und stetig, ^Sl innerhalb des Cylinders = — 4 ^r Arund 
ausserhalb =0 ist, so ergiebt sich hieraus die ausgesprochene Be- 
hauptung. 

Noch bemerken wir, dass, wenn der Punkt {x, y) in die Unend- 
lichkeit rückt und R seine Entfernung vom Anfangspunkte der 
Coordinaten bezeichnet, nach der in 29) von U gegebenen Definition 

U 21gÄjw, g=-2|/w, % 2lfkäf 

ist; es wird also U unendlich gross, seine Differentialquotienten aber 
verschwinden. 



Siebenzehnte Vorlesung, 

(Transformation der Gleichung Jq>^0 in beliebige orthogonale Goordi- 
naten. Elliptische Coordinaten. Strömungen in den Linien , welche ein System 
confocaler £llip8oide senkrecht schneiden. Darstellung des Geschwindigkeite- 
potentials dieser Strömungen als Potential von Massenschichten. Flüssigkeits- 
volumen, welches in der Zeiteinheit durch einen Querschnitt fliesst. Wider- 
stand. Stromlinien, welche ein System confocaler Hyperboloide senkrecht 
schneiden.) 

§"1. 

Eine jede Losung der partiellen DifiFerentialgleichung -^9 = 0, 
deren erste Differentialquotienten nach x, y, z in einem gewissen 
Räume einwerthig und stetig sind, stellt eine mögliche Bewegung 
einer incompressibeln Flüssigkeit in diesem Räume dar. Im Allge- 
meinen wird das Geschwindigkeitspotential 9 von der Zeit abhängig 
sein; wir werden für jetzt nur solche Fälle ins Auge fassen, in denen 
das nicht stattfinde^; in jedem Punkte ist dann die Geschwindigkeit 
zu verschiedenen • Zeiten dieselbe, die Bewegung ist, wie man sagt^ 

eine stationäre. Da ^*^ , ^ , - die Componenten der Geschwindig- 
keit nach den Ooordinatenachsen sind, so ist diese überall senkrecht auf 
den Flächen (p = const., die Bewegung geht in den Linien vor sich, 
die diese Flächen senkrecht schneiden ; man nennt diese Linien daher 
auch, wie früher schon erwähnt, Stromlinien, Ist die Flüssigkeit 
durch feste Wände begrenzt, so muss für alle ' Elemente dieser 

2^ = sein oder, was dasselbe ist , es müssen diese Wände durch 

Stromlinien gebildet sein. 

Ein Mittel, welches man anwenden kann, um Losungen jener 
partiellen Differentialgleichung zu finden, die Flüssigkeitsbewegungen 
darstellen, welche von Interesse sind, besteht in der Einführung neuer 
Coordinaten an Stelle von x, y, z. Dieses Mittel wollen wir anwenden 
und zu diesem Zwecke die Gleichung ^9 = in neue Coordinaten 
transformiren, die wir Uy v, w nennen. Hierbei dürfen wir ^> als 
einwerthig und stetig annehmen; denn wenn in dem gegebenen Räume 
9 diese Eigenschaften nicht besitzt, so lässt derselbe in solche Theile 
sich zerlegen, dass innerhalb eines jeden Theiles fp eine einwerthige, 
stetige Function oder ein System von einwerthigen, stetigen Func- 
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tionen ist (die^ wenn tp ein Geschwindigkeitspotential ist^ dorch 
additive Constanten sich von einander unterscheiden). Für jeden 
dieser Theile gilt dann die Differentialgleichung ^ die wir unter der 
genannten Annahme ableiten werden. Diese berechtigt zur Anwen- 
dung des Satzes, der am £nde des § 5. der vorigen Vorlesung be- 
wiesen ist, des Satzes, dass, falls ztq)'=0, 

ist, wenn man 

ausgedehnt über einen beliebigen Raum, setzt; für dessen Oberfläche 
man q> als gegeben annimmt. 
Es ist 

dx^^du + ^dv + ^^dw 
du * cv ' cw 

dy=p-du + ^dv-\-p-dw 2) 

^ CU * ov ' cw ■' 

dz =. 1;^ du + ^ dv -\- p- dw; 

Ou * dv ' Ofo ' 

wir wollen annehmen, dass ti, t;, u^ die Eigenschaft haben, dass die 
Gleichungen 

dx dx \ dy du • dz dz n 
du dv *^ du dv ^^ du dv 

dv dw "^ dv du) *^ dv dw ^ 

^^ tdy^dy idz dz^ ^^^ Q 
dw du "^ dw du *^ dw du 

bestehen, und wollen 

IP ^du^ "T" ^du^ • ^du^ 

JV* ^dw^ ^ ^dw^ ^ ^dw^ 

mit der näheren Bestimmung setzen, dass U, F, fV positiv sind. 
Die Gleichungen 2) geben dann 

äx' + dy^ + dz^ = i^)' + C^)' + (^/ . 5) 

ELieraus ist zu schliessen, dass, wenn man dx, dy, dz als die Coor- 
dinaten eines dem Punkte (x, y, z) unendlich nahen Punktes in 
Bezug auf ein Coordinatensystem betrachtet, dessen Anfangspunkt 
{x, y, z) ist und dessen Achsen denen der x, y, z parallel sind, 

W^ y' W ^^^ Coordinaten desselben Punktes in Bezug auf ein 
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zweites; rechtwinkliges Coordinatensystem sind; dessen Anfangspunkt 
derselbe jst; dessen Achsen aber andere Richtungen haben. Schreibt 
man die Gleichungen 2) 

^ du ü '* dv F * ou) W 

dz ^ Up-^ + Vp-^-^ + fV^f^^, , 

cu o ^ ov y * ow W ' 

SO sind die Coefficienten von -jr , -pr ,-~ m ihnen die Cosinus der 

Winkel, welche die Achsen der beiden Systeme mit einander bilden. 
Den Gleichungen, welche du, dv, dw durch dXj dij, dz ausdrücken; 
kann man die Form geben 

du du du 

du dx ^^ , dy ^_ 1 dz , 

v -^^ T ^"^ + V ^y + T ^' 

dt) dv dv 



dw dw dw 

:^dx + §dy + l^dz 



und die Coefficienten von dx, dt/, dz sind dann hier dieselben 
Ck)sinus. Hieraus folgt 

^ = & + & + (|f )^ 

f\ du dv^ .du dv [ du dv 

dx dx~^ dy dy ' dz dz 
rt dv^ dw , dv^ dw idv dw „ 

dx dx "^ dy dy "^ dz c^z ' 

,^ dw du j^ dw du 1^ dw du 

dx dx * dy dy ' dz ~dz 

Die 3 letzten von diesen Gleichungen drücken aus, dass die Flächen 

u a= const ; V = const , w = const 

sich senkrecht schneiden, dass u, v, w sogenannte orthogonale Coor- 
dinaten sind. Dieser Bedingung müssen u^ Vy w genügen; wenn 
die Gleichungen 3) erfüllt werden sollen; genügen sie ihr; so be- 
stehen aber auch diese Gleichungen. 
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Aus dem Schlüsse; den wir aus der Gleichung 5) gezogen haben; 
folgt weiter, dass wir das Element des Volumens, dt, 

du dv dw 

~ ü V w 

setzen können, wenn wir du, dv, dw positiv wählen. 
Ferner ist 

dfp d<p du _, dfp dv , dfp dw 

dx du dx ' dv dx ' dw dx 

dff dtp du i^ d(p dv ^^ dtp dw 

dy du dy ~ dv dy ' dw dy 

dtp dtp du j^ dtp dv _, dtp dw 

dz. du dz *~ dv dz ' ^ir dz ' 

also nach 6) und 7) 

0' + 0' + 0' = ^ 0' + ^' ©' + ^ & ■ 

Hiemach wird die Gleichung 1) 

Dieses Sl ist nun ein Minimum, wenn ^q) = und an der Ober- 
fläche des betrachteten Raumes q) gegeben ist; d. h. es ist für ein 
beliebiges dq), das nur an der Oberfläche, verschwinden muss, 

n r r r^ ^ ^ ( ^ dtpdStp. V dtpddtp, W dtpd9tp\ 

^^jjj^'''^''^'^\y^fu-d^ + i^ 

oder, wenn man die Theile dieses Integrals partiell integrirt^ also 
eine Operation ausführt, die derjenigen ganz entspricht, durch 
welche wir die Gleichung 14) der vorigen Vorlesung abgeleitet 
haben, und benutzt; dass an den Grenzen der Integration dtp ver- 
schwindet; 

oder endlich 

= 1 (JL ^\ _L 1 /_^ ^\ -1- A (IL ^JP\ QN 

du\vw du) "^ dv\ivu dv) "^ dw\urdw)' ^^ 

Diesen Schlüssen liegt die Voraussetzung mit zu Grunde, daas die 
Grenzen von ti, t;, c^^ in die Grenzen des betrachteten Baumes fallen; 
eine Voraussetzung, die man immer erfüllen kann, indem man den 
Raum in passende Theile zerlegt und diese Theile einzeln betrachtet. 

Noch bemerken wir, dass die Gleichung 8), die die gesuchte 
Transformation der Gleichung z/9>=»0 ist, ungeändert bleibt, wenn 
das Vorzeichen einer der Grossen Uy F, fF in das entgegengesetzte 
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verwandelt wird. Die Festsetzung, die wir gemacht haben ^ dass 
diese Grossen positiv sind; ist daher in Bezug auf das gewonnene 
Resultat überflüssig. 

§ 2. 

Wir werden jetzt annehmen^ dass u, Vj w sogenannte elliptische 
Coordinaten siild; wie wir beweisen werden^ sind diese orthogonale. 
Die Gleichung 

^' 4- y' 4- ^' = 1 q^ 

m 

stellt eine Oberfläche zweiten Grades dar^ deren Mittelpunkt der An- 
fangspunkt der Coordinaten ist; und deren Hauptachsen die Rich- 
tungen der Goordinatenachsen haben. Es sei 

dann sind die Entfernungen der Brennpunkte der Hauptschnitte von 
dem Mittelpunkte 

die beiden ersten Paare derselben liegen auf der a:- Achse, das dritte 
liegt auf der ^- Achse. Die Brennpunkte sind also unabhängig von 
k und die durch die Gleichung 9) bei verschiedenen Werfchen von k 
dargestellten Oberflächen heissen daher confocale. Damit dieselben 
reell sind, muss k zwischen + cx) und — a^ liegen. Sie zerfallen in 
3 Gruppen nach den Werthen von k. Wenn 

+ oo > A > - c^ 

ist, so sind die 3 Glieder der linken Seite der Gleichung 9) positiv, 
die Fläche ist ein Ellipsoid, sie wird durch jede der 3 Goordinaten- 
achsen in reellen Punkten geschnitten. Ist 

_ c2 > A > — Z>^ 

so sind nur die beiden ersten jener 3 Glieder positiv, das dritte ist 
negativ, die Fläche wird von der a;- Achse und der y- Achse in reellen 
Punkten geschnitten, nicht aber von der z- Achse; sie ist ein ein- 
schaliges Hyperboloid. Ist endlich 

-h'^yky-a^, 

so ist nur das erste jener 3 Glieder positiv, nur durch die x-Achse 
wird die Fläche in reellen Punkten geschnitten; diese ist ein zwei- 
schaliges Hyperboloid. 

Durch jeden Punkt {x, y, z) geht, bei gegebenen Werthen von 
Ä, ft, c, je eine Fläche jeder dieser 3 Gattungen. Die Gleichung 9) ist 
nämlich eine Gleichung dritten Grades für k und ihre drei Wurzeln 
liegen immer in den bezeichneten 3 Intervalten. Um einzusehn, dass 



t_ 
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zwischen + oo und — c^ eine Wurzel liegen muss^ hat man nur zu 
überlegen, dass die linke Seite der Gleichung für A «= -[- cx) ver- 
schwindet und -f" oo y^'vc^ für A s= — c' -j- £, wo « eine positive, 
unendlich kleine Grösse bezeichnet, für jenen Werth von X also 
kleiner, für diesen grösser, als die rechte Seite derselben ist. Zwi- 
schen — c^ und — V^ muss eine Wurzel liegen, weil die linke Seite 
der Gleichung — oo für A = — c^ — b und -|- oo für A = — ^^ + « 
wird; dass endlich zwischen —V^ und — a^ ebenfalls eine Wurzel 
liegen muss, folgt durch eine ähnliche Schlussweise. Die drei Wur- 
zeln der Gleichung 9), die einem Punkte {Xy y, z) entsprechen, nennt 
man elliptische Coordinaien desselben. Wir wollen sie durch u, v, w 
bezeichnen und festsetzen, dass 

uy vy w 
ist. Es ist dann 

?T^ + ftM^« + ^ = l' +cx>>«>-c» 

"' +iÄ^.-\--Ar„ = -^> -c-yvy-b^ 10) 



Jedem Punkte (x, y, z) entspricht hiemach nur ein Werthsystem 
von Uj V, w. Sind umgekehrt u, v, w gegeben, so sind x^, y*, r' 
eindeutig bestimmt^ denn sie sind aus linearen Gleichungen zu be- 
rechnen; die Vorzeichen von x, y, z aber bleiben unbestimmt; jedem 
Werthsystem von u, v, w entsprechen also im Allgemeinen 8 Punkte, 
von denen je einer in jedem der 8 Räume liegt, die die Goordinaten- 
ebenen von einander abgrenzen. 

Die Ausdrücke von o;^, y'^, z^ durch u, v, w findet man am 
leichtesten, wenn man erwägt, dass, da t/, v, w die Wurzeln der 
Gleichung 9) sein sollen, für jeden Werth von A 

sein muss, und hier «^ -f" ^ o^®^ V '\- k oder c^ -|- A einer unendlich 
kleinen Grösse gleichsetzt. Man erhält dann 

^ ~ (ö« — 6«) («« — c«) 

y (^2 __ c«) (6« — a») ^^^ 

j _ (c« + «) (c« + p) (c« + «,) 

Aus der identischen Gleichung 11) wollen wir noch einen andern 
Schluss ziehen. Dififerentiirt man dieselbe nach A, so erhält man 
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(fl«+X)« ^ («r« + l)« ^ (c« + A)« 

( «^X) (p-X) (ii^-X) / 1 , _J_ , ^_ I J__ I _J L _J_ \ 

setzt man u — X oder v — X oder u? — A unendlich klein ^ so folgt 
hieraus 

^ _ \ y* I ** (u — f») (m — ti;) 



(fl« + m)» ' (6« + uf ^ (c* + «/ (a« + tt) (6« + «) (c« + u) 

S^ 1 ?/^_ l «•_ (P — W) (t> — tt) ^ON 

(a« + „)» "r (^« :^ „j« T (c» 4- „)« — (flt + „) (6« + »j (c« + v) ^^) 

a?' j^ y* _, z* (u; — u) (w — t>) 

(//« + ui)« T (6« + w)> "^ (c«+'üö* ~ Tfl* + wK** + M') (c* + «') 

Zu diesen Gleichungen fügen wir diejenigen ^ die entstehen; wenn 
man je zwei der Gleichungen 10) von einander abzieht; sie sind die 
folgenden : 

+ f- + !^ 



^ I y" I ?• ---- = 14^ 

(«« + 1>) (a« + w) « (ft2 + ») (6» + M.) • (c« + o) (c« 4- ««') ^ 

^ j y* I ^ =,0 



(«« + 117) (a* + M) » (6« + to) (6« + m) ' (<?» + tr) (c» + iij 

Differentiirt man die Gleichungen 12) partiell nach u oder v oder u^ 
und dividirt das Resultat jedesmal durch diejenige dieser Gleichungen, 
aus der es hergeleitet ist, so erhält man 

dx ^_^ . X ,dx j X dx . X 

dy 1 y ^ 1 y ^_y i y__ ^ f'>. 

dz^ j r ^ I z ^z j 2 



Die Gleichungen 15) und 14) geben die Gleichungen 3), welche ein 
Oriterium dafür bilden, dass u.^ v, w orthogonale Coordinaten sind. 
Die Gleichungen 15), 13) und 4) erlauben ^^, F^, W"^ zu berechnen. 
Sie geben 

(« — ») (« — lo) 

(o — w) (o — ttj •' 

^ = 4 (a* + w)(ft*+«')(c« + tt>) . 

(w — u) {w — v) 

Wir schliessen hier noch eine Gleichung an, die aus 15) sich ergiebt, 
lind von der wir später Gebrauch zu machen haben werden. Aus 
der identischen Gleichung 
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9 



in der auf der rechten Seite u durch x, y, z und x, y, z durch 
u, V, w ausgedrückt gedacht werden sollen; folgt 

^ du dx i du dy . du dz 

dx du "* ^ du '^ dz du ^ 

also nach 15) 

9__^_^4- y ^" I z du 

^ ~ a^^udx^ b^ + udy ^ t^ + u dz ^^^ 

Die Differentialquotienten von u, v, w nach x, y^ z kann man 
leicht berechnen aus den Differentialquotienten von x, y^ z nach 
u, V, w mit Hülfe der Relationen 

dx du ' 3j: ^ü ' ^Ä dw 

^ = ^ ?^ ^ = p2 ?y ^ ^^ i^n^y i o\ 

5y 5m ' 5y 5w ' 5y dw * 

5z du ^ dz dv ' dz dw ' 

die aus der Bemerkung sich ergeben, die wir bei den im vorigen § 
zwischen dx, dy, dz und -^, J^ f -jr^ aufgestellten Gleichungen 

über die in ihnen vorkommenden Coefficienten gemacht haben. 

Sehen wir jetzt zu, welches die Flächen sind, in welche die 
Flächen t/ == const., v =const., w = const. übergehn, wenn «, v 
oder w sich einer Grenze des Intervalls nähert, in dem es liegen muss. 
Wir finden diese aus den Gleichungen 10). 

Ist ti «= -j- oo, so stellt die erste dieser Gleichungen eine unendlich 

grosse Kugel dar^ deren Radius f/u ist. 

Ist t/= — c^4".^; ^o «wieder eine positive, unendlich kleine 
Grosse bedeutet, so giebt dieselbe Gleichung 

hierdurch ist die Fläche einer Ellipse dargestellt^ die in der a;y -Ebene 

liegt, deren Halbachsen die Längen y ä^ — c^, f/^b^ — c^ und die 
Richtungen der x- und y- Achse haben. 

Ist v BS — c^ — e, so folgt aus der zweiten jener Gleichungen 

z = und -,^ + jj^ > 1 ; 

das sind die Gleichungen des Stückes der o; y- Ebene , welches nach 
Ausschluss der eben genannten Ellipse übrig bleibt. 
Ist t; s= — b'^ -\- £, so hat man 

y = und -t^t^ — t»—-» < 1 5 



§ 3. Die GleichuDg Jtp ^»0 in elliptischen Coordinaten. 205 

die hierdurch bestimmte Flache ist der zusammenhängende Theil 
der zo;- Ebene; der durch die Hyperbel begrenzt ist^ deren Gleichung 
aus der gefundenen Ungleichheit entsteht ^ wenn man das Zeichen < 
durch das Gleichheitszeichen ersetzt. 
Ist m; = — b^ — 6, so wird 

y = und ^^ - ^^ > 1 , 

wodurch die beiden nicht zusammenhängenden Theile der za;-Ebene, 
die durch dieselbe Byperbel begrenzt werden, dargestellt sind. 
Ist endlich w; *= — a^ + f , so ergiebt sich 

x = 

ohne weitere Beschränkung; die in Bede stehende Fläche ist die 
ganze j^z- Ebene. 

Alle diese Flächen zusammengenommen sind also die unendlich 
grosse Eugel und die 3 Coordinatenebenen. Zugleich sehen wir bei 
dieser Ueberlegung ein, dass eine Gleichheit zweier der 3 Grössen 
u, Vj tv nur stattfindet für die Ellipse 

^ = 0, „-r^-, + ^;,-^-. = 1 , 19) 

w^o 

ist, und für die Hyperbel 



wo 

V = W = — b^ 

ist. Die Ebenen dieser beiden Linien stehen senkrecht auf einander 
und eine jede von ihnen geht durch die Brennpunkte der andern. 

Hat man statt eines Punktes im Räume {x, y, z) einen Punkt 
(y, z) in einer Ebene zu betrachten, so gelten Schlüsse und Formeln, 
die den entwickelten ganz analog sind. Die auf diesen Fall bezüg- 
lichen Formeln können aus den angegebenen dadurch hergeleitet 
werden, dass man x ==0 und tv=^ — ä^ setzt. 

§ 3. 
Um nun für die elliptischen Coordinaten die Gleichung 8) zu 
bilden, haben wir mit Hülfe von 16) die Werthe von ..^, iri)' uy 
aufzusuchen. Es ergiebt sich 



yiyj 4 (a« + y) {j,t ^ ü) (c« + v) (a« + w) (A« + w) (c* + w) 

Hiemach ist -yjp eine Function von % multiplicirt mit einer Function 

y jy 

von V und w\ das Entsprechende gilt offenbar von ^ >— und — - • 

Kirch ho ff, Mechanik. 14 
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Auf diesem Umstände beruht die Möglichkeit die in Bede stehende 
Differentialgleichung noch einfacher darzustellen dadurch; dass man 
an Stelle von u, v, w gewisse Functionen von je einer dieser Gros- 
sen einführt. Ist nämlich t/j eine Function von u, so ist 

dtp d^ dux 
du dui du ' 

also 

ü d^ U duj d(p 

yivdü VW ~dü dui ' 

Nun ist es nach der gemachten Bemerkung möglich die Function ti| 
so zu bestimmen; dass der Factor von 0— in dieser Gleichung unab- 
hängig von u wird; ist das geschehu; so hat man 

d ( ü ajp\ ^ JI_ .du,^ a^ 
du\f^Wdu) yw^'du^ a«i* ' 

Bezeichnet man durch 2;, und w^ Functionen von v und w^ die in 
entsprechender Weise gebildet sind, und multiplicirt die Gleichung 8) 
mit UVW , so wird dieselbe 

Ü2 (^)' p. + F2 (^)' f ^ + W^ {^f^f P^ = 0. 21) 

Wir merken an, dass zugleich 

(fr)V(|j)V(|p'=^o' cU)'+ ^^(S)' iW+ ""©' ii^ 22) 

ist in Folge des Ausdrucks; den wir für die Grösse auf der linken 
Seite des Gleichheitszeichens bei Ableitung der Gleichung 8) aufge- 
stellt haben. 

Man genügt den für t/^ , v^, w^ genannten Bedingungen, wenn man 

, du 

^ ~ Via* + u) (6« + uiic'^+V) 

dv, = —==JL=.^ 23) 

^ du) 



^(fl« + W) (Ä« -f w) {c^'^w) 

setzt. Dadurch werden die Gleichungen 21) und 22) 

1 d^ 1 . ^ i 1 ^19 = 

(m — v) (u — w) ^M,* [v — w) (v — m) ^t»,* ' (tu — uj (w — v) dw^ 

oder 

(''--)g-(--«)r^.+ («-")£5 = 24) 

und 

{u — v)[u — w)^tiii^ {v — w)(y — u)^dvi ' (w — ii)(u>~i») ^?to/ 
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Für einen Punkt können die Werihe von Mj, r,, tv^ und die 
Vorzeichen der in 23) vorkommenden Wurzelgrössen beliebig gewählt 
werden; für andere Punkte sind diese Vorzeichen dann so zu be- 
stimmen ^ dass ö^ , J^ , r?- stetig sind in dem Gebiete, in dem sie 
stetig sein sollen. 

§4. 

Ein Blick auf die Differentialgleichung 24) lehrt gewisse parti- 
culäre Losungen derselben kennen; u^, t;, , w^ selbst sind solche. 
Verfolgen wir zuerst die erste von diesen näher; setzen wir also 

Die Oberflächen <p = const. sind dann die confocalen Ellipsoide 
u === const. Sehen wir 9? als ein Geschwindigkeitspotential an, so 
sind die Stromlinien die Curven, welche auf diesen senkrecht stehen, 
d. h. die Schnittlinien der Hyperpoloide v = const. und w = const.; 
diese bilden, wie wir hier nicht beweisen wollen, ein System von 
Krümmungslinien, welche die genannten Hyperboloide mit einander 
gemein haben. In dem speciellen Falle, dass a^=^h ist, sind sie die 
Hyperbeln, deren Ebenen durch die r- Achse gehen, und deren Brenn- 
punkte auf der Kreislinie liegen, in welche die Ellipse 19) dann 
übergeht. Immer geht durch jeden Punkt der Fläche der genannten 
Ellipse (die eins der Ellipsoide u = const. ist) eine dieser Linien und 
schneidet dieselbe senkrecht. In der Unendlichkeit, wo u unendlich 
ist, sind nach den Gleichungen 12) die Verhältnisse von x^ \y^ \ z^ 
also auch die Verhältnisse von xwj \ z von u unabhängig ; d. h. die 
Linien sind Gerade, die nach dem Anfangspunkte der Goordinaten 
hin oder von ihm fort gehen. Das Quadrat der Geschwindigkeit ist 
der Gleichung 25) zufolge 

4 
oder nach der ersten der Gleichungen 13) 






2G«) 



Die Geschwindigkeit hat daher überall im Endlichen einen bestimmten, 
endlichen, stetig sich ändernden Werth, nur in der Ellipse 19), in 
der u^=^v ist, ist sie unendlich; in der Unendlichkeit ist sie 

wenn r die Entfernung des betrachteten Punktes vom Anfangspunkte 
bedeutet, weil dann, wie war im vorigen § gesehen haben, w = r* 
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ist. Die Richtung der Bewegung kann in jedem Punkte die eine 
oder die andere von den beiden Richtungen sein, welche die durch 
diesen Punkt gehende Stromlinie in ihm hat. Hierauf beruht es^ 
dass g) oder u^, abgesehn von der additiven Constanten ^ die bei 
dieser Function willkührlich geblieben ist, noch mannigfaltiger Art 
sein kann. Allerdings kann die Richtung der Bewegung im Innern 
der Flüssigkeit nicht sprungweise in die entgegengesetzte übergehn; 
das ist aber möglich an einer Fläche , welche den Zusammen- 
hang der Flüssigkeit unterbricht. Die Richtung der Bewegung in 
einem Punkte umkehren, ist dasselbe, wie der Wurzelgrösse, die in 
der ersten der Gleichungen 23) vorkommt, das entgegengesetzte Zei- 
chen geben; bei der ümkehrung dieses Zeichens erhalten ja ~ , 

1^, ^ entgegengesetzte Werthe. Im Innern der Flüssigkeit darf 

diese Wurzelgrösse ihr Zeichen nicht ändern, wo sie nicht Null ist; 
sie ist =ss in der Fläche der mehrfach genannten Ellipse, und allein 
in dieser, da hier u = — c* ist. Ist diese Fläche nicht eine 
Grenze, so mvss bei dem Durchgange durch sie das Vorzeichen der 
Wurzelgrösse geändert werden, weil dabei das Vorzeichen von du 
sich ändert, da — c^ der kleinste Werth ist, den u annehmen kann, 
und weil i/^ fortfahren muss zuzunehmen oder abzunehmen. An 
keinem andern Punkte im Innern der Flüssigkeit kann ein Zeichen- 
wechsel der Wurzelgrösse stattfinden. Es folgt daraus, dass eine 
durch die Gleichung g? = ti^ dargestellte Bewegung nicht möglich ist, 
wenn nicht eine Fläche in der Flüssigkeit sich' befindet, die ihren 
Zusammenhang unterbricht. Als solche Fläche kann jede Fläche 
dienen, die durch die Ellipse 19) vollständig begrenzt ist. Man hat 
sich dann vorzustellen, dass jedes Element der gewählten Fläche auf 
beiden Seiten Flüssigkeit ausströmen lässt oder einsaugt. Unter der 
Annahme; dass die Fläche ganz im Endlichen liegt, kann man noch 

festsetzen, dass in der Unendlichkeit u^ verschwindet und ~ negativ 

ist, also, nach den über die Geschwindigkeit gemachten Angaben, 
für ein unendlich grosses r 

2 

M, = - 
' r 

ist. Es wird dadurch ti( vollständig bestimmt. Aendert man die Fläche, 
so ändert man dadurch den Werth von «^ nur in dem Räume, den 
die Fläche bei ihrer Veränderung beschreibt. 

Wir wollen zeigen, dass u^ sich darstellen lässt als die Summe 
der Potentiale einer einfachen Massenschicht und einer Doppelschicht, 
die in der gewählten Fläche liegen. Zu diesem Zwecke denken wir 
uns die letztere umgeben mit einer beliebigen, geschlossenen Fläche, 
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deren Element ds sein moge^ während n die nach Aussen gekehrte 
Normale von ds bezeichnen soll. Für irgend einen äusseren Punkt 
ist dann nach der Gleichung 17) der vorigen Vorlesung und der 
Verallgemeinerung, die dieser in § 7. derselben Vorlesung gegeben 
ist, 

ds duy 27) 



1 /*., r 1 r 



r dn 

Nun denken wir uns die Fläche, deren Element ds ist, so zu- 
sammengezogen, dass sie aus zwei Flächenstücken besteht, die in 
die ursprünglich gedachte, durch die Ellipse 19) begrenzte Fläche 
fallen, und einer unendlich dünnen Rohrenfläche, welche diese El- 
lipse umschliesst, und deren senkrechte Querschnitte Kreise sind, die 
den unendlich kleinen Radius q und ihre Mittelpunkte in der Ellipse 
haben, üeber diese Röhrenfläche ausgedehnt, verschwinden die 
beiden in 27) vorkommenden Integrale, weil w, für q = nicht unend- 
lich wird. In der That wird für p = der Werth von u^ nicht 
unendUch, sondern 

Op CX) 

^ /* ^« —^~=r:: d h = 2 C _ ^^_ _ -^ - ' 28) 

J K(fl» + w) (6« + u) (c* -f- ü) ' ' J Via' — 6* + a?«)>2 — c« -f a:«) ' ^ 



— «' 



dass aus diesem Grunde das erste der beiden in 27) vorkommenden 
Integrale, über die Röhrenfläche ausgedehnt, verschwindet, sieht 

man ein, wenn man erwägt, dass ]i oder, was dasselbe ist, r an 

dn dg 

dieser überall endliche Werthe hat, die Grösse der Röhrenfläche aber 
von der Ordnung von q ist. Was das zweite jener beiden Integrale 

anbelangt, so ist -J^ d. h. ^ allerdings unendlich gross, aber 
Q —^ unendlich klein, da Wj für () = nicht unendlich wird und 

^- y d. h. -^ ^~ nach aufsteigenden gebrochenen Potenzen von q 

entwickelbar ist; da die Grösse der Röhrenfläche von der Ordnung 
von Q ist^ so folgt hieraus, dass auch dieses zweite Integral über die 
Rohrenfläche ausgedehnt verschwindet. Bei der Bildung der Glei- 
chung 27) hat man daher nur die Flächenstücke zu berücksichtigen^ 
welche in die ursprünglich gedachte, durch die Ellipse 19) begrenzte 
Fläche fallen. Wir wollen jetzt unter ds ein Element dieser Fläche, 
mit Ausschluss eines unendlich schmalen Streifens an der begrenzen- 
den Ellipse verstehen. In jedem der beiden Integrale der Gleichung 
27) kommt dann jedes ds zweimal vor. Wir wollen die beiden 
Seiten dieses Elements als die innere und die äussere unterscheiden^ 
und s(war soll die innere diejenige sein^ von der aus man nicht in 
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die Unendlichkeit kommen kann, ohne entweder durch die Fläche, 
der ds angehört; oder durch die Fläche der Ellipse 19) zu gehen; 
es sei femer n die nach der innem Seite gerichtete Normale von ds 
und das Zeichen t/j unter den Integralzeichen beziehe sich auf 'die 
innere Seite von dSy während für die äussere Seite' das Zeichen u^ 
gebraucht werden soll. Dann wird die Gleichung 27) 

wodurch t/, in der Weise dargestellt ist, in der es nach der ausge- 
sprochenen Behauptung darstellbar sein sollte. 

Nehmen wir an, dass die Fläche , deren Element ds bedeutet, 
die Fläche der Ellipse 19) selbst ist, so verschwindet das erste von 
den beiden in 29) vorkommenden Integralen; denn in der Fläche 
der Ellipse ist u = — c^j es hat also ti| und u{ den in 28) angegebenen 
Werth. Es ist dann 



«1= rtrÄJ 



es ist t/| als ein Potential einer einfachen Massenschicht dargestellt, 
deren Dichticckeit h durch 






bestimmt ist. Für n kann hier nach Willkühr die nach der einen 
oder nach der andern Seite gekehrte Normale der Fläehe der Ellipse 
gewählt werden; benutzt man, dass diese Fläche von den Stromlinien 
senkrecht geschnitten wird, so findet man aus der in 26a) über die 

Geschwindigkeit gemachten Angabe, indem man , * mit Hülfe der 

ersten der Gleichungen 10) eliminirt, 

A = y_ 

Die Masse der ganzen Schicht findet man unmittelbar aus der Be- 

merkung; die wir gemacht haben^ dass in der Unendlichkeit u^ = — 

ist; daraus folgt diese Masse «== 2. 

Wir bemerken beiläufig, dass diese Resultate für die Elektri- 
citätslehre insofern von Wichtigkeit sind, -als sie die Gleichgewichts- 
vertheilung der Elektriciiät auf einer leitenden elliptischen Scheibe 
kennen lehren. Die Elektricitätsmenge, welche in einem Leiter das 
Potential 1 hervorbringt, nennt man die Capacitäi desselben; nach 
28) ist daher die Capacität einer elliptischen Scheibe^ deren Halb- 
achsen ya^ — c^ und Yb"^ — c^ sind, das Beciproke von 
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oo 



/ 



dx 
y{a* — c» + a:«) (6* — c« + ^} 

Ist die Flache ; deren Element in 29) mit ds bezeichnet ist; nicht 
die Fläche der Ellipse 19)^ so gilt der jetzt für u^ entwickelte Aus- 
druck auch für den ganzen Raum mit Ausschluss des durch die 
beiden eben genannten Flächen begrenzten Theiles; in diesem nimmt 
auf jeder Stromlinie u^ gerade so zu^ wie es hier in jenem Falle 
abnahm. Denken wir uns^ dass die genannte Fläche ins Unendliche 
und so ausgedehnt wird, dass ihr im Endlichen liegender Theil mit 
dem Theile der xy-'Ehene ausserhalb der Ellipse 19) zusammenfällt, 
so bat auf jeder Stromlinie ; so weit sie im Endlichen liegt, die 
Bewegung ununterbrochen denselben Sinn ; der ausserhalb der Ellipse 
19) liegende Theil der ccy-Ebene bildet eine feste Wand, längs 
welcher Flüssigkeitstheilchen sich bewegen; während -auf der einen 
Seite dieser in der Unendlichkeit 1/^ = ist, ist i/j auf der andern 



oo 

J Via* - c« -f X*) (Ä» - 



ü 

Dieselben Werthe würde das^ Geschwindigkeitspotential w, besitzen 
können, wenn der von der Flüssigkeit erfüllte Raum durch irgend 
eine Fläche begrenzt wäre, die aus Linien, deren Gleichungen t;=const. 
und u' =!= const. sind, zusammengesetzt ist. Ein hierher gehöriger 
Fall ist es, dass die Flüssigkeit durch eine feste Wand begrenzt ist, 
die irgend ein einschaliges Hyperboloid v = const. bildet, und den 
einfach zusammenhängenden Raum, dessen Oberfläche «dieses ist, 
erfüllt. Wir wollen für diesen Fall das Volumen der Flüssigkeit 
aufsuchen, welches in der Zeiteinheit durch einen Querschnitt strömt; 
mit diesem Namen belegen wir irgend eine sich selbst nicht äichnei- 
dende Fläche, welche vollständig durch ihren Schnitt mit der Wand 
begrenzt ist. Derselbe theilt den von der Flüssigkeit erfüllten Raum 
in zwei getrennte Theile; es soll sich darum handeln das Flüssigkeits- 
volumen zu finden, welches aus dem ei'sten in den zweiten dieser 
Theile tritt. Wir nennen ds ein Element des Querschnitts, n die 
nach dem Innern des zweiten Theils gerichtete Normale von ds\ das 
gesuchte Volumen ist dann 



-/ 



Cn 



Von der Gestalt und Lage des Querschnitts ist dieses Integral unab- 
hängig, wie aus der Gleichung 16) der vorigen Vorlesung hervor- 
geht; um seinen Werth zu finden, können wir daher als Querschnitt 
einen Theil der mit dem unendlich grossen Radius r beschriebenen 



^* 
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Kugelfläche wählen. Nehmen wir die Normale n in der Richtung 
der Strömung an^ so ist dann^ wie wir gesehn haben; 

a «£ ^ 2 

dn r* 

Setzen wir das Stück der Kugelfläche ^ welches die hyperboloidische 
Wand ausschneidet; 

d. h. bezeichnen wir durch IC die Oeffiiung des Asymptotenkogels 
des Hyperboloids; so wird also das gesuchte Flüssigkeitsvohimen 

= 2Ar. 

Wir wollen einen für elektrische Strömungen eingeführten Aus- 
druck übertragen auf Flüssigkeitsbewegungen; wie wir sie hier be- 
trachten; wir wollen nämlich voii dem Widerstände eines von Flüssig- 
keit durchströmten Raumes sprechen; der durch eine feste Wand 
und zwei Flächen gleichen Geschwindigkeitspotentials begrenzt ist; 
und darunter die Differenz der Werthe des Geschwindigkeitspotentials 
in diesen beiden Flächen, dividirt durch das in der Zeiteinheit durch 
einen Querschnitt tretende Flüssigkeitsvolumen, verstehen. Der 
Widerstand des durch das gedachte Hyperboloid begrenzten und 
nach beiden Seiten sich ins Unendliche erstreckenden Raumes ist dann 






c« + a;«) (i« — c» + a.») 



§5. • 

Betrachtungen; wie wir sie über die particuläre Lösung g) = m, 
der Differentialgleichung 24) angestellt habeU; lassen sich mit gewissen 
Modificationen auch anstellen über die Lösungen q> = v^ und 9 «» u\. 
Wir wollen über diese aber nur Folgendes bemerken. Eine jede 
von ihnen stellt eine mögliche Flüssigkeitsbewegung dar; bei dieser 
sind die Stromlinien die Erümmungslinien der einen oder der andern 
Art der EUipsoide u = const. Eine jede dieser Erümmungslinien 
läuft in sich zurück; sind die Stromlinien nicht unterbrochen durch 
Flächen; welche Flüssigkeit ausströmen oder einströmen lassen; so 
ist daher das Geschwindigkeitspotential vielwerthig und der von der 
Flüssigkeit erfüllte Raum muss also ein mehrfach zusammenhängen- 
der sein. Immer kann dieser Raum durch feste Wände begrenzt 
seiU; welche aus Stromlinien gebildet sind. 

Setzen wir 9 = t;, , so sind die Stromlinien die Schnittlinien der 
EUipsoide u =<= const. und der zweischaligen Hyperboloide w «= const; 
die Flüssigkeit kann den zweifach zusammenhängenden Raum er- 
füllen; der ausserhalb eines jener EUipsoide liegt und einen Theil 
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des zusammenhängenden Baumes bildet, der durch eines dieser 
Hyperboloide begrenzt ist. Das Quadrat der Geschwindigkeit ist 
nach 25) 



sie wird also unendlich für die Ellipse 19)^ in der v = u, und für 
die Hyperbel 20) in der t; = w ist. Diese beiden Linien liegen 
nicht im Innern des der Flüssigkeit angewiesenen Raumes^ sie liegen 
aber in seiner Grenze ^ wenn man das EUipsoid in die Fläche der 
Ellipse 19) übergehen lässt und das Hyperboloid in die beiden nicht 
zusammenhängenden Stücke der 2ra:- Ebene, welche durch die Hyper- 
bel 20) abgegrenzt werden. 

Machen wir (p^^^w^, so sind die Stromlinien die Linien, in 
denen die Ellipsoide u «» const. und die einschaligen Hyperboloide 
V = const. sich schneiden ; die Flüssigkeit kann den zweifach zu- 
sammenhängenden Raum erfüllen^ den eines dieser Hyperboloide be- 
grenzt. Das Quadrat der Geschwindigkeit ist nach 25) 



{w — u) {w — v) 

Die Geschwindigkeit ist daher unendlich nur für die Hyperbel 20), 
welche nie innerhalb des genannten Raumes, aber in seiner Grenze 
liegt, wenn das Hyperboloid in das zusammenhängende Stück der 
2:a: -Ebene übergeht, das durch die Hyperbel 20) begrenzt ist. 

Verfolgen wir die durch die Gleichung 9 = m;j dargestellte Be- 
wegung noch weiter für den Fall, dass die die Flüssigkeit begren- 
zende Wand eine Rotationsfläche ist, die die z- Achse zur Achse hat. 
Wir haben dann a = b, oder vielmehr um die aufgestellten Formeln 
benutzen zu können, a — b unendlich klein anzunehmen. Die Strom- 
linien sind die Kreise, deren Ebenen senkrecht zur z- Achse stehen, 
und deren Mittelpunkte in der 2: -Achse liegen. Es handelt sich nur 
noch um die Berechnung der Geschwindigkeit. Ist « — h unendlich 
klein, so ist w^ welches immer zwischen — a^ imd — h'^ liegt, un- 
endlich wenig von — 0* verschieden; das Quadrat der Geschwindig- 
keit ist daher 

4 

(fl* + u) («« -f v) ' 

Unter derselben Voraussetzung ergiebt die Addition der beiden 
ersten der Gleichungen 12) aber 

^ ' y ~ fl« — c« ' 

daraus folgt die Geschwindigkeit 

2 



Va^ — c« Vx* + y« 



Achtzehnte Vorlesung. 

(Potential eiues homogenen Ellipsoida. Potential eines homogenen ellipü- 
sehen Cylinders von unendlich grosser Länge. Bähendes Ellipsoid in einem 
Flüssigkeitsstrome. Stromlinien in dem Falle, dass das Ellipsoid ein Bolationa- 
ellipsoid oder eine Kugel ist. Ein fester Körper bewegt sich in der Flüssigkeit 
auf gegebene Weise ; es wird die Bewegung der Flüssigkeit gesucht. Fall, dass 
der Körper ein Ellipsoid oder eine Kugel ist. Bewegung zweier Körper in der 
Flüssigkeit. Nähere Erörterung des Falles, dass diese zwei unendlich kleine 
Kugeln sind.) 

§ 1. 

Bei gewissen Flüssigkeitsbewegungen, die wir jetzt betrachten 
wollen ; ist die Kenntniss des Potentials eines mit Masse yon eon- 
stanter Dichtigkeit erfüllten EUipsoids nützlich. Den Ausdruck für 
dieses Potential wollen wir nicht ableiten, aber aufstellen und sein^ 
Richtigkeit auf einem durch seine Einfachheit ausgezeichneten^ von 
Dirichlet*) angegebenen Wege beweisen. Die Gleichung der Ober- 
fläche des EUipsoids sei 

seine Dichtigkeit =1 und sein Potential für einen Punkt, dessen 
Goordinaten x^ y, z sind, »= il. Wir stellen einige Eigenschaften 
zusammen, die Sl dann haben muss. Der Gleichung 11) der sechs- 
zehnten Vorlesung zufolge, ist, wenn der Punkt {x, y, z) innerhalb 
des EUipsoids Uegt 

liegt er ausserhalb, so ist 

femer sind i^, |§, |J , |^ im ganzen Räume einwerthig und stetig; 

im Unendlichen verschwindet Sl. 

Diese Eigenschaften bestimmen Sl eindeutig, wie die folgende 
Betrachtung zeigt. Gesetzt, es gäbe zwei Functionen von Xy y, z, 
die sie besitzen; U sei ihre Differenz. Dann hat U diese Eigenschaften: 

im ganzen Räume ist ^U==0] U, ^, ^-, -^ sind überall ein- 
•) Crelle's Journal, Bd. 82, p. 80. 
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werthig und stetig; in der Unendlichkeit ist U = 0. Nach den in 
§ 7. der sechszehnten Vorlesung gemachten Auseinandersetzungen ist 
daher überall ^ = 0. 

Wie in der vorigen Vorlesung bedeute u die grosseste Wurzel 
der cubischen Gleichung 

^' 4- y* 4- -^- = 1 . 9\ 

ist der Punkt (x, y, z) ein äusserer, so ist u positiv und die einzige 
positive Wurzel dieser Gleichung; in der Oberfläche des Ellipsoids^ 
für welche die Gleichung 1) erfüllt ist, ist t/ = 0. Es ist dann für 
einen äusseren Punkt 



ii = ar ahc I dk — ,y-? -^ 



y« 2« 



6» 4- X c« + i 



A) (4* + ij (c* + i) ' 

für einen inneren 



3) 



OO 



rfA - ,,_ ^ - -- - — - - - — 4) 



Um die Richtigkeit dieser Behauptung zu beweisen, brauchen wir 
nur zu zeigen, dass die durch die Gleichungen 3) und 4) definirte 
Function die lEigenschaften besitzt, welche für ^ angegeben sind. 
Zu diesem Zwecke differentiiren wir zunächst die Gleichungen 3) 

und 4) nach x\ wir erhalten dadurch für ein^ äusseren Punkt 

oo 

■r.- = ~ 2jtabcx I ,. . 5) 

^^ J («• + X) K(fl* + l) {b* + X) (c« + X)' ^ 



OO 

= — 27tabcx I .y -^=r '■ 6) 

J {a^ + l)y[c^ + l)(b^ + X){c^+X) ^ 



da der von der Veränderlichkeit der unteren Grenze u des Integrals 
herrührende Term in Folge der Gleichung 2) verschwindet; und für 

einen inneren 

oo 
djl 

dx 

So 

Wir denken uns die entsprechenden Gleichungen für -«— und 

w- gebildet. Wir sehen dabei ein, dass Ä, ^ , ^- , -^- an der 

Oberfläche des Ellipsoids, wo w = ist, keine Sprünge erleiden und 
daher überall einwerthig und stetig sind. 

Differentiirt man die Gleichungen 5) und 6) noch einmal nach 
X, so erhält man für einen äusseren Punkt 

du 



.-..„.c . _l 



X GU /* 

u 
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und für einen inneren 



n abc I — 



^^* ./ («' + ^ K(«« + l) (b* + X) (C + X) 



Äddirt man zu diesen Gleichungen die entsprechenden für ^-^ und 
-^-z- und benutzt, dass 

J \«' + 1 "* ** + i "* c' + V ^(a»+ 1) (**+ l){c» + i) Kä«+i)(6«+iJ(c«H-i) 

ist, SO erhält man für einen inneren Punkt 

und für einen äusseren^ wenn man noch hinzunimmt, dass nach der 
Gleichung 17) der vorigen Vorlesung 

o? du I • // du I z ^tt Q • 



ö* + M ^a? ' Ä* + M ^y *^ e^ -\- u dz 

ist, 

Um endlich einzusehn, dass das durch 3) definirte Sl in der 
Unendlichkeit verschwindet , hat man nur zu beachten, dass der 
Gleichung 2) zufolge in der Unendlichkeit u unendlich gross ist. 

Wir knüpfen hieran die Angabe des Potentials eines Cylinders, 
der mit Masse von der^ Dichtigkeit 1 erfüllt ist, dessen Manteldäche 
die Gleichung 

-4-^ = 1 

hat, und dessen Grundflächen die Gleichungen 

z = — y und z = -f" y 

haben, wo y unendlich gross gegen a, b und die Coordinaten des 
Punktes sein soll, auf welche das Potential bezogen wird. Nennen 
wir dasselbe Sl^ so haben wir nach der Gleichung 30) der sechs- 
zehnten Vorlesung 

Sl = 27cab\g2y+ ü , ü= — 2 CdfXgQ, 7) 

wo df ein Element der durch die Ellipse - -f- ^ = 1 begrenzten 

Fläche, Q den Abstand dieses Elements von dem Punkte {x, y) be- 
deutet, auf den ü und Sl sich beziehen. Nach den an dem eben 
genannten Orte durchgeführten Betrachtungen ist U bis auf eine 
additive Constante bestimmt durch die Bedingungen, dass es mit seinen 
ersten Differentialquotienten in der ganzen rcy-Sbene einwerthig und 
stetig ist, dass es den Gleichungen 
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fJ+f^--4. od» e+fl-O 

genügt, je nachdem der Punki (x, y) innerhalb oder ausserhalb der 

genannten Ellipse liegt, und dass in der Unendlichkeit o- und -^ 

verschwinden. Diese Eigenschaften besitzt [/, wenn man für einen 
innem Punkt 

V = itab( I ^-Z <--ÜZJl±i rf;i if 1 _ Ig „' ) 8) 

Ü 

für einen äusseren 

if ' 

V=«ab( I -Ij J^~^ J^dX + 1 - lg «- ) 9) 

M 

setzt und unter u eine unendlich grosse Constante, unter u die posi- 
tive Wurzel der Gleichung 

a?« I y* _ 1 

versteht. Es geht das aus Ueberlegungen hervor, die den im ersten 
Theile dieses § angestellten ganz ähnlich sind. 

Um zu beweisen, dass diesen Ausdrücken von V nicht noch eine 
additive Constante hinzuzufügen ist, um das durch 7) definirte ü zu 
erhalten, ist nur noch zu zeigen, dass, wenn a;^ -)- y* = ^^ gesetzt und 
(>^ unendlich gross, aber unendlich klein gegen ti angenommen wird, 
aus 9) sich ergiebt 

6/=a — 27tab lg Q . 

Dass dieses der Fall ist, folgt daraus, dti^ unter der genannten 
Annahme 

und 

«' 

wird. 

Es hat keine Schwierigkeit die in 8) und 9) angezeigten Inte- 
grationen auszuführen. Für einen inneren Punkt findet man dadurch 

U^nab {2\^ J^^+ l)-2.'^l'^ . 10) 

Verwandelt sich die Ellipse in einen Kreis von dem Radius a, 
so giebt diese Gleichung 
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U e= na^ (1 — 2 lg fl) — nq^ , wo wieder a;^ + §/' = ^^ 5 
für einen äusseren Punkt wird dabei 

§2. 

Setzt man 

^^M^f^-z, 11) 

WO M eine Constante bedeutet und Sl den in der Gleichung 3) an- 
gegebenen Werth hat, so genügt qp in dem Räume ausserhalb des 
EUipsoids 1) der Gleichung z^qp == 0; die Gleichung 11) stellt daher 
eine mögliche Flüssigkeitsbewegung in diesem Räume dar. In der 
Unendlichkeit ist 

^<P ^ n ^ 1. 

ax — ^ ' dy~^ ' dz ^ ' 

in der Unendlichkeit strömt die Flüssigkeit daher mit der Geschwin- 
digkeit 1 in der der z- Achse entgegengesetzten Richtung. Wir 
wollen zeigen, dass die Constante M sich so bestimmen lässt, dass 
für die Oberfläche des EUipsoids 1) 

ist: ist sie so bestimmt, so gilt die Gleichung 11) für den Fall, dass 
die Flüssigkeit in der Unendlichkeit in der angegebenen Weise sich 
bewegt und das feste EUipsoid 1) in ihr ruht. 

Die nach dem Innern der Flüssigkeit gerichtete Normale eines 
Elements der Oberfläche des EUipsoids wollen wir durch n« , die 
nach dem Innern des EUipsoids gekehrte durch n^ bezeichnen; die 
Bedingung, welche durch passende Wahl von M soll erfüllt werden 
können, ist dann 

M ^ — 5- == cos (Wa z) 
oder da nach der Gleichung 10) der sechszehnten Vorlesung' 

sT iT + 5 — ä" = 4ä cos (n, z) 
ist, 

^ W% == (4^^ ^ - 1) cos (n, z) . 12) 

Statt des DifFerentialquotienten nach n^ ist der nach n^ genom- 
mene eingeführt, weil der durch die Gleichung 4) für einen inneren 
Punkt bestimmte Werth von Sl einfacher ist als der für einen äus- 
seren Punkt geltende, durch die Gleichung 3) bestimmte. In der That 
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ist nach der Gleichung 4) für einen inneren Punkt, wie schon in der 
zwölften Vorlesung benutzt ist^ 

Sl = Const. — %{Ax^ + By^ + Cz^) , 

wo Ay By C Constanten sind, die die durch die Gleichungen 4) jener 
Vorlesung angegebenen Werthe haben. Es folgt hieraus 

^%- = — 2nC p- = 2nC cos (n,z) . 

Die Gleichung 12) ist daher erfüllt, wenn 

gemacht wird. 

Wenn für eine stationäre Flüssigkeitsbewegung, für welche ein 
Geschwindigkeitspotential gilt, dieses Geschwindigkeitspotential, qp, 
bekannt ist, so erfordert die Bestimmung der Stromlinien noch die 
Integration der Differentialgleichungen 

..:rfy:rfz = f|:g:|f; U) 

die Tntegrale dieser, die 2 willkührliche Constanten enthalten, sind 
die Gleichungen der Stromlinien. 

Ist qp eine Function* der beiden Argumente z und j/x^ -j- y'^ — 
eine Bedingung, die in dem hier betrachteten Falle erfüllt ist, wenn 
das Ellipsoid 1) ein Rotationsellipsoid und « = ^ ist — so kommt 
die Integration der Gleichungen 14) auf die Ausführung von Qua- 
draturen zurück. Setzt man nämlich 

V'x''+? = 9 
und nimmt qp als eine Function von z und q vm, ao hat man 

d(p d^ JF d€p (Jjp y 

dx dq ^ * dy ^9 Q ^ 

eine der Gleichungen 14) ist daher 

X dy — y dx = \ 15) 

daraus folgt 

= Const. 
y 

(]. h. eine jede Stromlinie liegt in einer durch die z- Achse gehenden 
Ebene. Aus 15) in Verbindung mit der Gleichung 

X dx -{- y dy = Q dQ 
ergiebt sich weiter 
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wodurch die zweite der Gleichungen 14) 

wird. Aus der Gleichung ^qp = lässt sich aber nachweisen^ dass 
der integrirende Factor dieser Gleichung q ist, d. h. dass die linke 
Seite der Gleichung 

ein YoUstandiges Differential ist. In der That hat man 

da^ dg* p* ' dg q^ 



woraus folgt 



ay« ~ dg* ^« ■* dQ 9^ ' 



^^ = l7^+t'5 + ll! = 0. 



oder 



d 
d 



dz^ ' do* \ Q dQ 



'-.{0 u) ' - fy^) ■ 



wodurch die ausgesprochene Behauptung bewiesen ist. Es giebt 
hiemach eine Function £^yon z und q, die die Eigenschaft hat, dass 

dz~ ^ dQ' dQ ^ dz ^'^ 

ist; ist sie gefunden ^ so hat man in 

U =s const. 

das Integral der Gleichung 16) und die Gleichung der Stromlinien. 
Kennt man eine Function V von z und q , für welche 

^=:9undz^F = ^^, + ^-, + ^ ^^ =0 18) 

ist, so kann man 

setzen ; da hierdurch den beiden Gleichungen 17) genügt wird; die 
Gleichung der Stromlinien wird hierdurch 

^ y = const. 

Bei der durch die Gleichung 11) unter der Voraussetzung, dass 
a =^1) ist, dargestellten Flüssigkeitsbewegung genügt man den Be- 
dingungen 18) durch 
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die Gleichung der Stromlinien ist daher 

Verwandelt sich das Rotationsellipsoid in eine Kugel von dem 
Radius R, und setzt man r = '/z'^ -^ q'^ , so ist für einen äusseren 



Punkt 



3 r 



Hieraus kann man bei Benutzung des SatzeS; dass -^ - an der Ober- 
fläche der Eugel keinen Sprung erleidet ^ ableiten, dass 

^ = I , also nach 13) M = ^ 

ist; daraus folgt; dass 

und die Gleichung der Stromlinien 

9^(l - 5) = const. 

ist. 

Setzen wir die in dieser Gleichung mit const. bezeichnete Grösse 
= 0, so wird dieselbe erfüllt durch q = und durch r = Ä; eine 
Stromlinie setzt sich hiernach zusammeii aus den Stücken der z -Achse, 
die ausserhalb der Kugel liegen und dem Halbkreise, in dem die 
Oberfläche der Kugel durch die Ebene geschnitten wird, die durch 
die 2 -Achse begrenzt ist und durch die (>- Achse geht. In den 
Punkten, in denen jene Stücke der z- Achse mit diesem Halbkreise 
zusammenstossen, d. h. in den Punkten p=0, z = -f- /?, ist die 
Geschwindigkeit = 0, wie aus den Gleichungen 

dz 2 l^ r* r» J 

ajp R^ 3 ip 

hervorgeht, die allgemein die Componenten der Geschwindigkeit nach 
den Achsen der z und q angeben. Diese Punkte haben dabei die 
Eigenschaft, dass sie von keinem der Flüssigkeitstheilchen, die in 
einem Augenblicke in endlicher Entfernung von ihnen liegen, jemals 
erreicht werden; die Rechnung ergiebt nämlich die Zeit, die hierzu 
erforderlich sein würde, als unendlich. Wir wollen das zeigen für 
die Theilchen, die auf dem genannten Halbkreise liegen ; für ein solches 
Theilchen ist r = Ä, also 

Kirch ho ff, Mechanik. 15 
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dz 



= *(Ä""^)' ^^ ^^^®^ 9i = i{i^— ^)5 



bezeichnet man den Werth von t, für welchen z = ist, durch /q, 
so erhält man hieraus durch Integration 

woraus in der That / = oo für z = — R sich ergiebt. 

§ 3. 

Wir können den abgeleiteten Gleichungen noch eine andere 
Bedeutung beilegen, als wir es gethan haben. Nach den im § 4. der 
vierten Vorlesung gemachten Auseinandersetzungen gelten für ein 
Coordinatensystem, dessen Achsen mit gleichbleibender Geschwindig- 
keit in einer Richtung fortschreiten, dieselben Differentialgleichui^en 
der Bewegung, wie für ein ruhendes. Denken wir uns die Achsen 
der X, y, z mit dejn EUipsoid fest verbunden und mit diesem in 
einer Richtung mit gleichbleibender Geschwindigkeit bewegt; die im 
vorigen § entwickelten Formeln gelten dann für die relative Bewe- 
gung der Flüssigkeit gegen das EUipsoid. Nehmen wir an, dass das 
letztere mit der Geschwindigkeit 1 in der Richtung der z- Achse 
fortgeht, so wird dabei die absolute Geschwindigkeit der Flüssigkeits- 
theile in der Unendlichkeit = 0. 

Wir wollen jetzt einen Fall betrachten, der den eben bezeichneten 
als speciellen in sich schliesst. In einer Flüssigkeit, die in der Un- 
endlichkeit überall ruht, bewege sich ein starrer Korper von ii^end 
einer Gestalt in gegebener Weise; es soll die Bewegung der Flüssig- 
keit gefunden werden. Wir wollen dabei aber voraussetzen, dass das 
Geschwindigkeitspotential qp, welches existiren soll, einwerthig ist; 
dadurch beschränken wir das Problem in dem Falle, dass der Körper 
einen mehrfach zusammenhängenden Raum erfüllt und in Folge hier- 
von auch die Flüssigkeit einen mehrfach zusammenhängenden Raum 
einnimmt. 

Wir benutzen die in der fünften Vorlesung gebrauchten Bezeich- 
nungen, führen also zwei rechtwinklige Goordinatensysteme ein, 
von denen das eine, das der |, ri, g, im Räume fest, das andere, 
das der a;, y, z, in dem Körper fest ist, und schreiben die Glei- 
chungen zwischen den Coordinaten desselben Punktes in den beiden 
Systemen 

g = a + a^x -f- «2^ + a^z 

V^ß + ßiX + ß,y + ß,z 20) 

t = y-\'y^X'j-y^y + y^z] 

wir nennen femer u, v, w die Componenten der Geschwindigkeit 
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Anfangspunktes der x^ y, z nach den Achsen der x, y, z und 
p, q, r die Component^n der Drehungsgeschwindigkeit des Körpers 
in Bezug auf dieselben Achsen. Die Ausdrücke 1) der sechsten Vor- 
lesung , nämlich die Ausdrücke 

u + zq — yr 

V -{- xr — zp 21) 

^^ + yp — xq , 

sind dann die Componenten der Geschwindigkeit des Punktes (x, y, z) 
des Körpers nach den Achsen der x^ y, z\ sie sind auch die Com- 
ponenten der Geschwindigkeit nach denselben Achsen eines Flüssig- 
keitstheilchenS; wenn dieses in relativer Ruhe gegen den Körper sich 
befindet. 

Aus dem letzten Umstände ist zu schliessen, dass^ wenn wir 
X, y^ z auf dasselbe Flüssigkeitstheilchen beziehen ^ 

dx d<p i 

-- =» ^- — u — zq + yr 
dt dx ^ \ if 

dtf dq> I 

dl = dy "-'='' -^ ^P 

dz dcp . 

rf/ = ^z ^ - y^ + ^^ 

ist. Die Integration dieser Differentialgleichungen giebt die relative 
Bewegung aller Flüssigkeitstheile gegen den Körper, wenn u, v, w, 
Py q, r bekannte Functionen von t sind und q) ermittelt ist; will 
man die absolute Bewegung derselben finden ; so muss man |^ 17, g 
durch die Gleichungen 20) aus den bekannt gewordenen Werthen 
von X, y, z berechnen. 

Sehen wir nun zu, wie 9 zu bestimmen ist. Bezeichnet man 
durch n die nach dem Innern . der Flüssigkeit gerichtete Normale 
eines Elements der Oberfläche des Körpers, so geben die Ausdrücke 
21), wenn sie mit cos(wa:), cos(ny), cos (nz) multiplicirt und addirt 
werden, die Gomponente der Geschwindigkeit des betrachteten Ele- 
ments nach der Richtung von n; diese Gomponente muss aber 

= -5^ , d. h. es muss 

^=sz(u'^zq — yr) cos{nx)'\-{v-\-xr — zp) cos(ny) -\- (w '\- yp -- x q) cos(nz) 

sein. Hierzu kommen die folgenden Bedingungen: In der Unend- 
lichkeit verschwinden J^ , ^ - , ^-y ^ ^^^ von der Flüssigkeit er- 
füllten Räume ist ^q) = und -^-, ^-^ «- sind einwerthig und 

stetig; dass 9 einwerthig ist, haben wir bereits angenommen;* ohne 
die Allgemeinheit weiter zu beschränken ; können wir voraussetzen, 

15* 



T *^ 
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dass 9 auch stetig ist^ da es bisher nur durch seine Differential- 
quotienten definirt ist. Nach den in § 7. der sechszehnten Vor- 
lesung gemachten Auseinandersetzungen ist hiernach qp bis auf eine 
additive Constante bestimmt; es ist völlig bestimmt^ wenn wir noch 
festsetzen; was erlaubt ist^ dass es in der Unendlichkeit verschwindet 
Allen diesen Forderungen genügen wir, wenn wir 

9> = «9i + ^9>2 + «^93 + P94 + Q^b + rq>fi 22) 

setzen und die 6 Functionen q>y, q)2j . . so bestimmen, dass jede von 
ihnen der Gleichung ^q) = und den für (p angegebenen Stetigkeits- 
bedingungen genügt, in der Unendlichkeit verschwindet, und dass 
an der Oberfläche des bewegten Körpers 

■ ^-* =z cos (nx) , ^^ = y cos {nz) — z cos {ny) 

-^ = cos (ny) , -^ r=zz cos (nx) — x cos (wz) 23) 

-^ = cos (nz) , ^ = o; cos (ny) — y cos {nx) 

ist; durch diese Bedingungen sind die Functionen g)^, 9029 • vollständig 
bestimmt ; sie hängen nicht von der Bewegung des Körpers, sondern 
ausschliesslich von der Gestalt desselben ab. 

Ist der Körper das EUipsoid, dessen Oberfläche die Gleichung 1) 
hat, so können wir die Functionen 97,, fp.^, . , nach einer im § 2. 
ausgeführten Rechnung leicht angeben. Bei der dort benutzten Be- 
zeichnung und der Richtung, die wir der Normale n hier beigelegt 
haben, ist nämlich 

^— - == 2ä (2 — Ä) cos inx) 

^=2«(2-^)cos(«y) 24) 

J^. = 2« (2 - C) cos («z) . 
Daraus ergiebt sich zunächst 

1 dst i_ aß 1 aa 

9^1 "" 2« (2 - A) dx ' ^2 — »2^(2 _ B) '^y ' 9>3 — 2n (2 — C) dz ' 

Weiter werden wir zeigen können, dass, wenn N eine passend zu 
bestimmende Constante bedeutet, 

^/ dSl dSl\ _, 

oder, was dasselbe ist, 

ist, wenn 

X = Q COS -9" , y = 9 sin -d* 
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gesetzt wird. Allen für 9^ aufgestellten Bedingungen mit Ausnahme 
der letzten der Gleichungen 23) genügt der angegebene Ausdruck 
bei jedem Werthe von iV, und diese Gleichung wird bei einem ge- 
wissen Werthe von N erfüllt. Dieselbe ist nämlich in Folge der 
Gleichungen 24) und der Gleichungen 

d St c\ j dSl o o 

da: ' Oi/ ^ 

j:cos(«y) — ycos(;ia:)=2Ä.V(a:cos(ny) (2 — B-\-A) — ycos(nx)(2 — A'\- B)). 

Sie ist in Bezug auf x und y linear und homogen; aus diesem 
Grunde, und da 

cos {nx) : cos {nxj) == ^, : |^ 

ist, so darf man in ihr für x und y resp. a^ cos (war) und ft' cos (wy) 
setzen; es tritt dann auf beiden Seiten der Factor cos(«a;) cos(ny) 
auf; bei Fortlassung desselben wird sie 

N= . - -«•-*! 

2ä (2 («« — 6«) + (^ — Ä) (fl« + 6»j) 

Für g?! und 9)5 lassen sich ähnliche Ausdrücke aufstellen, wie der 
in 25) für ^>^^ gegebene. 

Wenn a^ — V^ verschwindet, wenn also das Ellipsoid in ein 
Rotationsellipsoid übergeht, dessen Achse die z- Achse ist, so erhält 
das Verhältniss A — B \ cP^ — &^, also auch N einen leicht angeb- 
baren, endlichen Werth; der Factor von N in der Gleichung 25) 
wird aber Null; es verschwindet also 9^. 

Verwandelt sich das Ellipsoid in eine Kugel vom Radius R, so 
ist hiemach 

94 = ^ 'Ps = , g?6 = ; 

eine Drehung der Kugel um ihren Mittelpunkt ist von keinem Ein- 
üuss auf die Bewegung der Flüssigkeit. Nach den in § 2. gemachten 
Angaben ist 'ferner 

wo 



r == /x2 + y' + z2 ^ 

Man hat daher für die Kugel 

Dieses 9 genügt der Bedingung, dass an der Oberfläche der Kugel 
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-? = M cos (nx) + V cos (ny) + w cos (nz) 

ist. Es möge angeführt werden, dass der für 9 angegebene Aus- 
druck übereinstimmt mit dem Potential eines magnetischen Moleküls^ 
welches sich im Mittelpunkte der Kugel befindet ^ dessen magnetische 
Achse die Richtung der Bewegung hat; und dessen magnetisches 
Moment gleich der Geschwindigkeit des Mittelpunktes, multiplicirt 

mit - ist; in Bezug auf einen Magnetpol, der im Punkte (x, y, z) 

liegt und die Einheit magnetischer Flüssigkeitsmenge enthält. Es 
folgt daraus ; dass die Geschwindigkeit im Punkte (a:, y, z) der 
Grösse und Richtung nach der Kraft gleich ist; welche das bezeich- 
nete magnetische Molekül auf diesen Pol ausübt. 

Die Bewegung einer Kugel in einer Flüssigkeit ist zuerst von 
Dirichlet*), die eines EUipsoids von Clebsch**) behandelt worden. 

§4. 

Wir haben in dem vorigen Paragraphen angenomm^i; dass die 
Flüssigkeit im Endlichen allein begrenzt ist durch die Oberfläche 
eines bewegten; festen Körpers; in diesem Falle empfiehlt es sich das 
Geschwindigkeitspotential 9 auf ein in dem Körper festes Coordinaten- 
sjstem zu beziehen; weil dasselbe dann ausschliesslich durch die Ge- 
stalt des Körpers und seine Bewegung in dem betrachteten Augen- 
blicke bedingt wird. Sind aber ausser dem gedachten Körper im 
Endlichen noch andere feste Körper vorhanden; welche sich bewegen 
oder ruhen; so ist das Geschwindigkeitspotential immer auch von 
der relativen Lage aller Körper abhängig-, es ist dann zweckmässig 
dasselbe* von vom herein auf ein im Räume festes Goordinatensystem 
zu beziehn. Wir wollen jetzt uns vorstellen, dass in der unendlichen 
Flüssigkeit zwei bewegte, feste Körper im Endlichen vorhanden sind, 
und dass das Achsen -System der x^ y , z im, Räume fest ist. Es 
seien «, «;, w; die Componenten der Geschwindigkeit eines Punktes 
des ersten Körpers, u, Vy w die eines Punktes des zweiten; p, q, r 
die Componenten der Drehungsgeschwindigkeit nach Achsen^ die den 
Coordinatenachsen parallel sind, für den ersten Körper, p\ q\ r die 
entsprechenden Grössen für den zweiten. Der Gleichung 22) ent- 
sprechend kann man dann setzen 

wo q)^, 92» • • 9i) 92 } • • Functionen von x, y, z sind, die nicht von 



*] Monatsberichte der Berl. Akad. 1852, p. 12. 

**) Crelle's Journal Bd. 62. p. 103 und Bd. 53. p. 287, 
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der fiewegung der beiden Körper, aber von ihrer augenblicklichen Lage 
abhängen. Eine jede von ihnen muss in dem von der Flüssigkeit 
erfüllten Baume der Gleichung ^g7 = genügen^ mit ihren ersten 
Differentialquotienten einwerthig und stetig sein, in der Unendlichkeit 
verschwinden und an den Oberflächen der beiden Körper zwei ge- 
wisse Gleichungen erfüllen. Sind a, b, c und a\ b', c die Coordi- 
naten der beiden Punkte, deren Geschwindigkeitscomponenten mit 
u, V, w und u, V, w bezeichnet sind, so muss nämlich an der 
Oberfläche des ersten Körpers 

^* = cos(na:) ^p^ 



OfPt 

dn 



= cos {ny) 



dq)% 






cos (nz) 






??i = ri/ _ 



dn 



(y — b) cos (ji z) — [z — c) cos {ny) 



dn 



d(Pt 

"dn 



(z — c) cos {nx) — (x — a) cos {nz) -^^ 



= 



= 



= 



= 



= 



?^ = {x — ä) cos {ny) — (tj—b) cos {nx) ^-^^ = 



und an der Oberfläche des zweiten 
^^^i^O^< = coB{nx) 

on cn ^ ' 



on 



0^J^' = co8(«y) 



8 »3 _ ^»^' = cos (nz) 

dn dn ^ '^ 



^» = ^.'^^ = (2 — c) COS (nx') — (x — a') cos (n z) 

on (Jn ^ / \ y \ / \ / 

^u = ^ ^i = (* - "') •'^^ ("y) - (y- - *') "^^ ('"^^ 



^n 



sein. Diese Gleichungen, welche den Gleichungen 23) entsprechen, 
sind auf demselben Wege, wie diese, abzuleiten. Die angegebenen 
Bedingungen bestimmen die 12 Functionen g^i, g?2» • • vollständig. 

Der einfachste hierher gehörige Fall ist der, dass die beiden 
Körper Kugeln und die Punkte {a, b, c), {a\ V , c) ihre Mittel- 
punkte sind; dann ergeben die für 9?^, «jPg, gjß, 9/, 9)5', g?/, aufge- 
stellten Bedingungen, dass diese 6 Functionen gleich Null sind, und 
es wird also 
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Es lässt sich in diesem Falle 9 mit Hülfe der BOgenannten 
Kugelfunctionen als eine unendliche Reihe finden^ die immer conver- 
girt und um so schneller convergirt, je grösser der Abstand der 
Kugeln im Verhältniss zu ihren Radien ist. Wir wollen auf die 
Theorie der Kugelfunctionen hier nicht eingehen und daher nur im 
Allgemeinen den Weg bezeichnen, auf dem die genannte Aufgabe 
gelost werden kann, und das Resultat in so weit angeben, als es für 
spätere Betrachtungen nöthig ist. 

Was die Kugelfunctionen unmittelbar leisten, ist dieses. Sie 
erlauben eine Function ü zu finden, welche ausserhalb einer Kugel 
der Differentialgleichung ^ü=^0 genügt, mit ihren Differential- 
quotienten einwerthig und stetig ist, in der Unendlichkeit verschwin- 
det, und an der Oberfläche der Kugel der Bedingung genügt, dass 

^ - beliebig gegebene, stetig sich ändernde Werthe erhält. Aus einer 

unendlichen Zahl solcher Functionen ü lässt sich eine convergirende 
Reihe bilden für das Geschwindigkeitspotential 9 für eine Flüssig- 
keit, in der zwei Kugeln in gegebener Weise sich bewegen. Um 
das zu zeigen, nennen wir die Kugel, deren Mittelpunkt (a, b, c) 
ist, die erste, die andere die zweite. Man bilde die Function ^,, für 
welche an der Oberfläche der ersten Kugel 

-7p = ^ d. h. = w cos {nx) + v cos {ny) -}- w cos (nz) 

und die Function U^, für welche an der Oberfläche der zweiten 

-^ = ^ d. h. = m' cos {nx) -}- V cos {ny) -f- w cos {nz) 

ist, und setze 

u, + u; = F, . 

Dieses F, ist dann das erste Glied der für (p aufzustellenden 
Reihe. Die Function 9 — F, soll an den beiden Kugelflächen den 
Bedingungen genügen, dass an der ersten 

dn dn ' 

an der zweiten 

dn dn 

ist; man bilde die Functionen U^ und ü^^ für welche an der ersten 

Kugel fläche 

dUt^ _ dVi 
dn dn 

und an der zweiten 

dUJ ^ __ cCh 
dn dn 
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ist; und setze 

u^ + u^ = r, ; 

es ist dann Fj das zweite Glied der Reihe für 9. Für die erste 
Eugelfläche soll nun 

g ( y - F^ - y^) _ du; 



für die zweite 



dn on 



dn dn 



sein. Man setze 



^3 + v^ = V, , 
nachdem U^ und ü^ so bestimmt sind; dass an der ersten Eugelfläche 

dü^^ du,' 

dn dn 

und an der zweiten 

dUl ^ _ dUj 
dn cn 

ist. In dieser Weise* fahre msui fort; dann hat man 

9, = r, + F, + F, + . ■ 

Diese Reihe convergirt, wie hier aber nicht bewiesen werden 
soll, immer; nimmt man die Radien der beiden Kugeln als unend- 
lich klein gegen ihren Abstand an, so ist dabei jedes folgende Glied 
unendlich klein gegen das vorangehende. Jede der Grossen Fj, V^,- 
erhält man in Kugelfunctionen selbst durch eine unendliche Reihe 
ausgedrückt, die auch die Eigenschaft hat, dass jedes folgende Glied 
unendlich klein gegen das vorangehende ist, wenn die Radien der 
Kugeln unendlich klein gegen ihren Abstand sind. Will man unter 
dieser Voraussetzung 9 nur bis auf Grössen einer gewissen Ordnung 
finden, so hat man nur eine beschränkte Zahl der Grössen F, und 
in jeder von diesen eine beschränkte Zahl von Gliedern zu berück- 
sichtigen. 

Die Grössen U^ und ü{, also auch auch die Grösse V^ findet 
man unmittelbar aus der Gleichung 27). Bezeichnet man die Ab- 
stände des Punktes (x , y , z) von den Mittelpunkten der beiden Kugeln 
durch r und r , ihre Radien durch R und R, und benutzt, dass r eine 
Function von x — a, y — ft, z — c, r eine Function von x — 0', 
y — b\ z — c ist, so ergiebt sich 




Ä'» ( ^ ? 

^' = - T V" U 



d-. 

+ f r f r r 
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Die Summe dieser beiden Ausdrücke, also Fj, giebt den Werth 
von (p in erster Näherung an. Bezeichnet man R and B' als unend- 
lich kleine Grössen erster Ordnung und den Abstand der Kugeln als 
endlich, so müssen, damit das Geschwindigkeitspotential und die 
Geschwindigkeiten im Allgemeinen endlich seien, u, v, w, u, v\ tv 
unendlich gross yon der dritten Ordnung sein; an den Eugelflächen 
werden dann 9 und seine Differentialquotienten unendlich gross. In 
endlicher Entfernung von den Kugelflächen giebt die Gleichung 9= T, 
die Geschwindigkeiten bis auf unendlich kleine Grössen an, nicht aber 
an diesen Flächen. Um hier dasselbe zu erreichen, muss man Ü2 bilden, 
wobei es aber ausreicht die Glieder höchster Ordnung zu berück- 
sichtigen. Dieser Umstand bewirkt, dass wiederum die Gleichung 27) 
U2 und U2 zu berechnen erlaubt. Um ^2 zu finden, ist für die 

erste Kugelfläche -^^ zu bilden ; eä ist aber 

-^ =-ö-^ cos (nx) + -.-^ cos (ny) + -^ cos inz) ; 

setzt man hier für ü{ seinen Werth aus 28), führt statt der Diffe- 
rentialquotienten nach a;, y, 2: die negativen nach 0', ft', c' genom- 
menen ein, schreibt, was bei der beanspruchten Genauigkeit erlaubt 
ist, r^ für r', wo Tq den Abstand der Mittelpunkte der Kugeln be- 
zeichnen, also 

sein soll, und ersetzt die Differentialquotienten nach a, h\ c durch 
die nach a, b, c genommenen, so ergiebt sich 




dn dn 2 V öa* ' dadb ^ dadcj ^ ^ 




2 \^dbda 






cos {nz) , 



mithin nach 27) 





, /?3 ß'3 ( .,/ ro , ^/ ro , _, r., 1 r 29) 



4 \ de da 



a« -i a«-- 

»3 I?'a Im 



R^n'^X , rn . . ro . , ro 
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Entsprechend ist 




Bildet man mit Hülfe dieser Werthe von U^ und U2 die Glei- 
chung 9 = ^^ + ^27 s^ giebt dieselbe auch an den Kugelflächen 
die Geschwindigkeiten bis auf unendlich kleine Grössen und den 
Werth von 9? mit Einschluss unendlich kleiner Grössen erster Ord- 
nung genau an. Wir werden eine Rechnung durchzuführen haben, 
bei der wir die Werthe von g? an jeder Kugelfläche mit dieser Ge- 
nauigkeit kennen müssen. Um sie zu finden, kann man mit den in 
28) angegebenen Werthen von U^ und Ui noch eine Umformung 
vornehmen. Es handle sich darum, für die erste Kugelfläche q) zu 
ermitteln. Die in dem Ausdrucke von £^,' vorkommende Grösse 

- kann man nach Potenzen von x — 0, y — b, z — c, die unendlich 

klein von der ersten Ordnung sind, entwickeln und hat nur die ersten 
Potenzen zu berücksichtigen nöthig. Da 

X — a = R cos {nx) , y — b = R cos {ny) , z — c = R cos {n z) 

ist, so hat man daher 

l' = -V— R y^ cos {nx) + ~^l^ cos (ni/) + -^ cos {nz)J 
zu setzen; hieraus ergiebt sich 

^3/ al ai ai 



cos (nij) 

„„,,/ d*^ a«-' ai\ 
— 2- V"ra + " a— aT + «^ wj «°«("^) • 

Aus 28J folgt femer 
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da 



^, = — 2 ( w COS (na;) -(- v cos {ny) + w; cos («^) ] 



d- d - ^ d^ 



^ =^,co8(nx), -gf = ^Ji cos (ny) , ^=^co8(nz) 

ist. Benutzt man diese Relationen ; um auch den in 29) für U^ an- 
gegebenen Ausdruck umzugestalten^ und erw^, dass U2 von höherer 
Ordnung^ als der ersten, unendlich klein ist; so erhält man fQr die 
erste Eugelfläche mit der verlangten Genauigkeit 

9 = — ^(u cos (nx) 4" V cos (ny) -f- ^ cos (nz) ) 



R2 

2 V da ^ " db ^"" de 



+ -Au^ + v-:\+tv.;^ 



a« 1 a*- a« i 

RR^Xt ''01 ' ''01 ' ''01 / \ 

'dbda + '' W + ''' -dbTc) ^^« ('^y) 



Äß'3 



a* - a* -1 a'l\ 



«' i, -I- + «'' S-^ + «'' '^ 1 ) cos (n ^) 



Den Werth von q> an der zweiten Eugelfläche tiudet man, indem 
man in diesem Ausdrucke die gestrichenen Buchstaben mit den unge- 
strichenen vertauscht. 



Neunzehnte Vorlesung. 

(DifTerentialgleichuQgen für die Bewegung eines Körpers in einer Flüssig- 
keit, auf den gegebene Kräfte wirken. Anwendung des Hamiiton^schen Prin- 
cipes auf diesen Fall. Bewegung des Körpers, wenn keine Kräfte wirken. 
Vereinfachung der Aufgabe durch Voraussetzung gewisser Symmetrieen. Kugel. 
Rotationskörper. Bewegung zweier unendlich kleiner Kugeln in der Flüssigkeit. 
Kräfte, die diese auf einander ausüben.) 



§ 1. 

Bei den in der vorigen Vodesung betrachteten , durch die Be- 
wegung eines festen Körpers bedingten Bewegungen einer Flüssig- 
keit, die nach allen Richtungen sich in die Unendlichkeit erstreckt, 
nahmen wir die Bewegung des Körpers als eine gegebene an. Wir 
wollen uns jetzt mit der Aufgabe beschäftigen , diese Bewegung zu 
bestimmen ; wenn auf den Körper und die Flüssigkeit gegebene 
Kräfte wirken. Dabei werden wir von der auf ein Flüssigkeits- 
theüchen sich beziehenden Kraft voraussetzen, dass sie ein einwerthiges 
Potential hat, da wir die Annahme, dass ein Geschwindigkeits- 
potential existirt, wie wir es dort betrachtet haben, festhalten wollen. 

um die genannte Aufgabe zu lösen, könnten wir so verfahren, 
dass wir mit Hülfe der Gleichung 20) der fünfzehnten Vorlesung die 
Drucke berechneten, welche die Flüssigkeit auf die Elemente der 
Oberfläche des Körpers ausübt, und diese als Kräfte einführten in 
die Differentialgleichungen der Bewegung eines starren Körpers, die 
in § 2. der sechsten Vorlesung entwickelt sind. Auf kürzerem Wege 
aber erreichen wir unsem Zweck, wenn wir von dem Hamilton'schen 
Principe ausgehn, welches, wie in § 6. der eilften Vorlesung gezeigt 
ist, auch für einen Fall, wie er uns jetzt vorliegt, gilt, und welches 
auf solche Fälle zuerst von Thomson und Tait*) angewandt wor- 
den ist. 

Wir bezeichnen durch m die Masse eines der materiellen Punkte, 
welche den festen Körper und die Flüssigkeit bilden, durch 5, i?, S 
die Coordinaten desselben in Bezug auf ein im Räume festes Coordi- 
natensystem zur Zeit t, durch CT die Arbeit aller wirkenden Kräfte 



*) Handbuch der theoretischen Physik von.W. Thomson und P. G. Tait, 
deutsche Uebersetzung , Bd. 1. p. 296. 



i.v ; 






f* 



'.:w 
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et 

Ff. 



.r» 



für unendlicli kleine, virtuelle Verrtickungen ihrer AngrifiEspnnkte, 
auf welche Verrückungen das Zeichen 8 sich beziehen soll, endlich 
durch T die lebendige Kraft des ganzen Systemes. Nach dem 
Hamilton'schen Principe ist dann 



wo die Summe sowohl in Bezug auf die verschiedenen Massen als 
auf die verschiedenen Goordinaten einer jeden Masse zu nehmen ist, 
und i^ und { irgend zwei Werthe von i bedeuten, lieber die Varia- 
tionen d|, auf welche wir diese Gleichung anwenden wollen, setzen 
wir 'Folgendes fest: für den festen Körper sollen sowohl für / = /o> 
als für ^ = /* alle tf g = sein; für t = i^ soll dasselbe für die 
Flüssigkeit gelten; für die variirte Bewegung der Flüssigkeit, für 
die Bewegung also, bei der g + *6> ^ + *^? g + *6die Goordinaten 
der Masse m zur Zeit t sind, soll ein Geschwindigkeitspotential, wie 
für die gesuchte, existiren. Aus den Werthen, die dg für die Theile 
des festen Körpers hat, sind dann die Werthe von dg für alle Theile 
der Flüssigkeit vollkommen bestimmt. Für ^ = ^ verschwinden die 
letzteren im Allgemeinen nicht] trotzdem verschwindet, wie gezeigt 
werden soll, die linke Seite der Gleichung 1). Dieselbe ist nach den 
gemachten Festsetzungen, wenn dt ein Element des von der Flüssig- 
keit erfüllten Raumes und ft die Dichtigkeit dieser bezeichnet, gleich 
dem Werthe, den 





d 


H- 


*! + 


dt, 
dt 


8ri + 


'i'i) 


für t^ 


' f annimmt. 


Es ist aber 










dV 




dt, 

dt 




dt 

' dt 


dq) 


also dieser Ausdruck 













f*/^^(lf*g+lf*1,+ll*g) 



Statt der Bedingung, dass die Flüssigkeit in der Unendlichkeit 
ruht, führen wir hier die Annahme ein, dass dieselbe in eine unend- 
lich grosse, feste Kugelfläche eingeschlossen ist; nach dem an Ende 
des § 7. der sechszehnten Vorlesung bewiesenen Satze ist diese 
Annahme mit jener gleichwerthig. Nennt man ds ein Element der 
Oberfläche des Körpers oder der genannten Kugelfiäche, n die nach 
der Flüssigkeit gerichtete Normale von dSy so verwandelt sich durch 
theilweise Integration die zu untersuchende Grösse in 



"p' Kw + ''^ + W) 
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— (i I ds q) (d^ cos (w|) + *^ cos (ni]) + ^6 cos (w5) ) . 
Wegen der Incompressibilität der Flüssigkeit ist allgemein 

di ^ drj ^ di ~^' 
för jedes Element der Oberfläche des Körpers ist, wenn l = f , 

d^ cos (ng) + drj cos (nri) + *g cos (ng) = , 

weU für den bezeichneten Zeitpunkt die Variationen der üoordinaten 
der Punkte des Körpers verschwinden sollen , und dieselbe Glei- 
chung besteht für jedes Element der einschliessenden Kugelfläche, 
weil diese fest ist. 

Hiemach ist die Gleichung 1) 

i' 
0= rdl{ST+ (T). 2) 

Die lebendige Kraft des betrachteten Systemes, T, setzt sich 
zusammen aus der lebendigen Krafb des festen Körpers und der der 
Flüssigkeit. Die erste ist nach der Gleichung 2) der sechsten Vor- 
lesung eine homogene Function zweiten Grades von u, v, w, p, q, r 
mit Constanten Coefficienten; die zweite ; nämlich 

oder^ was dasselbe ist, 

ist in Folge der Gleichung 22) der vorigen Vorlesung eine eben 
solche Function; auch T ist daher eine homogene Function zweiten 
Grades von u, v, w, p, q, r mit constanten Coefficienten, deren 
Werthe von der Gestalt, des Körpers, der Masse dieses und ihrer 
Vertheilung, sowie von der Dichtigkeit der Flüssigkeit abhängig sind. 

Die Arbeit ü' setzt sich zusammen aus der Arbeit der Kräfte, 
welche auf den Körper wirken, und der Arbeit der Kräfte, welche 
auf die Flüssigkeitstheile ausgeübt werden. In Bezug auf die letzteren 
haben wir schon voraussetzen müssen, dass sie ein einwerthiges 
Potential besitzen. Daraus folgt, dass, wenn der feste Körper ersetzt 
wäre durch eine Flüssigkeitsmasse, die mit der äusseren gleichartig ist, 
die Arbeit der sämmtlichen Kräfte für eine Verrückung der gedachten 
Flüssigkeitsmasse Null wäre, und dass daher die Arbeit der auf die 
wirklich vorhandene Flüssigkeit wirkenden Kräfte gleich ist der 
negativ genommenen Arbeit der Kräfte, welche auf die gedachte 
Flüssigkeitamasse, wenn sie vorhanden wäre, wirken würden. 
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Die Gleichung 2) stimmt in Allem überein mit derjenigen , aus 
welcher wir im § 2. der sechsten Vorlesung die DifPerentialgleichungen 
der Bewegung eines starren Körpers im leeren Räume entwickelt 
haben. Diese Differentialgleichungen ^ nämlich die Gleichungen 12) 
und 13) oder 14) und 15) der genannten Vorlesung gelten also auch. 
für den hier betrachteten Fall; nur bedeuten hier X, V, Z, M^, My, JWs 
die Gomponentensummen und Drehungsmomente in Bezug auf die 
Achsen der x, y, z, IS, H, Z, M^, Mt^, M^ die Gomponentensummen 
und Drehungsmomente in Bezug auf die Achsen der ^, ri^ ^ der 
KräftC; welche auf den Körper wirken, und der negativ genommenen 
Kräfte, welche auf die vom Körper verdrängte Flüssigkeit, wenn sie 
vorhanden wäre, wirken würden; überdies haben , die Goefficienten in 
dem Ausdrucke von T hier andere Werthe, als dort. 



§2. 

Wir werden jetzt annehmen, dass auf den festen Korper und 
die Flüssigkeit keine Kräfte wirken; die Resultate, zu denen wir 
dabei kommen werden, gelten in gewissen Fällen auch, wenn Kräfte 
vorhanden sind, z. B. wenn die Schwere wirkt, der Körper aber 
überall dieselbe Dichtigkeit, wie die Flüssigkeit besitzt. Die Glei- 
chungen 12) und 13) der sechsten Vorlesung sind dann 

±dT ^^ ^ _ ^ 
dt du dv " dw 

d_ dr ^ ^ _ ^ 

dt dv ^ dw dtt 

±dT ^ (^T _ dT 
dt du> ^ du " dv 

d dT dT dT , dT dT ^ 

dt dp dv dw * dq dr 

d dT dT dT , dT dT 

dt oq dw du ' "^ or dp 

d dT dT dT , dT dT 

dt dr du dv * ^ dp oq 

Es möge zuerst eine particuläre Lösung derselben erwähnt wer- 
den. Man genügt ihnen, wenn man ^ = 0, ^ = 0, r = und 
u, V, w gleich Gonstanten setzt, deren Verhältnisse die Bedingung 

dT dT dT 

Ou öv cw 

erfüllen. Es verschwinden dann die rechten Theile der Gleichungen 3), 
und es verschwinden auch die linken, dQ,u,v,w, p, q^r Gonstanten 
sind. Erwägt man, dass, wenn p, q, r verschwinden, T eine homo- 
gene Function zweiten Grades von u, v, w wird und zwar eine, die 
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stets positiv bleibt^ da die lebendige Kraft nicht negativ sein kann^ 
so sieht man, dass die Bestimmung der Verhältnisse u : v : w aus 
der genannten Bedingung übereinkommt mit der Bestimmung der 
Hauptachsen eines gewissen Ellipsoids^ des Ellipsoids nämlich^ dessen 
Gleichung 

T = const. 

ist, wenn man u, v, w als die rechtwinkligen Coordinaten eines 
Punktes ansieht Nimmt man die Achsen der u, v, tv parallel mit 
denen der x, ij, z aji^ so sind die Richtungen der Hauptachsen des 
bezeichneten Ellipsoids drei auf einander senkrechte, im Körper feate 
Richtungen, in deren jeder dieser, ohne sich zu drehen, mit gleich- 
bleibender Geschwindigkeit in der Flüssigkeit fortschreiten kann. An- 
dere Richtungen, die dieselbe Eigenschaft haben, giebt es nicht, wenn 
das Ellipsoid nicht ein Rotationsellipsoid ist; ist dies der Fall, so hat 
die Richtung der Rotationsachse und jede auf dieser senkrechte Rich- 
tung die genannte Eigenschaft. Jede Richtung besitzt sie, wenn das 
Ellipsoid eine Kugel ist. 

Wir untersuchen nicht, unter welchen Bedingungen die bespro- 
chene Bewegung eine stabile ist, d. h. unter welchen Bedingungen 
imme?' p, q, r unendlich klein sind und u, v, w his auf unendlich 
Kleines die bezeichneten Werthe haben, wenn in einem Augenblicke 
dieses stattfindet. 

Ohne eine beschränkende Annahme einzuführen, kann man drei 
Integrale der Gleichungen 3) finden; zu diesem Zwecke hat man 
dieselben 

mit u oder mit 



V 



w 



'.- oder 

du 


i dT 

mit ^- 
dp 


dT 


dT 


dv 


dq 


dT 


aT 


dw 


Ör 





dT 

du 





dT 

dv 





dT 

dw 



r 

zu multipliciren und jedesmal zu addiren. Erwägt man bei Benutzung 
des ersten Factorensystems, dass nach einem bekannten, auf homogene 
Functionen bezüglichen Satze 

nm dT . dT . dT . dT . dT , dT 

^^-"^ du+'Tv+'^dw+Pd]y+^-dr,+ '-d^^' 

dass ferner 

Kirch ho ff, Mechanik. 10 
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dt du dt "1" av //< ' dw dt ' ap rff "i" dq dt "^ dr dt ^ 

und daher- 

dl ^ dt du'^ ^ dt dv '^^dtdw'^^dtdp'^ ^ dt dg "^ ^ dt dr 

ist, so ergiebt sich auf diese Weise 

2T=L 

(ä^) + ^T^ + (au;) = ^ *) 

Ou dp *^ dv Öq dw dr * ^ 

WO Z, if, iV willkührliche Constanten bedeuten. 

6 andere Integrale des vorliegenden Problems erhalt man aus 
der zweiten Form seiner Differentialgleichungen, die aus den Glei- 
chungen 14) und 15) der sechsten Vorlesung hervorgeht, wenn man 
in diesen S, H, Z, M^, M,j, M^ gleich Null setzt. Die einen 

geben 

^ dT , dT y dT . 



'w 



^' 8 « + ^2 If + 1*3 a^ = -» 5) 

ZT . dT , dT ^ 

y* dH + y^ fv + y3^ = ^> 

und die andern bei Rücksicht hierauf 

dT . dT . dT yy , . /, y, 

y' ap + y^ dg + y3 a7 = ^ + ^^ - ^« > 

Yio A^ B, Cy ify B\ C willkührliche Gonstanten sind und die 12 
Grössen a, /J, t' die in den Gleichungen 20) der vorigen Vorlesung 
angegebene Bedeutung haben. 

Die beiden letzten der Gleichungen 4) sind Folgen der Gleichun- 
gen 5) und 6), und die Constanten M und N sind ausdrückbar durch 
die Constanten A^ BjCyÄ,ff, C, Quadrirt man nämlich die 
Gleichungen 5y und addirt sie, multiplicirt man dann die Gleichun- 
gen 5) mit den Gleichungen 6) und addirt wieder, so erhält man bei 
Rücksicht auf die Gleichungen 4) und die Relationen, die zwischen 
den Cosinus aj, /J,, yj, a^y /Sj, y^y «3^ /^s, ^3 bestehen, 

AA' + BB" -{- CC ^N . 
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Hat man u, v, w, p, q, r den Gleichungen 3) gemäss als Func- 
tionen von / bestimmt^ so erfordert die vollständige Lösung des 
vorgelegten Problems^ d. h. die Bestimmung der 12 Grössen a, ß, y 
nur noch die Ausführung von Quadraturen ; wie nun gezeigt wer- 
den soll. 

In Bezug auf die willkührlichen Constanten -^4, ^, (7, die in den 
Gleichungen 5) vorkommen^ kann man^ ohne die Allgemeinheit der 
betrachteten Bewegung zu beeinträchtigen , annehmen^ dass A = ^^ 
^ = und C positiv ist; man verfügt dadurch nur über die Richtung 

der g- Achse. Sieht man nämlich ^, ^' > 7^ ' ^^^ ^® Componenten 

der Geschwindigkeit eines Punktes nach den Achsen der x, y, z an, 
so zeigen die Gleichungen 5), dass die Componenten dieser Ge- 
schwindigkeit nach den Achsen der g, ly, g den Constanten A, B, C 
gleich sind ; giebt man der g - Achse die Richtung dieser Geschwindig- 
keit, so verschwinden A und B, während C positiv wird. Multiplicirt 
man nach dieser Festsetzung die Gleichungen 5) mit «^ , /5, , y^ oder 
«2> ß'z> Vi ^^^^ ^3» ßz* y-i ^^^ addirt sie jedesmal, so erhält man 

1 a r _\ dT _ \ dT 

^» "~ C du ' '^^~ C dv ' ^» ~ C öw' 

Um die 6 andern Cosinus zu finden, führen wir die durch die 
Gleichungen 8) der fünften Vorlesung definirten Winkel %, f, q> ein. 
Wir haben dann 

y^ = COS / sin 'O' , y., = sin / sin ^ , y•^ = cos Q^ , 8) 

woraus / und d" zu bestimmen sind. Zur Bestimmung von tp führt 
die Gleichung 13) der siebenten Vorlesung, nämlich die Gleichung 



aus welcher folgt 



Vi" + y»* ' 






Um endlich die Coordinaten a, ß, y des Anfangspunktes der 
Xj xj, z als Functionen von t darzustellen, setzen wir die in den Glei- 
chungen 6) vorkommenden Constanten A' und B' gleich Null; auch 
dadurch beeinträchtigen wir nicht die Allgemeinheit der betrachteten 
Bewegung; wir verfügen nur über die Lage der g- Achse, da, wie 
aus den Gleichungen 6) hervorgeht, eine Veränderung der Werthe 
von Ä und B^ compensirt wird durch Hinzufügung von additiven 
Constanten zu ß und a. Die beiden ersten der Gleichungen 6) 
geben dann 

16* 
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^ =■• - c («' ai, + «* i^v + "3 rr) 



und y ist aus der Gleichung 

dy 



dt 



= yi^ + r2^ + y3^ 



zu ermitteln. 






§3. 

Die Zahl der in dem Ausdruck von T vorkommenden Constanten 
ist im Allgemeinen 21 ; unter gewissen Bedingungen verringert sich 
aber diese Zahl und die Integration der Differentialgleichungen 3) 
wird dann erleichtert. Eine solche Vereinfachung tritt ein, wenn die 
Oberfläche des Körpers und die Vertheilung der Masse in ihm 
symmetrisch in Bezug auf eine Ebene ist. Um das zu zeigen, fassen 
wir zuerst den Theil von T ins Auge, den die lebendige Kraft der 
Flüssigkeit bildet. Das Doppelte dieser lebendigen Kraft setze man 

= a^M' + 2a^2uv + 2a^^uw + 2a^^up + 2a^r^uq + 2a^^ur 
+ öjjt;^ + 2023«^«^ + 2a^^vp + 2025«^^ + 2a.^^vr 

+ «33«^^ + 

■ • • 

Dieser Ausdruck ist dann, wie wir im § 1. gesehen haben, 

in Folge der Gleichung 22) der vorigen Vorlesung hat man daher 

Es werde nun angenommen, dass die Oberfläche des Korpers 
symmetrisch in Bezug auf die a;z- Ebene ist, d. h. dass, wenn x, y, z 
die Coordinaten eines Punktes derselben sind, sie auch den Punkt 
{x-t — y, z) enthält. Zwei Punkte, wie diese, sollen entsprechende 
Punkte genannt werden. In zwei entsprechenden Punkten der Ober- 
fläche haben dann, den Gleichungen 23) der vorigen Vorlesung zu- 

'^'^''^''?n i^'^- ^^ -!:> a^^'aV entgegengesetete 
Werthe. Daraus lässt sich beweisen, dass in irgend zwei entsprechen- 



§ 3. Bewegung eines symmeiarischen Körpers. 241 

den Punkten des von der Flüssigkeit erfüllten Raumes 9,; q)^, tp^ 
gleiche; ^j; 9^4^ 9^6 entgegengesetzte Werthe besitzen. Bezeichnet 
man nämlich durch q}^ den Werth von g)^ in dem Punkte (a:, — y, z), 
aufgefasst als Function von x, y, z (den Coordinaten des Punktes, 
auf den sich 9), bezieht), so genügt 9?, — (p^ derselben partiellen 
Differentialgleichung und denselben Stetigkeitsbedingungen, wie (p, es 
ist, wie dieses, in der Unendlichkeit = 0, und an der Oberfläche des 
Körpers ist 

d~n — ^ » 

daraus folgt 9?/ == 9i- In ähnlicher Weise sind die über (p^, 9^3, . • 
ausgesprochenen Behauptungen zu beweisen. Da hiernach auch in 
entsprechenden Elementen der Oberfläche des Körpers g?, , 9)3, 95 
gleiche und 973; 9^4 > 9^6 entgegengesetzte Werthe haben, so zeigen 
die Gleichungen 9), dass diejenigen a verschwinden, bei denen ein 
Index der Reihe 1, 3, 5, der andere der Reihe 2, 4, 6 angehört. 

Das Doppelte der lebendigen Kraft des Körpers ist, wenn dm 
ein Element seiner Masse bezeichnet, das die Coordinaten x, y, z 
hat, wie schon in, der Gleichung 2) der sechsten Vorlesung ange- 
geben ist, 

= Cdm |m2 _|_ t;2 + t^;2 _|. (yt _|_ ^2) pl ^ (^2 ^ ^2) ^2 ^ (^2 ^ y2) 

+ 2x (vr — wg) -f- 2y (wp — ur) + 2z (uq — vp) 

— 2yz qr — 2zx rp — 2xy pq\ ] 

ist die Vertheilung der Masse symmetrisch zur .rz- Ebene, so ver- 
schwinden hier diejenigen Glieder, welche die Factoren 

wp — ur , qr y pq 

enthalten. Setzt man allgemein die doppelte lebendige Kraft des 
Körpers 

= h^^u^ -\-2b^2^v -{-2b^r^uw -^ 2b^^up '\- 
+ ^22 "^ + 2b2^vw + 2b2^vp + 

• • • • • 

so verschwinden daher, wie man leicht sieht, diejenigen &,bei 
denen ein Index der Reihe 1, 3, 5, der andere der Reihe 2, 4, 6 
angehört. 

Daraus folgt, dass, wenn man 

2T = Cy^u^ + 2cy2uv + 2c^r^uw + 2cy^up + 

+ ^22^^ + 2cj3t;M;-f 



r^ 
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setzt, diejenigen c gleich Null sind, bei denen ein Index 1, 3 oder 5, 
der andere 2, 4 oder 6 ist, falls der Körper sowohl in Bezug auf 
seine Gestalt, als in Bezug auf die Vertheilung der Masse symmetrisch 
in Bezug auf die a:z -Ebene ist. 

Findet eine solche Symmetrie in Bezug auf die ya:- Ebene oder 
die zy- Ebene statt, so treten an Stelle der Reihen 1, 3, 5 und 
2, 4, 6 die Reihen 2/1, 6 und 3, 5, 4 oder die Reihen 3, 2, 4 
und 1, 6, 5. 

Es sei nun der Körper symmetrisch nach Gestalt und Verthei- 
lung der Masse in Bezug auf zwei, auf einander senkrechte Ebenen; 
nehmen wir diese zurxz- und y2r- Ebene, so ergiebt sich hieraus 

+ 2^,5«^ + 2c^iVp . 

Wir specialisiren den betrachteten Fall noch weiter, indem wir 
annehmen, dass es noch ein zweites Paar auf einander senkrechter, 
durch die z- Achse gehender Ebenen giebt, in Bezug auf welche 
Symmetrie stattfindet. Wir führen ein zweites Coordinatensystem, 
das der x' , y\ z\ ein, dessen x z - und y'z'- Ebenen diese Ebenen 
sind", für denselben Punkt ist dann 

X =^ X cos ^ -{- y sin 0* 

y = — X' sin -ö" + y cos %' 

Z = Z' y 

WO 0* einen der Winkel bedeutet, den die 0:2: -Ebene mit' der rcV- Ebene 
bildet. Bezeichnen wir durch gestrichene Buchstaben dieselben Grössen 
in Bezug auf das neue Coordinatensystem, welche in Bezug auf das 
alte die ungestrichenen bedeuten, so ist zugleich 

u = u cos 0" + j;' sin '9' P = P cos 0" -f- ^' sin %^ 

V = — ti sin d' -{- V cos d' q = — /?' sin ^ + ^' cos 0* 

w = w r = r 

und 

+ 2r,5'f/5' + 2c24'f;y . 

Setzt man die beiden Ausdrücke von 2T einander gleich, so 
erhält man eine Gleichung, welche identisch sein muss bei Rück- 
sicht auf die Relationen zwischen w, v, tv^ p, q, r, und u\ v\ tv\ 
p\ q\ r\ Drückt man jene 6 Grössen durch diese aus, so ergiebt 
die Vergleichung der Coefficienten von u v, p q und u p — v q 

und die Vergleichung der Coefficienten der übrigen Glieder, dass 
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die Grössen c den entsprechenden Grössen c gleich sind. Hier- 
nach ist 

2T^c^, {u^ + i;^) + c,,w' + c,, (p^ + q^) + c,,r^ + 2c,, {uq - vp). 

Dieser Ausdruck lässt noch eine Vereinfachung zu durch 
eine passende Wahl des Anfangspunktes der Coordinaten auf der 
z- Achse. Um das zu zeigen, führe man neben dem Coordinaten- 
system der x, y, z ein zweites, das der x, y\ z ein, das so gewählt 
sein soll, dass für jeden Punkt 

x^= X y y ^==^y\ z = z' -f. « 

ist. Bei einer ähnlichen Bezeichnung, wie sie eben gebraucht ist, 
hat man dann 

M = tt' — aq P "^^ P 

V = V -{- ap q = q 

w = w r = r 

und 

^11 ("^ + ^'^) + ^33«^^ + ^44 (P^ + ^'0 + f^isr^ + 2c^^ {uq — vp) 

=Cn{u'^ + v'^) + c^:;w'^ + c^;{p'^ + q'^)'^c^^:r^ + 2c,^'{uq—vp^ 

woraus folgt 

^11 = Cji , ^33 = C33 , Cgfj — C^j} , 
^44=^4/ + 2öfr,5' + rt^C,/ 

^15 = ^15' + 2« ^11' • 

Hieraus geht hervor, dass, wenn der Anfangspunkt der z be- 
liebig gewählt ist, a so bestimmt werden kann, dass 

ist. Es wird dann 

2 r = c„ («' + t;-^) + c,, w^ + c« (p^ + q') + c,,r-^ . 10) 

Die Voraussetzungen, auf welchen die Herleitung dieser Glei- 
chung beruht, sind erfüllt, wenn der Körper der Gestalt und Ver- 
theilung der Masse nach ein Rotationsköi*per ist; sie sind aber auch 
in mannigfaltigen andern Fällen erfüllt, z. B. wenn der Körper ein 
homogenes, gerades Prisma oder eine homogene, gerade Pyramide 
von quadratischem oder regelmässig sechseckigem Querschnitt ist; 
in solchen Fällen wollen wir sagen, dass er den Charakter eines 
Rotationskörpers hat. 

Ist der Körper ein Rotationskörper in Bezug auf zwei auf ein- 
ander senkrechte Achsen, d. h. ist er eine Kugel, in der die Masse 
symmetrisch zum Mittelpunkte vertheilt ist, oder hat er den Charakter 
eines Rotationskörpers in Bezug auf zwei auf einander senkrechte 
Achsen, was z. B, bei einem homogenen Würfel oder einem homo- 
genen, regulären Oktaeder der Fall ist, und nimmt man diese Achsen 
zu zweien der Coordinatenachsen, so ist für ihn 
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27 = c„ («' + v^ + w^) + c„ (p« + «' + r») . 

Das hierdurch bestimmte T ist von derselben Form, als die 
lebendige Kraft des Körpers selbst; nur seine Masse und seine Träg- 
heitsmomente in Bezug auf die Coordinatenachsen erscheinen durch 
die Flüssigkeit vergrössert; die Aufgabe, seine Bewegung in der 
Flüssigkeit zu bestimmen, ist auch in dem Falle, dass beliebige Kräfte 
auf ihn wirken, dieselbe, als die Aufgabe, seine Bewegung im leeren 
Räume zu finden. Ist der Körper eine Kugel, so findet eine Ver- 
grösserung der Trägheitsmomente durch die Flüssigkeit nicht statt; 
die Vergrösserung der Masse ist, wenn R den Radius bezeichnet, 
den Gleichungen 20) der vorigen Vorlesung und den Gleichungen 9) 
zufolge 

d. h. gleich der Hälfte der Masse der von der Kugel verdrängten 

Flüssigkeit. 

§ 4. • 

« 

Wir nehmen nun an, dass der in der Flüssigkeit bewegte Körper 
ein Rotationskörper ist oder den Charakter eines solchen hat, so dass 
die Gleichung 10) gilt. In diesem Falle lassen sich die Difi'erential- 
gleichungen 3) vollständig integriren. Die letzte von ihnen wird 

-^ = , d. h. r = const. ; 

die andern werden 

du 

^33^7 = ^11 («'«'- «'Z^) 11) 

^44 57 = (^11 — ^33) 'v^^ + (^44 — ^6ß) Qr 

^44 S = (^33 — ^n) ^^ + (^66 — ^44) Pr ' 

An Stelle von w, v^ p, q sollen hier 4 andere Variable einge- 
führt werden. Nach den Gleichungen 7), 8) und 10) ist 

man kann daher setzen 

w = 5 cos f p = ö cos (/* -(- ^) 

V = s sin f q = sin {f -\- ili) j 
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wobei 

W2 ^ e;2 = ^,2 ^ ^2 ^ fp ^ ^2 ^^ 

wp "t* «'^ = ^^ coö ^ , uq — vp = so sin ^ 

wird. Benutzt man noch, dass hiernach 

sds = udu -{- vdv öda = /^tfp + qdq 

s^d/' = udü — y^w a^ (^/+ ^^) = P^^ — Q^P 

ist, so findet man leicht aus den Gleichungen 11) 

dw ^ . , 

f,, '^* = — C3,wff sin^ 

Cu If = (<^33 — <^ll) W« «n '*' 1^) 

Cj, ^ = C33M> I COS ^f» — c„ r 

Drei Integrale dieser Gleichungen hat man in den Gleichungen 4). 
Sie sind bei den neu eingeführten Zeichen 

c^'^c^^wr -\- c^^c^^sfS cos ^ = TV. 

Führt inan neue Constanten fl, Z^, ^, 0', ^', g' ein, die in ge- 
wisser Weise von Z, J/, N , r und den Grössen c abhängen, so kann 
man dieselben schreiben 

s = Ya — d uP- 



0= Yb — h'w^ 

so cos i> = g — g IV , 
Hieraus folgt 

stf sin ^ = j/{a — aw^) {b — b'w'^) — (ß — gw)'^ . 

Die erste und vierte der Gleichungen 12) werden dadurch 

,dt = ^'^ ^'-^^ 

c„ y(a _: o^w«) (6 — öV) — Q — f/iv)^ 

df rdi + {'^\ - - ^ - ^^^^^^ =^^ . 

V^iJ/ (a — n w^) Y\^a — nw^) \h - h' tv"^) — {g — g'n^f 

Diese Gleichungen sind integrabel ; ihre Integrale vervollständigen 
die Integration der Gleichungen 12). 
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I Weiter führen wollen wir die Berechnung der Bewegung des 

Körpers nur für einen Fall, der in dem im vorigen § behandelten 
als specieller enthalten und durch gewisse Anfangswerthe der Grössen 
u, Vy w, p, q, r charakterisirt ist. Man genügt den Gleichungen 11), 
wenn man 

v = 0, jp = 0, r = 

setzt und u, w, q passend bestimmt; die Bewegung hat dann das 
Eigenthümliche^ dass die xz-l&hene im Räume dieselbe bleibt. Durch 
die genannte Annahme werden zwei von den Gleichungen 11) iden- 
tisch erfüllt, die drei andern geben 





du 
^11 dt "" —^33«^^ 




dw 
^33 dt ^11«^ 




^44 rfi (^33 C^i)uW. 


Vergl 


eicht man diese mit den identischen Gleichungen 


• 


d sin am k( - i ^ ^ t ^ 

— — A cos am At ^ am kt 

dt 




d cos am ll -. i^^ i^ 

-,* — A sm am A/ zi am li 

at 




d d am Xt 1 7 o ■ 1 ^ 



dt " " ^^" "' 

in denen die im § 1 . der siebenten Vorlesung erklärte Bezeichnungs- 
weise benutzt ist und k den Modul der elliptischen Functionen be- 
deutet^ so sieht man^ dass sie erfüllt werden^ wenn man den Grössen 
u, tv, q die Werthe 

/ sin Am kt , m cos am A/ , n/l am Xt 

giebt und die Constanten k, X, l, m, n passend bestimmt. Zwei von 
diesen Constanten bleiben dabei noch willkührlich ; sie sind zwei von 
den drei Constanten der Integration^ die die vollständigen Integrale 
der vorgelegten Differentialgleichungen enthalten müssen; die dritte 
könnte man einführen^ indem man zu t eine additive Constaute hin- 
zufügte. Die angegebenen Werthe können unter u, w, q %o vertheUt 
werden, dass alle in Betracht kommenden Grössen reell sind und A' 
ein echter Bruch ist. Um das zu bewirken, gehe man von den 
Gleichungen 

^M«'^ + ^33"'' + ^44^^ = ^ 
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aus, in welche die Gleichungen 4) bei dem durch 10) bestimmten 
Werthe von Txmd den über v, p, r gemachten Annahmen übergehn, 
und welche Integrale der Differentialgleichungen^ um die es sich 
handelt; sind. Bedenkt man; dasS; wenn die genannte Absicht erreicht 
ist; cos' am und /l^ am abnehmen , während sin' am wächst, so folgt 
aus der zweiten von diesen Gleichungen, dass eine von den beiden 
Grossen u und w durch sin am ausgedrückt werden muss, weil ihr 
zufolge u^ und ui^ in entgegengesetztem Sinne sich gleichzeitig ändern. 
Aus den beiden Gleichungen ergiebt sich ferner 

^11 (^33 — ^ii) "^ + c^'^Cua^ = const. 

lo) 
und c^^ {cy^ — C33) io^ -(- ^,,^44^' = const. 

Da nim Cj,, ^33, C44 positive Grössen sind (weil T nie negativ 
sein kann), so folgt aus derselben Eigenschaft der elliptischen Func- 
tionen; dass u oder w durch sin am ausgedrückt werden muss; je nach- 
dem c,, kleiner oder grösser als C33 ist. Jeder dieser beiden Fälle 
theilt sich wiederum in zwei, die sich durch das Vorzeichen einer der 
in 13) vorkommenden Constanten unterscheiden. Ist Cjj <C33; also u 
durch sin am ausgedrückt, und ist die Constante 

— ^33 (^33 — ^11) ^^ + ^11 ^44^/ 

positiv, so kann q nicht verschwinden, es muss daher q durch ^ am, 
w durch cos am ausgedrückt werden, da cos am für gewisse Werthe 
des Arguments verschwindet; das Umgekehrte findet statt, wenn die 
genannte Constante negativ ist. Eine ähnliche Betrachtung ist auf 
den Fall Cj, > C33 anwendbar. 

In Bezug auf die Formeln, welche in diesen vier Fällen die 
sammtlichen Unbekannten des Problems als reelle Functionen der 
Zeit darstellen, möge auf eine Abhandlung*) verwiesen werden, in 
der auch ein Fall der Bewegung des Rotationskörpers in der Flüssig- 
keit untersucht ist, in dem v, p und r nicht gleich Null sind, ein 
Fall, in dem der Anfangspunkt der x, y, z in. einer Schraubenlinie 
sich bewegt. 

§6. 

Im § 4. der vorigen Vorlesung haben wir das Geschwindigkeits- 
potential (p für den Fall berechnet, dass in der Flüssigkeit auf gege- 
bene Weise zwei Kugeln sich bewegen, deren Radien unendlich klein 
gegen ihren Abstand sind. Hiemach sind wir jetzt im Stande, die 
Differentialgleichungen aufzustellen, nach denen die Bewegung dieser 
Kugeln vor sich geht, wenn gegebene Kräfte auf sie wirken. Hierzu 
ist es nöthig, die lebendige Kraft der Flüssigkeit zu berechnen. Diese 

*) Kirchhoff, Ueber die Bewegung eines Rotationskörpers in einer Flüssig- 
keit; BorchardVs Journal, Bd. 71. 
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ist, wenn die Dichtigkeit der Flilssigkeit = 1 gesetzt wird, gleich 
dem Integral 

über die beiden Kugelflächen ausgedehnt; den Werth desselben für 
die erste Kugelfläche erhält man aus der Gleichung 30) der vorigen 
Vorlesung, wenn man benutzt, dass hier 

^ == II cos (nx) + V cos (ny) + tv cos (nz) 
I ds cos (no;) == , 1 ds cos (ny) = , 1 ds cos (nz) = 

/ ds cos^ (na;) = j ds cos^ (ny) = j ds cos^ (nz) = ^ Ä^ 

I rf« cos (ny) cos (nz) = j ds cos (nz) cos (nx) = j ds cos (no;) cos (ny) = 

ist; vertauscht man in dem gefundenen Ausdrucke die gestrichenen 
mit den nicht gestrichenen Buchstaben, so erhält man den Werth 
desselben Integrals für die zweite Kugelfläche. So ergiebt sich die 
die lebendige Kraft der Flüssigkeit 

= I Ä3 (^2 + i;2 + ,^2) + I ir^ (m 2 4- t;'2 + «;' 2) + F , 

« 






14) 



Dieser Ausdruck ist genau bis auf unendlich kleine Grossen, wenn 
man den Abstand der Kugeln als endlich und die Geschwindigkeit der 
Flüssigkeitstheile in endlicher Entfernung von diesen als endlich be- 
zeichnet. Man hat zu ihm die lebendige Kraft der Kugeln zu addiren, 
um die lebendige Kraft T des ganzen Systemes zu erhalten. Wir 
wollen annehmen, dass jede Kugel ihren Schwerpunkt in ihrem 
Mittelpunkt hat und nicht rotirt; sind m und m' die Massen der 
Kugeln, so ist dann ihre lebendige Kraft 

= I (^2 + ^2 + ^2) + ^ (^'2 + ^'2 + ^'2) . 

Finden Drehungen der Kugeln um ihre Mittelpunkte statt, so 
gehen diese gerade so vor sich, als ob die Flüssigkeit nicht vorhanden 
wäre, und haben keinen Einfluss auf die Bewegung der Flüssigkeit 
und der Mittelpunkte der Kugeln. 
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Bezeichnet man durch X^ Y, Z und X, Y\ Z' die Summen der 
Componenten der Kräfte, welche auf die beiden Kugeln wirken, so 
sind die Differentialgleichungen der Bewegung ihrer Mittelpunkte, 
(1. h. der Punkte (ö, b, c) und («', h', c), nach dem Hamilton'schen 
Principe, also der Gleichung 2), diese 

da dh de 

dt = "' rft^"' dt = "' 

da I dh* f de , 

dt = « ' d i = *' ' rf 7 = "' 

d dT ^^_iv d dT ^^ i_ v iK.\ 

Ttdü — da+^ ' did^' — da + ^ ^^) 

d dT _dT _, y d dT _dT . y, 

dt du ~ ch "T ^ ' dtdv~ db' "T" ^ 

d dT _dT . ^ d^dT dT , ^ 

dl dw~ dc'^ ^ * dt dw '^ dd~^ • 

Wir wollen nicht darauf ausgehn, diese Gleichungen unter 
speciellen Voraussetzungen über die Kräfte X^ Y, Z, X, Y*, Z! zu 
integriren, sondern aus ihnen die Werthe berechnen, die diese Kräfte 
haben müssen, damit die Kugeln in gewisser Weise sich bewegen; 
dabei werden wir nur den Fall ins Auge fassen, dass eine jede Kugel 
in gleichförmiger Bewegung begriffen ist, w, Vy w, u, v, w also 
Constanten sind. Wäre nur eine Kugel vorhanden, so würde diese 
gleichförmig sich bewegen, wenn keine Kraft auf sie wirkt; die 
Kräfte, deren Componenten — X^ — Yj — Z und — X, — Y*, — Z 
sind, kann man daher als solche bezeichnen, die die beiden Kugeln 
auf einander ausüben. In Folge der Annahme, dass w, v, w, u\ v\ w 
constant sind, dürfen wir in den Qleichungen 15) für T das durch 
14) definirte V setzen. Macht man 

/ ai ai 

80 ist 

TT dP . dP . dP 

da * CO ^ de 

Da P von u unabhängig ist, so folgt hieraus 

du da 

und dann weiter bei Rücksicht darauf, dass P eine Function von 
a — a\ h — b\ c — c ist, 

dt du da da\^ da^^ db^ de) 

Dieser Ausdruck ist = X, Hiernach sind — X, — Y, — Z die 
nach a, bj c genommenen partiellen Differentialquotienten von 




^^ 
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ati. ^i a«- 



^ä3ä'3U'^^J + i;'^,-^+u.'^ 






r. + 2«'«'' e^J 



dbdc ' ac^ö 

und, wie durch eine ähnliche Rechnung sich ergiebig — -^7 — V, — Z 
die nach a'y b\ c genommenen partiellen Differentialquotienten von 

a*- a«- 

~ R^R^\ u^ - -**" -I- t;2 ^ 4- m;2 Ji 




a6« ' ac' 
a«-^ a*- 

' a&ac ' acaa • dach. 

Es ist bemerkenswerth, dass hiemach die Kraft, mit welcher die 
eine Kugel auf die andere wirkt, von der Geschwindigkeit der 
letzteren unabhängig ist, und dass daher die Kräfte, die die Kugeln 
auf einander ausüben, im Allgemeinen nicht gleich und entgegenge- 
setzt sind. Es findet dieses nur statt, wenn die Geschwindigkeiten 
beider Kugeln von gleicher Grösse und gleicher oder eni^egenge- 
setzter Richtung sind. Es möge angeführt werden, dass die Kraft, 
die die zweite Kugel auf die erste ausübt, dieselbe Grosse und die 
entgegengesetzte Richtung als die Kraft hat, mit der ein magne- 
tisches Molekül in der zweiten Kugel auf eines in der ersten wirkt, 
wenn die magnetischen Achsen beider parallel der Bewegungsrichtung 
der zweiten Kugel und ihre magnetischen Momente gleich den Pro- 
ducten der Geschwindigkeit dieser in 

ä^t/^ und ir^i/'^. 

sind. 

Ist Ä = ä', w = u\ V = V, und t^ = — w' , so dass Symmetrie 
in Bezug auf die a:y- Ebene besteht, so bleiben die Flüssigkeitstheile, 
welche in einem Augenblick in dieser Ebene liegen, in derselben; 
man kann diese Ebene dann in eine feste Wand verwandeln, ohne 
die Bewegung zu stören. Dadurch kommt man auf den Fall einer 
Kugel, die in der Nähe einer ebenen Wand sich bewegt; die aufge- 
stellten Formeln lehren die Kraft kennen, mit welcher die Wand 
auf die Kugel wirkt. 

Es hat keine Schwierigkeit in ähnlicher Weise für den Fall, 
dass u, V, w, !/', t;', w' der Zeit nach veränderlich sind, die Kräfte 
zu berechnen, die die beiden Kugeln auf einander ausüben. Ist das 
geschehen, so kann man auch die mittlere Kraft finden, mit der 
eine Kugel, die kleine Schwingungen ausführt, auf eine andere, 
ruhende wirkt. 



Zwanzigste Vorlesung. 

(Wirbelbewegungen. Gerade und parallele Wirbelfäden. Bewegung 
mehrerer solcher Wirbelfäden von unendlich kleinen Querschnitten. Gerade 
Wirbelfäden, die einen Cylinder von elliptischem Querschnitt stetig erfüllen. 
Kreisförmige Wirbelfäden mit gemeinsamer Achse. Bewegung eines Wirbel- 
ringes und zweier Wirbelringe von unendlich kleinen Querschnitten.) 

§ 1. 

Wir haben bis jetzt nur Bewegungen einer incompressibeln 
Flüssigkeit betrachtet, bei denen für alle Theile derselben ein Ge- 
schwindigkeitspotential existirt; wir wollen jetzt annehmen, dass für 
gewisse Theile es ein solches nicht giebt, dass also^ nach der im 
§ 3. der fünfzehnten Vorlesung erklärten Ausdrucksweise, Wirbel- 
fäden in der Flüssigkeit vorhanden sind. Wir werden voraussetzen, 
dass die Wirbelfaden ganz im Endlichen sich befinden, die Flüssig- 
keit den ganzen Raum erfüllt, in der Unendlichkeit ruht, und dass 
die Geschwindigkeiten w, t;, «^ im Punkte (Xy y, z) sich stetig mit 
X, y, z ändern. Bei den DiflFerentialquotienten von w, v, w nach 
Xj jf, z wollen wir die Stetigkeit nicht voraussetzen, sondern endliche 
Sprünge derselben an Flächen als möglich ansehn. 

Bezeichnen wir nun durch g, ri, g die Componenten der Drehungs- 
geschwindigkeit im Punkte {x, y^ z), so ist nach den Gleichungen 13) 
der fünfzehnten Vorlesung 

a du du> ,. 

oc. dv^ du , 

in Folge der Incompressibilität der Flüssigkeit haben wir femer 

rM: + r. = ^- ^) 

Wir zeigen zunächst, dass u, v, w vollkommen bestimmt sind, 
wenn 6^ ly, g überall gegeben sind. Gesetzt es gäbe zwei Werth- 
systeme von u, v, w, die den genannten Bedingungen genügen; 
ihre Unterschiede bezeichnen wir durch t/, v\ w\ dann ist 
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dw dv^ rv du dw /j dy^ ru' ^ 

dy dz ' dz ex ^ dx dy ' 

d. h. es sind u, v, w die partiellen Differentialqaotienten nach 
Xjy^z einer Function, die wir tp nennen wollen; sie sind femer 
im ganzen Baume stetig und in der Unendlichkeit gleich Null; für 
(p' ergiebt die Gleichung 2) die Differentialgleichung zi^' = 0. Zur 
näheren Bestimmung der nur durch ihre Differentialquotienten defi- 
nirten Function (p können wir noch hinzusetzen, dass tp überall 
stetig sein soll; es ist (p dann auch einwerthig, da der Raum, den 
wir betrachten, ein einfach zusammenhängender ist. Nach einem im 
§ 7. der sechszehnten Vorlesung bewiesenen Satze folgt hieraus aber, 
das^ q/ = const., also u =0, v = 0, w = ist. 
Setzt man 

dW dV 



u 



dy dz 






W 



dz dx 

dv du 



dx dy ' 

wo Uj Vf f^' drei neue unbekannte Functionen bezeichnen, so 
wird die Gleichung 2) erfüllt; auch den Gleichungen 1) wird genügt, 
wenn 

, du ,dy ydW r. ^^ 

ist. Die 3 ersten von diesen Gleichungen bestehen der Gleichung U) 
der sechszehnten Vorlesung zufolge, wenn mau 

5) 



_ JL C^~ 

-2nJ r 



2 



macht, wo dt ein Element des von den Wirbelfaden erfüllten Raumes 
und r die Entfernung desselben von dem Punkte bedeutet, auf den 
ü, V, IV sich beziehn. Dabei sind U, V, W mit ihren ersten 
Differentialquotienten im ganzen Räume stetig und in der Unendlich- 
keit gleich Null, woraus dann folgt, dass auch u, v, w stetig sind 
und in der Unendlichkeit verschwinden. Dass auch die letzte der 
Gleichungen 4) erfüllt wird, lehrt die folgende Betrachtung. Aus 
den 3 ersten der Gleichungen 4) ergiebt sich 

\dx ^ dy ' dz J \dx ' dy ' dzj ' 
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also in Folge der Gleichungen 1) 

Die Function t^; 1- ^ — \- -ö— ist überdies im ganzen Räume 

dx ^ oy dz ^ 

stetig und verschwindet in der Unendlichkeit. Ihre Differentialquo- 
tienten nach X, y, z sind auch überall stetige ausser etwa an der 
Oberfläche des von den Wirbelfaden erfüllten Raumes. Es soll be- 
wiesen werden, dass sie auch hier keine Sprünge erfahren. Es sei ds 
ein Element dieser Oberfläche, n,- die innere, 7ia die äussere Normale 
von ds\ nach dem durch die Gleichung 10) der sechszehnten Vor- 
lesung ausgesprochenen Satze ist dann 

7, — 7, — \- A — ~ = — 2g COS inix) 

— Q - + ö- o = - 2« cos (tlif/) 

woraus folgt 

^ fdi/ idr .df^\ , a {du ,dy idfy\ 

Cni \dx "^ ^y "^ dz ) 'r' 2ina \(^x "^ öy "*" dz ) 

= — 2 (S cos (Hix) + rj cos (w/y) + 5 cos (n.z)) . 

Nach der im § 3. der fünfzehnten Vorlesung gegebenen Defini- 
tion eines Wirbelfadens ist aber der Ausdruck auf der rechten Seite 
dieser Gleichung gleich Null. Es erleidet daher 



±(du,drdfv\ 

an, \dx "^ dy ^^ dz J 



keinen Sprung an der Oberfläche des mit Wirbelfäden erfüllten 
Raumes. Nach einer im § 7. der sechszehnten Vorlesung gemachten 
Auseinandersetzung ergiebt sich hieraus die letzte der Gleichungen 4). 

Hiermit ist bewiesen, dass, wenn für einen Augenblick g, ij, g 
für alle Theile der Wirbelfäden gegeben sind, die Gleichungen 3) 
und 5) die Geschwindigkeiten u, v, w aller Flüssigkeitstheile für 
denselben Augenblick kennen lehren. Aus den Gleichungen 

dx dy dz 

kann man dann weiter die Verrückungen finden^ welche irgend ein 
Flüssigkeitstheilchen, also auch ein Element eines Wirbelf adens , in 
dem Zeitelement dt erleidet. Aus den Verrückungen aber, welche 
die Theile der Wirbelfaden in dieser Zeit erfahren, erlauben die im 
§ 3. der fünfzehnten Vorlesung bewiesenen Sätze die entsprechenden 

Kirch hoff, Mechanik. 17 



f ^ m* 
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Aenderungen von |, iy, g zu berechnen. Wenn 5, rj, t för die Zeit t 
gegeben sind^ sind sie daher auch für die Zeit t -^ di bestimmt-, die 
Bewegung der Flüssigkeit ist also vollkommen bestimmt^ sobald fQr 
einen Augenblick |, 17^ ^ gegeben sind. 

Die Gleichungen 3) und 5) zeigen, dass jedes Element der Wirbel- 
faden dt gewisse Theile zu den Werthen der Greschwindigkeitscom- 
ponenten u, v^ w beiträgt; diese Theile sind 



2»V dy '^ dzj 




6) 



dy 

Sieht man diese Grossen als die Componenten einer Geschwin- 
digkeit an, so ist die Richtung dieser senkrecht auf der Drehungs- 
achse des Elements dz und senkrecht auf der Linie r; das erste folgt 
daraus, dass die Ausdrücke 6) mit ^, rj, i multiplicirt eine verschwin- 
dende Summe geben, das zweite daraus, dass dieselben Ausdrücke 

auch, wenn sie mit ^ > ^ 7 y' ^^^^pli^i^ sind, die Summe Null 

haben. Die Grösse der resultirenden Geschwindigkeit ergiebt sich 
leicht 

wenn d" den Winkel zwischen der Richtung der Drehungsachse von 
dt und der Richtung der Linie r bezeichnet. Die Zweideutigkeit, 
die in Betre£F der Richtung der Geschwindigkeit geblieben ist, hebt 
sich durch die Erwägung, dass diese Richtung stetig mit dem Orte 
sich ändert und in der Nähe des betrachteten Theiles des Wirbel- 
fadens durch den Sinn der Drehung dieses bestimmt ist. Es möge 
erwähnt werden, dass die in Rede stehende Geschwindigkeit der Rich- 
tung und Grösse nach mit der Kraft übereinstimmt, welche ein Ele- 
ment eines elektrischen Stromes, das am Orte von dt sich befindet 
und die Richtung der Drehungsachse hat, auf einen Magnetpol aus- 
übt, dessen Coordinaten x, y, z sind. 

Wir leiten noch einen merkwürdigen Ausdruck für die lebendige 
Kraft der Flüssigkeit ab. Bezeichnen wir dieselbe wieder durch T 
und setzen die Dichtigkeit der Flüssigkeit «=» 1 ^ so ist 



*/' 



dt («« + »» + «;=«), 7) 

wo die Integration über einen Raum auszudehnen ist, der durch eine 



-ta— f- 
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geschlossene Fläche begrenzt ist, deren sämmtliche Punkte in der 
Unendlichkeit liegen. Welches die Gestalt dieser Fläche ist, ist in 
Bezug auf den Werth von T gleichgültig, wie die Rechnung zeigen 
wird, die wir durchführen wollen. Mit Hülfe der Gleichungen 3) giebt 
die Gleichung 7) 

T= ij dt K^y- --^) u + {^^ - ^~)v + (^ - ^) w]. 

Jeden der 6 Theile, in welche dieses Integral sich zerlegen lässt, 
integrire man partiell nach x, y oder z; da t^, F, W und u, v, w 
überall stetig sind und in der Unendlichkeit der Art unendlich klein 
werden, dass, wenn R die Entfernung des Punktes, auf den sie sich 
beziehn, von einem im Endlichen liegenden Punkte bezeichnet, 

BCl, BF, RW und R^u , R^v , R^rv 

nicht unendlich sind, wenn R es ist, so ergiebt sich dann 

oder nach 1) 

T= rdt(üi+ Vri + Wt). 8) 

Bezeichnet man durch dz ein zweites Volumenelement, durch 
g', 71 y 5' die Werthe von ^, ri, ^ für dasselbe und durch r den Ab- 
stand der Elemente dt und dt von einander, so kann man in Folge 
der Gleichungen 5) hierfür auch schreiben 

§ 2. 

Bevor wir von den im vorigen § entwickelten Gleichungen eine 
Anwendung machen, wollen wir entsprechende Gleichungen für einen 
Fall ableiten, in dem die Rechnungen viel einfacher werden, als in 
dem dort behandelten, für den Fall nämlich, dass die Bewegung 
überall parallel eifier Ebene, der xy- Ebene, und unabhängig von 
der z- Ordinate des betrachteten Punktes ist. Wir wollen uns 
vorstellen, dass die Flüssigkeit durch zwei der xy- Ebene parallele 
Wände begrenzt ist; zwischen diesen soll sie sich in die Unendlich- 
keit erstrecken und hier ruhen. . 

Unter den genannten Vora^ussetzungen ergeben die Gleichungen 1) 

1 = 0, 71 = 
and 



2g = |i:_.^«. 10) 
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Daraus folgt, dass die Wirbelfiiden der r- Achse parallel sind. 
Da sie hiernacli ihre Länge nicht ändern, so muss nach einem im 
§ 3. der fünfzehnten Vorlesung bewiesenen Satze der Werth von 
t für irgend ein Flüssigkeitstheilchen der Zeit nach unveränder- 
lich sein. 

Sind für einen Augenblick die Werthe von 5 als Functionen von 
X und y gegeben ^ so findet man u und v für denselben Augenblick 
aus der Gleichung 10) und der Gleichung 

r\ du . dv 

welche die Bedingung der Incompressibilitat ausspricht. Diese Glei- 
chungen, in Verbindung mit der Festsetzung, dass u und v überall 
stetig sind und in der Unendlichkeit verschwinden, bestinunen u und v 
eindeutig und ergeben 

oy ' dx 

11) 



^ — IJ^ängQ, 



wo df ein Element der x^ -Ebene bedeutet, g auf dieses sich bezieht 
und Q die Entfernung desselben von dem Punkte (x, y) der xy- Ebene 
bezeichnet. Beide Behauptungen lassen sich leicht beweisen mit 
Hülfe der im § 9. der sechszehnten Vorlesung gemachten Auseinander- 
setzungen durch Betrachtungen, die denen ganz ähnlich sind, durch 
welche die entsprechenden Sätze im vorigen § bewiesen sind. 

Hat man aus 11) u und v bestinmit» so findet man aus den 
Gleichungen 

dx dp 

dt ' dt ^ 

bei Benutzung des Umstandes, dass £; für jedes Flüssigkeitstheilchen 
ungeändert bleibt, die Bewegung des Theilchens, auf welches man 
X und y bezieht. 

Die Gleichungen 11) zeigen, dass jeder Wirbelfaden, dessen 
Querschnitt df ist, gewisse Theile zu den Werthen ron u und r 
beiträgt, nämlich die Theile 

n Q oy n Q ox 

Sieht man dieselben als die Componenten einer Geschwindigkeit 
an, so ist die Richtung dieser senkrecht auf der Linie q und ihre 
Grösse ist 

Setzt man den Abstand der beiden, der o;^- Ebene parallelen, 
die Flüssigkeit begrenzenden Wände =» 1 und sucht einen Ansdrack 
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für die lebendige Kraft T auf einem Wege, der dem im vorigen § 
bei der Berechnung von T eingeschlagenen analog ist^ so ergiebt sich 
T als unendlich; es sei denn, dass 



,/ 



ist. 

Wir definiren die Grössen x^ und y^ durch die Gleichungen 



X 



oftdf^fxtdr, y,Jidf=Jyidf', 12) 

bezeichnen wir 5 als die Dichtigkeit einer Masse, die auf dem Element 
df der a;y- Ebene ausgebreitet ist, so werden Xq und y^ die Coor- 
dinaten des Schwerpunktes der ganzen vorhandenen Masse ; wir wollen 
den Punkt, dessen Coordinaten x^ und y^ sind, den Schwerpunkt der 
Wirbel fäden nennen. Dieser Punkt verändert nicht seinen Ort, wie 
die folgende Betrachtung lehrt. Da g und df, bezogen auf dasselbe 
Flüssigkeitstheilchen, der Zeit nach unveränderlich sind, so folgt aus 
den Gleichungen 12) 



dl 



'/ ^ "^^ ^/" ^ "^^ ' ^^^'/^ "^^ -fvtd/- 



dxp 
dt 



Setzen wir hier für u und v ihre Werthe aus 11), so erhalten 
wir, wenn d/" ein zweites Element der .ry- Ebene und q die Ent- 
fernung der Elemente df und d/" von einander bedeutet, 

Jedes dieser beiden Doppelintegrale ist = 0. Jedes Paar von 
Elementen der Fläche, über die zu integriren ist; kommt nämlich 
zweimal in ihm vor; einmal ist das erste Element für df^ das zweite 
für df zu setzen und umgekehrt das andere Mal; bei der Vertau- 
schung der gestrichenen und ungestrichenen Buchstaben nehmen die 
zu integrirenden Grössen aber die entgegengesetzten Werthe an, es 
heben sich daher paarweise die Elemente eines jeden der beiden 
Doppelintegrale auf. Daraus folgt 

dt ~^ ^ dt ~^ ' 

d. h. der Schwerpunkt der Wirbelfaden ändert seinen Ort mit der 
Zeit nicht. 

§ 3. 

Die im vorigen § entwickelten Sätze wollen wir nun auf den 
Fall anwenden, dass nur ein Wirbelfaden oder einige Wirbelföden 
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von unendlich kleinem Querschnitt vorhandeü sind. Wir nehmen 
zunächst an^ dass nur ein solcher existirt und setzen für denselben 



/u/- 



m-, 13) 



dabei sehen wir m als endlich an; es muss dann g unendlich grosse 
Werthe haben. Wir setzen nicht voraus, dass 5 constant ist; aber 
sein Vorzeichen soll g nicht wechseln; der Schwerpunkt des Fadens 
liegt dann immer in oder unendlich nahe an seinem Querschnitt. Für 
alle Punkte, die in endlicher Entfernung von dem Wirbelfaden liegen, 
ist den Gleichungen 11) zufolge 

WO der Anfangspunkt von q ein beliebiger Punkt des Querschnitts 
des Fadens ist. Unendlich nahe an und in dem Faden sind W^ u, v 
im Allgemeinen unendlich gross und ihre Werthe sind von seinem 
Querschnitt und den Werthen, die i für die einzelnen Theilchen hat, 
abhängig; für den Schwerpunkt des Fadens sind aber nach dem am 
Ende des § 2. bewiesenen Satze u und v = 0. Insofern können wir 
sagen, dass der Wirbelfaden an seinem Orte bleibt, obwohl im All- 
gemeinen sein Querschnitt sich ändert und sein Schwerpunkt zu 
verschiedenen Zeiten in verschiedene Flüssigkeitstheilchen fallt; jedes 
Flüssigkeitstheilchen, das in endlicher Entfernung von ihm sich be- 
findet, beschreibt um ihn einen Kreis mit der gleichbleibenden Ge- 
schwindigkeit 

rn 



Nun seien mehrere solche Wirbelfäden, wie wir eben einen uns 
gedacht haben, vorhanden; mj, Wj, . . seien die Werthe des in 13) 
= m gesetzten Integrals für dieselben , Xj , y^, x^, yj » • • ^^® Coordi- 
naten ihrer Schwerpunkte zur Zeit t, q^, q^j * - ü^ Entfernungen 
dieser von dem Punkte {x, y)\ dann ist für alle Punkte, die in end- 
lichen Entfernungen von den Wirbelfäden liegen, 

wo die Summe in Bezug auf den Index zu nehmen ist. Die Schwer- 
punkte der Wirbelfäden bewegen sich; diejenigen Theile von u und v 
für den Schwerpunkt eines Fadens, die von diesem Faden herrühren, 
sind aber Null; es ist daher, wenn wir w, und v^ auf den Schwer- 
punkt des Fadens beziehn, für welchen der Index 1 gilt, vorausge- 
setzt, dass je zwei Fäden in endlicher Entfernung von einander sich 
befinden. 



I — Pw. y "i 



dyi ' ^ cxi 



^1 = — i(^^2 lg Q\2 + »»3 lg 9iz + •)^ 
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WO ttm P131 ■ ■ <li6 Entfernungen des Schwerpunktes des Fadens 1 
Ton den Schwerpunkten der Fäden 2, 3, . . bedeuten. Die Glei- 
chungen, welche nach dem MuBter dieser gebildet werden k&nnen, 
lassen sich schreiben 

dx, dP Hx, _ BP 

""' dt "^ dy\ ' '"'' rf( dl/t' 

^ ^ SP „ ^ _ _ ^ . . ^'^^ 

' dl dxf ' ^ dt dxt ' 



■-„^'^i'^i^sen- 



wo die Summe in Bezug auf alle Combinationen je zweier Teräcltii.'- 
dener Indices zu nehmen ist. 

Einige Integrale der Gleichungen 14) lassen sich finden, wie 
gross auch die Zahl der Wirbelfäden ist. Der Werth von P bifiht 
ungeändert, wenn x, , »j, , . oder y, , y,, . , um dieselbe Grosse ver- 
mehrt werden; daraus folgt 

d. h. 

X, ""i ^1 = const. und ^ m, y, = const. 15) 

Diese Integrale lehren nichts Neues ; sie sprechen den schon Ijt-- 
wiesenen Satz aus, dass der gemeinsame Schwerpunkt der Wir)iel- 
faden an seinem Orte bleibt. 

Multiplicirt man die Gleichungen der ersten Horizontalreihi' in 
14) mit dy,, rfj/j, . ., die der zweiten mit — dx,, — äxj, ■ . uinI 
addirt dieselben, so erhält man 

dP=0, d. h. />= const. löj 

Ein viertes Integral findet man, wenn man statt der reclit- 
ninkligen Coordinaten Polarcoordinaten einführt, durch die folgendi^ 
Ueberlegung. Es sei 

x^ =" 9| cos #1 , a^i = 02 ^'^^ ■^s j ■ ' 
y, = p, sin *, , y^-- q^ sin *j , ■ ■ 
Die Differentialgleichungen 14) gehen durch diese Substitutiojieii 



Aber i 



' dt d», 



Aus dem Umstände, dass P nach der in 14) gegebenen Definition 
ungeändert bleibt, wenn die Winkel ■9',, fl'j, . . um dieselbe Grösse 
wachsen, folgt 



J 
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die Gleichungen der oberen Horizontalreihe in 17) eigeben daher 

»ii(>j^ = const. 18) 



2 



Wir ziehen auch aus den Gleichungen der unteren Horizontal- 
reihe in 17) einen Schluss. Werden, während die Winkel ^,, ^2; • • 
ungeändert bleiben, q^^ q.^, , An dem Verhältniss von 1 : n vergros- 
sert, also Ig^i, lg92; • • ^i^ ^g^ yermehrt, so wachsen die Grossen 
^12 äuc^ i^ ^^^ Verhältniss \ in^ also die Grossen lg 912 um lg/t; 
nach 14) wächst dann also P um 1 



Daraus folgt 



- i^g^ • ^^\^z 



^ ()P 1 Xl 



^2 



oder 2 ^i If = - i 2 ^i 

und daher den Gleichungen 17) zufolge 

Sind drei Wirbelfaden vorhanden, so kommt hiemach die Auf- 
gabe, ihre Bewegung zu bestimmen, auf die Auflösung von Glei- 
chungen und die Ausführung von Quadraturen zurück. Führt man 
nämlich als zu bestimmende Variable etwa 9^, pj; Qzy^i — ^\7 ^3""^i 
und ^j ein, multiplicirt die Gleichungen 15) einmal mit cos<9-,, sin^j, 
dann mit — sinO*}, coS'O'j, und addirt sie jedesmal, so kann man 
durch Auflösung der so entstehenden Gleichungen und der Gleichun- 
gen 16) und 18) von den Variabelu pj, q^i Q^y ^2 — "^i* ^3 "~ ^i ^^^^ 
durch die fünfte ausdrücken. Gesetzt, es seien durch q^ die übrigen 
ausgedrückt; aus 19) und der Gleichung 

Wj 9i ^-^i = — g^ ^^ ' 

welche in dem Systeme 17) vorkommt, kann man dann durch Qua- 
draturen '9', und t als Functionen von q^ finden. 

Sehr leicht angebbar ist die Bewegung der Wirbelfäden, wenn 
deren nur zwei vorhanden sind. Man nehme den Schwerpunkt der- 
selben zum Anfangspunkte der Coordinaten; dabei wird dann 

dt "rf^ ' 

die Gleichungen 16) und 18) ergeben 

Q^ = const. , (>2 = const. 
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und aus 19} folgt 

d9'f d9'2 1 wijWj ^(\\ 

dt dt n »»iPi'+TOf^f* -^ 

Mit der hierdurch bestimmten Winkelgeschwindigkeit drehen sich 
die beiden Wirbelfäden um ihren Schwerpunkt. 

Die Grossen m^, m^ sind positiv oder negativ, je nach dem Sinne 
der Rotation in den beiden Wirbelfäden; es verdient der Fall eine 
besondere Betrachtung, dass 

^2 = — /Wj 

ist. Der Schwerpunkt der Fäden liegt dann in der Unendlichkeit, 
9, und Q2 ^^^^ unendlich gross, aber die Differenz dieser Längen 
ist endlich und gleich dem Abstände der Fäden von einander. Die 
Bewegung der Fäden ist eine, bei der sie mit gleicher Geschwindig- 
keit senkrecht zu ihrer Verbindungslinie fortschreiten. Diese Ge- 
schwindigkeit kann man 

"2 dt 
setzen, welcher Ausdruck nach 20) 



mt 



'In 92 — Qx 

ist. Die Theilchen, welche zwischen den beiden Fäden liegen, be- 
wegen sich in derselben Richtung, wie diese; die Theilchen, welche 
in der Mitte zwischen ihnen sich befinden, mit einer 4 mal so grossen 
Geschwindigkeit, als sie. 

Die Flüssigkeitstheih^hen, welche in einem Augenblicke in der 
Ebene liegen, welche den Abstand der beiden Fäden halbirt und 
senkrecht schneidet^ bleiben in dieser Ebene. Die gedachte Bewe- 
gung der Flüssigkeit kann daher auch bestehn, wenn die genannte 
Ebene eine feste Wand ist; man kann dann die Flüssigkeit auf der 
einen Seite dieser sich fortdenken, und kommt so auf den Fall eines 
Wirbelfadens, der parallel einer, die Flüssigkeit begrenzenden, festen 
Wand fortschreitet. 

§4. 

Wir wollen nun noch die im § 2. abgeleiteten Gleichungen auf 
einen Fall anwenden, in dem die vorhandenen Wirbelfäden sich stetig 
an einander schliessen und einen Cylinder von endlichem Querschnitt 
bilden. Wir nehmen an, dass g denselben Werth für alle Punkte 
des Querschnitts hat und dass dieser in einem Augenblick eine 
ElUpse ist; die Rechnung wird zeigen, dass allen Bedingungen des 
Problems dann durch die Annahme genügt wird, dass derselbe immer 
eine Ellipse ist, deren Achsen gleiche Längen behalten und mit 







262 Zwanzigste Vorlesung. 

gleichbleibender Geschwindigkeit sich drehen. Die Gleichung der 
Grenzlinie des Querschnitts zur Zeit / schreiben wir 

da diese Linie immer dieselben Flüssigkeitstheilchen enthält^ so muss 
nach den bei der Gleichung 31) der zehnten Vorlesung gemachten 
Auseinandersetzungen für sie auch 

dF . dF , dF f. 
oder bei Rücksicht auf die Gleichungen 11) 

dt "T" ~dy dx dx dy~^ ^^J 

sein. Nun setzen wir 

F^a\^x^ + 2a^^xy + a^y^ — 1 , 

wo öji, a^2J ^22 gewisse Functionen von i sind. Führen wir neben 
dem Coordinatensystem der a;, y ein zweites, das der x, y ein, dessen 
Achsen in die Hauptachsen der in Rede stehenden Ellipse fallen, 
schreiben wir die Gleichung dieser 

und setzen 

X ^ X cos -^ + y sin ^ , y' == — o; sin ^ + y ^^s ^ , 22) 

so wird 

cp'lfa^^ = V^ cos^-d" + a^ sin' ^ 

«2 V^a^^ = (^2 _ ^2) cos ^ sin ^ 23) 

a^ b^a22 = If^ sin' ^ + ^^ cos' J^ , 

wo ^ von t abhängig ist, a und b aber constant sind. Was den, 
aus 11) zu bestimmenden Werth von IF betriffi, so ist nach der in 
der Gleichung 10) der achtzehnten Vorlesung gemachten Angabe 

^ = const. - ^^ {bx^ + ay^) 

für jeden Punkt im Innern der Wirbelfaden oder in ihrer Grenze. 
Man hat daher für diese Punkte 

W = const. — ^^ (^„a;' + 2A^2xy + A^^y"^) , 

wo 

^jj rs b cos' -ö" + a sin' d- 

A^2 = {b — ä) cos -Ö- sin -^ 24) 

A22 = b sin' -Ö" + a cos' ^ . 
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Die Gleichung 21) ist hiernach nicht allein an der Grenze^ son- 
dern für alle Punkte des Querschnitts der Wirbelfaden erfüllt, falls 
0* so als Function von t bestimmt wird, dass den drei Gleichungen 

m 

Genüge geschieht. Die Gleichungen 23) und 24) zeigen nach leichter 
Rechnung, dass das der Fall ist, wenn 

d^ Qfr o,b 



dt '(«4-6)« 

gemacht wird. Mit der hierdurch bestimmten Winkelgeschwindigkeit 
dreht sich der elliptische Cylinder, den die Wirbelfäden bilden, um 
seine Achse; dabei erfahren die Fäden aber auch relative Verschie- 
bungen. Man findet diese, wenn man die auf dasselbe Flüssigkeits- 
theilchen bezogenen Coordinaten .r', y durch die Zeit ausdrückt. 
Durch eine Betrachtung, wie wir sie schon an die Gleichungen 2) 
der neunten Vorlesung zu knüpfen hatten, und bei Berücksichtigung 
des Umstandes, dass die Componenten der Geschwindigkeit nach den 
Achsen der x und y 



sind,* folgt aus 22) 

dx _dW , 
dt — dy '^^ 

d. h. 

dx' 
~dt 

Setzt man der Kürze wegen 

d. h. nennt man A die Winkelgeschwindigkeit, mit der der be- 
trachtete elliptische Cylinder sich dreht, so sind die Integrale dieser 
Gleichungen 

X = ax cos {It + f*) > y = bx sin {Xt + f*) , 

wo X und fi die Constanten der Integration sind und das Flüssig- 
keitstheilchen bestimmen, auf welches x und y sich beziehn; die 
erste von diesen muss ein echter Bruch sein, da die durchgeführte 
Rechnung nur für die Flüssigkeitstheile gilt, welche die Wirbelfäden 
bilden. Berechnet man x und y aus x' und y mit Hülfe der Glei- 
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chungen 22) und wählt den Anfangspunkt der Zeit so, dass d^ und t 
gleichzeitig verschwinden, so ergiebt sich 

X = ax cos {kt + f*) cos kt — bx sin {kt + fi) sin A/ 

y =s ax cos {It + fi) sin A/ + bx sin (A/ -j- fi) cos A/ 
oder 

X = ?-X_ X cos (2 A ^ + p) + — F- * cos ft 
y = — i— X Sin (2 A / + ft) — X sm fi . 

Diese Gleichungen zeigen^ dass ein jedes der betrachteten Flüssig- 
keitstheilchen sich in einem Kreise mit gleichbleibender Geschwindig- 
keit bewegt und einen Umlauf auf diesem in der Zeit ^ vollendet; 

die Radien und Mittelpunkte dieser Kreise sind für die verschiedenen 
Theilchen verschieden. 

Ist eine von den Halbachsen a und b der Ellipse als unendlich 
gross gegen die andere zu betrachten, so verschwindet A; die Linie, 
in welche die Ellipse sich dann verwandelt , erleidet also keine 

Drehung. Ist a = fc, so wird A = | ; die Theile des Kreises, in 

welchen die Ellipse dann überseht; drehen sich ohne Veränderung 
ihrer relativen Lage um den Mittelpunkt mit der Winkelgeschwin- 
digkeit g. 

§5. 

Es soll jetzt von den im § 1. entwickelten Gleichungen eine 
Anwendung auf den Fall gemacht werden, dass alle vorhandenen 
Wirbellinien Kreise sind, die zur gemeinschaftlichen Achse die z- Achse 
haben. Wenn dieser Zustand in einem Augenblicke besteht, so be- 
steht er inmier; setzt man 

so ist Gestalt und Lage jeder Wirbellinie zu irgend einer Zeit durch 
die beiden Variabein q und z bestimmt; die Bahn eines Flüssigkeits- 
theilchens liegt in einer durch die z- Achse gehenden Ebene und 
ihre Gleichung ist eine Gleichung zvrischen q und z, 
Macht man 

X ^= Q cos 9" , y = p sin -ö" , 

so wird unter der genannten Annahme 

g= — (j sin 'S", y = o cos -d* , 5 = 0, 

wo <T nicht von %• abhängt. In Folge der letzten dieser Gleichungen 
und der letzten der Gleichungen 5) ist 
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ff = , 
alao nach 3) 

Bezeichnet man durch di' ein Element dea Volumens, durch ff*, 
ff', 'q, X die Werthe von o, %, p, z für dieses und durch r seine 
Entfernung von dem Punkte (O, (i. z) oder (x, ^, z), so Tolgt aua 
5) weiter 

dabei hat man 

dx = Q d^' dz d^' 
r^ = {z - zy + e' + e» - 2e'p coa (*• - *) . 
Führt man an Stelle von 9' 

ip = &' — » 

ein und bemerkt, dass in Bezug auf g> von bis 2x integrirt werden 
kann, und dasa 

/[ ma^jtqi ^^ Q 
^ Vit- - t)' ■+,,■' + e'"- 2p-e cos q, 

ist, so ei^eht sich 

U= ~ Sain» , V = Scob» , 26) 

wo S nicht von 9 abhängig ist. Setzt man 

r,-^, - . ^^g-'-^-^g ^__ = Ä (z- - z , p' , p) , 27) 

so wird 

S=^ r/V p' de dz' H . 28) 

Bezeichnet man noch durch s die Oomponente der Geschwindig- 
keit nach der Richtung, in welcher p wächst, A. b. macht man 

u = s cos * , y = s sin ft , 

Bo ergeben die tileichungeu 25) und 26) für die beiden zu bestimmen- 
den Geschwind] gkeitacomponenten s und w 

*P dz ' ^^ dQ '^J 

Dabei ist für ein jedes FlüBsigkeitstheilchen 
c — ^ ,„ — ''' . 
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Für die lebendige Kraft der Flüssigkeit^ T^ findet man aus 8) 

T= r Sadt 

oder T = 2n rSgödf 31) 

oder auch = / j Bqq' aa' dfdf\ 

wo df und df^ die Querschnitte der vorhandenen Wirbelfäden be- 
zeichnen. 

Was den Werth der Function R anbelangt; so findet man aus 
27), wenn man 

setzt, 



n 



J K(i'-z)* + (p' + 9)* - i?'P «üi« ^ 



oder^ wenn man 



(z' - zf + (p' + p)« 
JVl— k^ sin« 1^ ' J '^ ^ 

Ü 

macht, 

Wir wollen nun Betrachtungen anstellen , die denjenigen ent- 
sprechen, welche wir im § 2. an die Gleichungen 12) geknüpft 
haben. Es beruhten diese wesentlich auf dem Umstände, dass die 
Function 

lg Vix' -xyTljj :^i/f 

die Eigenschaft besitzt, dass ihre nach x und y genommenen DifPe- 
rentialquotienten die entgegengesetzten Werthe annehmen, wenn man 
die gestrichenen Buchstaben mit den ungestrichenen vertauscht. Nun 
hat die durch 27) oder 32) definirte Function R die ähnliche Eigen- 
schaft, dass -^ den entgegengesetzten Werth erhält, wenn man die 

gestrichenen Buchstaben mit den ungestrichenen vertauscht; daraus 
folgt 



-Jß,' 



f^„^äfdr 



oder bei Rücksicht auf die Gleichung, die durch Differentiation nach 
z aus 28) entsteht, 



33) 



g G. Kreisfönnige Wirbelringa. 

Nach 30) ISsst sich diese Gleichung schreiben 

ßsadf^O oder j'g^J adf^ 

oder / Q^adf= conat. , 

da ffd/ ftlr jeden Wirbelfaden der Zeit nach unveränderlich iat.- 

Dieser Gleichung lässt eine zweite sich an die Seite stellen. 
Bildet man aus dem Werthe von A:^ den Ausdruck filr lg k und 
differentürt die so erhaltene Gleichnng partiell nach p und nach z, 
so erhält man 

2 9t {z - z)' +£}_- 9" 

kfd« [»■-i)' + (?' + e)' 

2 dh 2i (i'-i ) ^^^ 

also 

kyfdo '^^ Hz) f:'_iy. + (p'-f p)t 

Da l- bei der Vert^uschung der gestricheuett und ungestrichenen 
Buchstaben sich nicht ändert, so ist hieraus zu schliessen, äass 



bei dieser Vertauachung den entgegengesetzten Werth bekommt. Die- 
selbe Eigenschaft bat daher auch nach 33) 

i>n / Zk , dk\ 
Tk[^ö,+^W) 
oder, was dasselbe ist, da 

dn^ifUSk^.H dH ^dnd± 

dd dk dt V ' 8z CK i'z ' 

Hieraus folgt 

//(" rl + 'M + i")^"'"'' 'ff - " 

oder bei BUcksicht auf die Gleichung 28) 

/(«■ II +''!+* *)"""'- "• 

Da 

' dff de 
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ist; so lässt sich hierfür nach 30) und 31) auch schreiben 

oder endlich 35) 

Noch führen wir die Gleichung 

T = const. 36) 

an; sie spricht den Satz von der Erhaltung der lebendigen Kraft aus^ 
der für den vorliegenden Fall gilt. 

§6. 

Wir wollen jetzt den Fall verfolgen, dass nur ein kreisförmiger 
Wirbelfaden von unendlich kleinem Querschnitt vorhanden ist. Die 
Dimensionen des Querschnitts seien von der Ordnung der unendlich 
kleinen Länge e; wir setzen 



m 



fodf 37) 



und nehmen m als endlich an; es ist dann 6, von dem wir voraus- 
setzeU; dass es überall dasselbe Vorzeichen hat; von der Ordnung 

von -i' Es seien femer 

die Gleichungen einer Kreislinie , von der wir jetzt nur festsetzen, 
dass sie in dem Wirbelfaden oder - unendlich nahe an ihm sich be- 
findet; die wir später aber genauer bestimmen wollen. Für alle Punkte, 
die in endlicher Entfernung von dieser Kreislinie liegen; ist dann 
nach 28) 

Sq = J"„ Q9i)R {z — ^0» Qy Po) ; 

hieraus sind mit Hülfe von 30) und 32) für diese Punkte die Ge- 
schwindigkeiten ^^ e^; zu berechnen, q^ und z^ sind aber Functionen 
der Zeit ; diese müssen gefunden werden; wenn die Bewegung irgend 
eines Flüssigkeitstheilchens ermittelt werden soll; und hierzu ist die 
Betrachtung solcher Punkte nothig; die der Kreislinie {q^, Zq) unend- 
lich nahC; nämlich in dem Wirbelfaden liegen. Für solche Punkte 
sind S, s und w unendlich gross; wir wollen zusehn ; von welchen 
Ordnungen sie es sind. 

Der Gleichung 28) zufolge ist S im Innern des Wirbelfadens 
von derselben Grössenordnung; wie R für Werthe von (>, z^ q\ z. 



''-S . 
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die zwei Kreislinien entsprechen ^ deren Abstand von der Ordnung 
von £ ist. Setzt man ' 

SO ist daher S von derselben Ordnung, wie R für einen Werth von 
Atj, der von der Ordnung von s ist. Um diese zu finden, bemerken 
wir zunächst, dass, wenn ky^ unendlich klein ist, man bei Vernach- 
lässigung von unendlich Kleinem 

rt 

E=^ l cos ^d'^ = 1 

4 

hat; wir schreiben femer 

K^ r-L-4x — + /r — ^ — : 

J f^cos« ^ + A-,* sin* ^ J V sin* qp + k^ cos* 9 


und nehmen ^' als unendlich klein, aber gegen Aj unendlich gross 
an. Bis auf unendlich Kleines richtig ist dann 



Ü Ü 



Hieraus folgt 

d.h. — ig!' + ig¥, 

also Ä' = lg ^ • 

Hiemach ist 5 im Innern des Wirbelfadens von der Ordnung 
von lg £; von derselben Ordnung ist nach 31) auch die lebendige 
Kraft T. 

Um die Grössenordnungen von s und to aus den Gleichungen 
30) und 28) ermitteln zu können, müssen wir noch die Ordnungen 

von ^'^ und |-, also die Ordnung von |^ für ein unendlich kleines 

A-, aufsuchen. Aus den Gleichungen, welche I^ und E definiren und 

der Gleichung 

rt * 

^ ra 1 j- 2 sin* ^ + A-* sin< -0 , 

^ ~ J ' (1- A» sin* t(;j"V, " ^^ ' 


welche aus der identischen Gleichung 

, sin t^ cos 1^ 1 — 2 sin* ^+_A^in*j^ , 

Kr >-A*8in«^ ~ ~~Cn-"Ä«'sln* ^) V, 
Kirch hoff, Mechanik. 18 
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sich ergiebt, findet man leicht 

" ' dK ^E^4c^^K --'dE ^ K — £ 

dk kk^* ^ dk k ' 

Es folgt hieraus, dass, wenn Ar, unendlich klein ist, -^ ^^^ ^^^ 

< 

Ordnung von r-^ wird; da nach 34) |- und ^ von der Ordnung 

von k^ sind, so werden ^- und ^ Von der Ordnung von r-- Inner- 
halb des Wirbelringes ist k^ von der Ordnung von b\ die Gleichun- 
gen 30) und 28) führen daher zu dfcm Schlüsse, dass hier die Ge- 
schwindigkeiten s und w von der Ordnung von — sind. 

Wir setzen jetzt genauer die Bedeutung der Zeichen pg, Zg fest, 
die bereits eingeführt aber noch nicht (Vollständig definirt sind. Es 
soll das durch die Gleichungen . 

C0df= CQ^adf 



Co^ 



^0 



fg'^ad/' = CzQ^adf 



38) 



geschehn. Da, wie wir vorausgesetzt haben, c überall dasselbe Vor- 
zeichen besitzt, so liegt dann, wie' es sein sollte, der Kreis (p^, z^) 
in dem Wirbelfaden oder ihm unendlich nahe. Aus 33) und dem 
schon mehrfach benutzten Umstände, dass adf mit der Zeit sich 
nicht ändert, folgt dabei, dass auch q^ der Zeit nach unveränderlich 
ist. Die Grosse z^ aber ändert sich mit der Zeit; wir wollen unter- 
sucbeii, wie. Aus den Gleichungen 38) und 37) folgt 

und daraus weiter 

Die Gleichung 35) lässt sich hiernach schreiben 

= 4^ + 3/^«» S *''/•• . 39) 

Das erste Glied auf der rechten Seite dieser Gleichung ist, wie 
wir gesehn haben, constant und unendlich gross von der Ordnung 
von lg £; das zweite Glied ist endlich, wie aus der Gleichung 33) 
in Verbindung mit der Thatsache hervorgeht, dass die Unterschiede 
der Werthe, welche z in ihm erhält, von der Ordnung von e, die 

Werthe von ^ aber von der Ordnung von — sind. Daraus folgt, 
dass — ^ unendlich gross von der Ordnung von lg € und, falls man 
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Endliches gegen Grossen von dieser Ordnung vemachlässigt, con- 
stant ist. 

Der Wirbelfaden behält daher denselben Radius, schreitet aber 

in der Richtung der z - Achse mit der Geschwindigkeit - *- fort. Diese 

Geschwindigkeit hat dasselbe Vorzeichen wie m oder <y; es folgt das 
aus der Gleichung 39), da T eine positive Grösse ist. Diesen Satz 
wollen wir noch in anderer Weise aussprechen. Nach den bei den 
Ausdrücken 6) gemachten Auseinandersetzungen öiesst die Flüssigkeit 
durch alle Theile der durch den Wirbelfaden begrenzten Kreisfläche, 
welche in endlicher Entfernung von diesem sich befinden, in der 
Richtung der z; Achse oder der entgegengesetzten Richtung je nach 
dem Vorzeichen von a. Aus der am Anfange des § 5. für 6 gege- 
benen Definition folgt, dass in Punkten, für welche der dort mit %^ 
bezeichnete Winkel = ist, (J = ly wird; und aus der Festsetzung, 
die über eine positive Drehung im § 2. der fünften Vorlesung (Seite 48) 
gemacht und ohne Ausnahme beibehalten ist, dass in der genannten 
Kreisfläche die Bewegung die Richtung der z- Achse hat, falls 17 für 
d = positiv ist. Daraus ergiebt sich, dass der Wirbelfaden in der- 
selben Richtung fortschreitet, "in der die Flüssigkeit in der durch ihn 
begrenzten Kreisfläche strömt. 

Diese Resultate sind zuerst von Helmholtz abgeleitet in seiner 
Abhandlung: üeber Integrale der hydrodynamischen Gleichungen, 
welche den Wirbelbewegungen entsprechen (Borchardt's Journal Bd. 55). 
Er schliesst dieselbe mit den folgenden Bemerkungen. 

^,Es lässt sich nun auch im Allgemeinen übersehen, wie sich 
zwei ringförmige Wirbelfäden, deren Achse dieselbe ist, gegen ein- 
ander verhalten werden, da jeder abgesehn von seiner eigenen Fort- 
bewegung auch der Bewegung der Wassertheilchen folgt, die 
der andere hervorbringt. Haben sie gleiche Rotationsrichtung, so 
schreiten sie beide in gleichem Sinne fort, und es wird der voran- 
gehende sich erweitem, dann langsamer fortschreiten, der nach- 
folgende sich verengem und schneller fortschreiten, schliesslich bei 
nicht zu differenten Fortpflanzungsgeschwindigkeiten den andern 
einholen, durch ihn hindurchgehen. Dann wird sich dasselbe Spiel 
mit dem andern wiederholen ^ so dass die Ringe abwechselnd einer 
durch den andern hindurchgehen. 

Haben die Wirbelfäden gleiche Radien, gleiche und entgegenge- 
setzte Rotationsgeschwindigkeiten, so werden sie sich einander nähern, 
und sich gegenseitig erweitern, so dass schliesslich, wenn sie sich 
sehr nahe gekommen sind, ihre Bewegung gegen einander immer 
schwächer wird, die Erweiterung dagegen mit wachsender Geschwin- 
digkeit geschieht. Sind die beiden Wirbelfäden ganz symmetrisch, 
so ist in der Mitte zwischen beiden die der Achse parallele Geschwin- 

18* 
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digkeit der Wassertheilchen gleich Null. Man kann sich hier also 
eine feste Wand angebracht denken; ohne die Bewegung zu stören, 
und erhält so den Fall eines Wirbelringes, der gegen eine feste 
Wand anläuft. 

Ich bemerke noch, dass man diese Bewegungen der kreisfonnigen 
Wirbelringe in der Natur leicht studiren kann, indem man eine halb 
eingetauchte Ereisscheibe^ oder die ungefähr halbkreisförmig begrenzte 
Spitze eines Löffels schnell eine kurze Strecke längs der Oberfläche 
der Flüssigkeit hinführt; und dann schnell herauszieht. Es bleiben 
dann halbe Wirbelringe in der Flüssigkeit zurück; deren Achse in 
der freien Oberfläche liegt. Die freie Oberfläche bildet also eine 
durch die Achse gelegte Begrenzungsebene der Wassermasse, wodurch 
an den Bewegungen nichts wesentliches geändert wird. Die Wirbel- 
ringe schreiten fort, erweitem sich, wenn sie gegen eine Wand 
laufen, und werden durch andere Wirbelringe erweitert oder ver- 
engert, ganz wie wir es aus der Theorie abgeleitet haben.^' 



Einnndzwanzigste Vorlesung. 

(Functionen eines complexen Arguments. Ihre Anwendung, um mögliche 
Flüssigkeitsbewegungen zu finden. In den kleinsten Theilen ähnliche Abbil- 
dung eines ebenen Fläcbenstücks auf einem andern. Lineare Functionen. 
Mehrwerthige Functionen. Abbildung einer Sichel auf einer andern.) 

§ 1- 

Eine sehr interessante Klasse von Flüssigkeitsbewegungen ist 
diejenige ; zu welcher die Flüssigkeitssirahlen gehören, wie sie etwa 
bei dem Ausfluss von Wasser sich bilden. Bis jetzt ist es nicht ge- 
lungen, eine solche Bewegung in dem Falle durch Rechnung zu 
bestimmen, dass das Geschwindigkeitspotential, dessen Existenz voraus- 
gesetzt werden soll, von den 3 Coordinaten x, y, z abhängig ist; 
man kann das aber unter der Annahme, dass das Geschwindigkeits- 
potential nur eine Function von x und y ist. Die Vereinfachung, 
die durch diese Annahme bei hydrodynamischen Problemen hervor- 
gebracht wird, haben wir schon in der vorigen Vorlesung an einem 
Beispiel kennen gelernt. Der hauptsächlichste Grund dieser Verein- 
fachung liegt darin, dass die partielle Differentialgleichung, der das 
Geschwindigkeitspotential dann genügt, 

erfüllt wird durch den reellen oder auch den imaginären Theil irgend 
einer Function des complexen Arguments x -|- iy. 
Man setze 

z = x-^ iy j 

bilde irgend einen analytischen Ausdruck von z, der Z genannt wer- 
den möge, und der ausser reellen Grössen neben z auch i enthalten 
kann ; man transformire diesen nach den für reelle Grössen geltenden 
Rechnungsregeln, indem man i wie eine unbekannte reelle Constante 
behandelt, dabei aber 

i^ 1 

setzt. Bekanntlich lässt lässt sich dadurch Z auf die Form 

Z=^ X + iY 
bringen, wo X und Y reelle Functionen von x und y sind. Man 
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aennt x und Z complexe 6r8sBen, x and X ihre reellen, it/ and iF ihre 
imaginären Theile, Z eine Function von z. Zwei complese GrÖBsen 
heissen einander gleich, wenn sowohl ihre reellen, als ihre inu^- 
nären Theile einander gleich sind; die positiv zu nehmende Wanel 

heisst der Modul von z. 

Bei der angegebenen Bedeutung der Zeichen iBt 

SZ .dZ - dz .dZ , ' .^Z " dZ 

-s- ■= -T- , ä- = ' ^r- t *lSO ' ä— "= ö" > 



d. h. 
mithin 



.d_x _dr ^dx , .zr 



dy j ör hx 

oy dx dy 



"'^ 3, 37- 1) 



Diese beiden Gleichungen können wir als eine Definition, die allge- 
meiner als die vorher angeführte ist, daffir ansehn, dass Z eine 
Function von z ist. Aus ihnen folgt 

d'x , 3>x „ ^y , S'y ^ 

und auch 

?^ Sx ~^ du dy '" ^ ' 
welche Gleichung ausspricht, dass die Linien X^ const. und die 
Linien y = const. sich senkrecht schneiden. 

f^ach den gemachten Auseinandersetzungen findet man eine 
mögliche Flüssigkeitsbewegung , wenn man für Z einen beliebigen 
Ausdruck in z annimmt und das Geschwindigkeitspotential ip einer 
' der beiden Grössen X und V gleichsetzt. Die andere von diesen 
hat dann auch eine einfache Bedeutung; nennt man sie ^, so ist 
nämlich 

ilf = const. 
die Gleichung der Stromlinien. 

Wir wollen einige einfache Beispiele betrachten. Wir setzen 
zuerst 

Z = \^ z , also z ^ e^ . 
Macht man 

X ^ r cos # , y '= r sin fr , 
so folgt hieraus 

r (cos # + ' ^'" *) = ^^ {"^oa ¥ -\- i sin Y) 
oder 

J- = lgr, V=», 
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wo unter lg r der reelle Werth dieser Grösse zu verstehen ist. Wir 
Haben daher entweder 

?i a= Ig r und f :=& 
oder 

ip •= & und il> ^Ig r . 

Im ersten Falle sind die Stromlinien die nach dem Punkte z 1= 
gerichteten Geraden, die Linien gleichen Geachwind^keitepotentiak 
die nm diesen Punkt beschriebenen Kreise; im zweiten £ndet das 
Umgekehrte statt. In beiden Fällen ist die Geschwindigkeit = 
Immer können zwei Stromlinien in feste Wände yerwandelt werden, 
ohne dass die Bewegung zwischen ihnen eine Aendernng erleidet; 
die aufgestellten Formeln gelten also anch, wenn zwei von dem 
Punkt« z ^ aasgehende Gerade oder zwei nm diesen Punkt als 
Mittelpunkt beschriebene Kreise feste Wände sidd. 

Um ein zweites Beispiel zu erhalten, setzen wir 



wo C| und Cj zwei complexe Constanten bedeuten. Macht man 

C| = fl| -f- ji| , Cj => dj + iftj 
und . . 

x — öi = r, cos #, j: — ■ flj = rj cos 9j 

y — ^1 = '"i sin *i !/ — bj ^ r, sin Ö'; , 

HO folgt daraus 

^ = lg ^ , r=&y — »2. 

Nehmen wir ip ^ X, tl> ^ }' an, so sind die Stromlinien, wie 
elementare geometrische Betrachtungen lehren, die Kreisbögen, welche 
die Punkt« z = c, und z =. Cj mit einander verbinden. Aus dem 
einen dieser beiden Punkte strömt die Flüssigkeit aus, in den andern 
strdmt sie ein. Die Linien gleichen Geschwindigkeitspotentials sind 
die Kreise, welche über dem Abstand zweier Punkte als Durchmesser 
beschrieben sind, die zu den Punkten z ^ c^ und z ^= c^ harmonisch 
liegen. Ii^end zwei Stromlinien, z. B. die beiden Theile eiii'-s durch 
diese Punkte gelegten Kreises können feste Wände sein. Setzen wir 
omgekelirt ip ^ V, %i ^ X, so vertauschen die beiden Systeme von 
Kreisen ihre Kollen. 

Wir kommen auf einen speciellen Fall der in der siebenzehnten 
Yorlednng behandelten Strömungen, wenn wir 

Z ■= arc sin z , also 1 1= sin Z | 

setzen. £s wird dann 



^1^"T' 
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a; = sin Ä ^^ — ~ 

y = COHÄ r . 



Daraus folgt 



sin* X 008* X 
4a?« , 4y* _- 



Die Gleichungen X = const. und F = const. stellen hiemach 
zwei Systeme confocaler Hyperbeln und Ellipsen dar^ deren Brenn- 
punkte die Goordinaten x = + 1 , y = haben. 

§ 2. 

Wir haben in den Gleichungen 1) des vorigen § dafür ^ dass 
Ä -^ iV oder Z eine Function von x + iy oder z ist, eine Defini- 
tion aufgestellt, welche nicht voraussetzt, dass ein analytischer Aus- 
druck für Z gegeben ist. Von dieser ausgehend, wollen wir nun 
beweisen, dass, wenn Z eine Function von z, auch umgekehrt z eine 
Function von Z ist. Wir setzen 

*'-(|i)'+(|f)'-(|f)'+(|iV 

dx dy dy dsc ' 

welche Ausdrücke in Folge der Gleichungen 1) alle einander gleich 
sind. Durch Auflösung der identischen Gleichungen 

dx dx "T" dv dx ~ dx dx "^ er dx 

dX dy "l" dr dy ^"^ dX dy "^dP dy 

erhält man dann 

air^j_ax ^_ 1 dr 

dx mdx dx M^ dx 

dx^ l^dX ^ ^1_^J1 

dr m dy dy~M*dy' 

und hieraus folgt bei Rücksicht auf die Gleichungen 1) 

dx _ dy , ?£ _ ^y 

dx~dy dr~ dx' 

wodurch die ausgesprochene Behauptung bewiesen ist. 
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Sind Z'^ Ä + iy und Z' = X + i F' Functionen von z, so ist 
auch 22' eine Function von z. Es ist nämlich 



zz'^jix' — y 


r + HÄV 


+ A- 


")■• 


ferner ist 










d{xx-- yy') 


^"S 


+^s- 




-rZ 


3 (X r + r n 

r» 


<^ 


+^l?+ 




+ ^-|f 


8{xx'~- yy') 

1 », 


ydX' 


+^lf- 


ydy 








+ ■^11 + 




+^K 



und hieraus folgt mit Hülfe der Gleichungen 1) und der Glei- 
chungen 

g .r 3 r ■ a_r' gx' . 

?j: d>j ' Sx dy ' 

ei.V.V- i^i")^g(.Vf"4- A'/') , g(.\'i"+-\'il_ r(.V-V— i'J"') 

äic du ?j' iJtf 

Wir faBseo jetzt den Differentialquotienten 
dz , , dx + idy 

-,- d. h. - : \;j - 

dz dx + idy 

ins Auge; derselbe ist ' 

"^ dx~>r i<iy 

oder nach 1) 



Er ist daher von dx und dij unabhiingig, eine Function von x und ij. 
Er ist eine Function von z, wie man sieht, wenn man die Glei- 
chungen 1) partiell nach x differenUirt. 

Wenn in einem endlichen Stücke der a;y-Ebene Z eine einwer- 
thige stetige Function von z ist, d. h. X und F einwerthige, stetige 
Functionen von x und y sind, die den Gleichungen 1) genügen, so 
ist, wie wir nun zeigen wollen, auch - eine einwerthige stetige 
Function von z in demselben Gebiete, Es seien X und Y z.wei 
einwerthige stetige Functionen von x und y für einen Theil der 
xy-Ebene, deren Element df genannt werden möge; dl sei ein 
Element der Grenzlinie dieses Theiles, n die nach seinem Innern 
gerichtete Normale von dl. Nach einem vielfach benutzten Sfttze 
ist dann 
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jr<*/(|f + 1^ = - f'il (^ C08 («y) + ^ cos (nx)) . 

Diese Gleichungen tcansfo^miren wir zunächst dadurch; dass wir 
statt der beiden Winkel (nx) und (nt/) einen einftOiren. Die Dre- 
hung einer Linie bezeichnen wir als positiv^ wenn sie in dem Sinne 
geschieht, in dem die o;- Achse um einen rechten Winkel gedreht 
werden muss^ damit sie in die ^- Achse fallt, und nennen v den 
Winkel, um den eine Linie in positivem Sinne gedreht werden muss, 
um aus einer Lage, in der sie der or- Achse parallel ist, in eine zu 
kommen, in der sie parallel der Normale n ist; man hat dann 

cos (nx) = cos V , cos (ny) = sin v . 

Diese Werthe von cos (nx) und cos (ny) setzen wir in die Glei- 
chungen 3), nehmen an, dassZ, d. h. ^-{- iF, eine Function von z, 
d. h. x + iy, ist, wodurch ihre linken Seiten verschwinden, multi- 
pliciren die zweite mit t und addiren sie zur ersten; wir erhalten 
dann 



^ "^ f Z dl (cos 1/ + ' sin t^) . 



Wir bezeichnen nun durch äz den Zuwachs, den z erleidet, wenn 
der Punkt (xy), oder der Punkt z, wie wir sagen wollen, das Ele- 
ment dl in der Richtung durchläuft, welche die Normale n erhält, 
wenn sie in negativem Sinne um einen rechten Winkel gedreht wird; 
es ist dann 

dz = dl Tcos (v — 1^) + « sin (v — ~)\ 
= — i dl (cos 1/ -|- « sin v) , 



4) 



woraus folgt 



Es sei 



0= fzdz, 5) 



wo a und b die Coordinaten eines Punktes der Flache bezeichnen, 
deren Element df genannt ist; in der Gleichung 5) setzen wir, was 
erlaubt ist, ' 

z 

an Stelle von Z , 

z — e 

und wenden sie an auf jene Fläche mit Ausschluss eines Kreises, 
der mit dem unendlich kleinen Radius r um- den Punkt c als Mittel- 
punkt beschrieben ist; für die Peripherie dieses Kreises ist 

z — c «= r (cos v + « sin v) 



T^ 
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a 

und daher nach 4) 











dz 

e 

z — C 


.dl 


also 
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^ äz 

— C 


— %2% 


wo Zc 


den 


Werth 


von 


Z im 


Punkte ( 


endlich 













'«? ; 



1 /• z 

iinj z — 



c 



c bedeutet. Daraus folgt 



dz , 6) 



wo die Integration über die Grenzlinie des ursprünglich gedachten 
Gebietes von z in dem bei 4) angegebenen Sinne auszudehnen ist. 
Diesen Sinn wollen wir noch auf eine andere Weise definiren.. Man 
denke sich auf die o;^ -Ebene so gestellt, dass^ wenn man in der 
Richtung der positiven o;- Achse hinblickt, die Richtung der positiven 
y- Achse nach links geht; der Sinn der Integration ist dann derjenige; 
in dem man die Theile der Grenze des Gebietes von z durchwandern 
muss, um dieses zur Linken zu haben. Es lässt sich das noch 
anders ausdrücken ^ wenn das Gebiet von z eine einfach zusammen- 
hängende Fläche ist, d. h. eine solche , die vollständig begrenzt ist 
durch eine in sich zurückkehrende^ sich nicht schneidende Linie. 
Denken wir uns von einem Punkte einer solchen ebenen Fläche eine 
gerade Linie nach einem Punkte der Grenze gezogen und lassen den 
letzteren einen Umlauf auf der Grenze in dem einen oder dem an- 
dern Sinne ausführen, so erleidet die gerade Linie eine Drehung um 
2jr in positivem oder negativem Sinne; wir wollen den Umlauf 
einen positiven nennen, wenn bei ihm die Linie um 2jr in positivem 
Sinne gedreht wird. Die Integration in 6) ist dann so zu nehmen, 
dass sie einem positiven Umlaufe entspricht. Ist das Gebiet von z 
nicht eine einfach zusammenhängende Fläche, sondern besteht seine 
Grenze aus mehreren geschlossenen Linien, so kann man dasselbe in 
eine einfach zusammenhängende Fläche durch Querschniite verwandeln 
d. h. durch Linien^ von denen jede zwei Punkte zweier geschlossenen 
Grenzlinien verbindet; die beiden Seiten eines jeden Querschnitts 
hat man dann als zur Grenze des Gebietes gehörig zu betrachten. 
Dadurch wird das in 6) vorkommende Integral nicht geändert, da 

eine einwerthige stetige Function von z ist, so lange nicht 

z = c wird. 

Die Gleichung 6), die wir auch aus der Gleichung 28) der sechs- 
zehnten Vorlesung hätten ableiten können, beweist die ausgesprochene 

Behauptung, dass -r- in demselben Gebiete, wie Z, eine einwerthige 

stetige Function von z ist. 
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Wir knüpfen nun noch eine Folgerung an die Gleichung 5). 
Es sei Z eine einwerthige stetige Function von z in einem einfach 
zusammenhängenden Theile der z-Ebene. Von einem Punkte des- 
selben Zq oder (x^, y^ denken wir uns nach einem zweiten Punkte 
z in ihm eine beliebige Linie gezogen und betrachten das Integral 



/ 



Zdz = W =^V -\-%V , 



genommen über die Linie in dem Sinne von z^ nach z. Ersetzen 
wir die Linie durch irgend eine andere, die Ton z^ nach z führt, so 
können wir auf die von beiden begrenzte Fläche die Gleichung 5) 
anwenden; sie ergiebt, dass für die zweite Linie W denselben Werth 
hat; wie für die erste, dass also W unabhängig ist von der gewählten 
Linie; es ist also W eine Function von x und y. Es ist W eine 
Function von z; denn man hat 



U = C{Xdx— Ydy) 



■*'o 1 Vo 



F= i\xdy-\-Ydx) 



und hieraus folgt 



*o> .Vo 



doc dy ' dy dx 



§3. 

Wir haben x und y als die rechtwinkligen Coordinaten eines 
Punktes in einer Ebene bezeichnet; wir wollen ebenso X imd Y ak 
die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes in einer andern Ebene 
ansehn. Es soll Z eine Function von z, also auch z eine Function 
von Z sein; in den einander entsprechenden Gebieten von z und Z, 
die wir betrachten, soll Z eine einwerthige stetige Function von z, und 
z eine einwerthige stetige Function von Z sein. Nach einem im 

vorigen § bewiesenen Satze ist dann auch eine einwerthige stetige 

Function von z, und -^ eine solche von Z; keiner dieser beiden 

Differentialquotienten wird daher unendlich und jeder von ihnen also 
weder Null, noch unendlich. Wir^ setzen 

-T^ == M (cos -ö" + I sin &) ; 

M, der Modul des genannten Differentialquotienten', ist dann die 
positive, durch die Gleichungen 2) bestimmte Grösse; M und ^ 
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smd, da .^ von dx und dy unabhängig ist, Functionen von x und y. 

Die aufgestellte Gleichung giebt 

dX-\-idY^M (cos «• + / sin %) {dx + idy) , 

d. h. 

dX = M (cos ^ * dx — sin -ö" • rfy) 

^ ^ 7) 

d¥ = ilf (sin 'S" • Jx + cos -9* • tfy) . 

Nehmen wir an, dass die Z- Ebene und die z- Ebene mit einer 
materiellen Ebene, die JT- Achse mit der a:- Achse, die Z- Achse mit 
der y- Achse zusammenfällt und betrachten x, y als die Coordinaten 
eines materiellen Punktes in einem Zustande der Ebene, JT, Y als 
die Coordinaten desselben materiellen Punktes in einem veränderten 
Zustande der Ebene, so haben wir in den Gleichungen 7) einen 
speciellen Fall der in der zehnten Vorlesung discutirten Gleichungen; 
die Gleichungen 7) lehren die Veränderung kennen, die ein unend- 
lich kleiner Theil der Ebene erfahren hat, und zeigen, dass diese 
besteht: in einer Verschiebung, in einer Drehung in positivem Sinne 
um den Winkel %^ und in einer, in allen Richtungen gleichen Dilata- 
tion, bei der alle linearen Dimensionen in dem Verhältniss von 1 : M 
vergrössert sind. Wir schliessen daraus, dass ein unendlich kleiner 
Theil der materiellen Ebene sich selbst ähnlich geblieben ist. Die 
Veränderung, welche er erfahren hat, dürfen wir uns als continuir- 
lich und so hervorgebracht vorstellen, dass M weder Null, noch 
unendlich wurde; ist sie in dieser Weise vor sich gegangen, so ist 
der Sinn eines positiven Umlaufs um den betrachteten Theil, wenn 
dieser ein einfach zusammenhängender ist, dabei nicht unbestimmt 
geworden und nicht sprungweise geändert, er ist also derselbe 
geblieben. Lassen wir nun die Vorstellung fallen, dass die z- imd 
Z- Ebenen mit einer materiellen Ebene zusammenfallen, so bleibt 
doch gültig, dass entsprechende', unendlich kleine Theile derselben 
einander ähnlich sind, und dass positive Umläufe um diese, wenn 
sie einfach zusammenhängend sind, einander entsprechen. 

Betrachten wir entsprechende, endliche Stücke der beiden Ebenen, 
so sind diese im Allgemeinen nicht einander ähnlich; dieselben sind 
aber in allen ihren kleinsten Theilen ähnlich; sie sind durch die zwi- 
schen Z und z angenommene Beziehung, wie man sagt, in den kleinsten 
Theilen ähnlich auf einander abgebildet. Den Punkten der Grenze des 
einen Stückes entsprechen ausschliesslich die Punkte der Grenze des 
andern; einem Punkte im Innern des einen kann nämlich nicht ein 
Punkt in der Grenze des andern entsprechen, da einem unendlich 
kleinen Kreise, dessen Mittelpunkt jener ist, ein unendlich kleiner 
Kreis, dessen Mittelpunkt dieser ist, entsprechen muss. Ist das eine 
Stück durch eine in sich zurückkehrende Linie vollständig begrenzt, 
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d. h. ist es einfach zusammenhängend, so muss es auch das andere 
sein. Einem positiven Umlauf um das eine Stück entspricht ein 
positiver Umlauf um das andere. 

§4. 

Der Voraussetzung, dass Z und z einwerthige, stetige Func- 
tionen von einander sind, wird ohne Beschrankung ihrer Gebiete 
genügt, wenn man die eine einer ganzen linearen Function der an- 
dern gleichsetzt. 

Lasst man die X-Achse mit der o;- Achse, die F- Achse mit 
der y- Achse zusammenfallen und sieht man, wie wir früher es thaten, 
X, Y und X. y als die Coordinaten desselben materiellen Punktes 
der a;y- Ebene in zwei verschiedenen Zustanden dieser an, so ent- 
spricht die Gleichung 

Z^a + ib-^- z 

einer Verschiebung der Ebene um a parallel der o:- Achse und um 
b parallel der ^- Achse; die Gleichung 

Z = (cos a "{' i sin «) z , 
aus der 

X ^== X cos a — y sin a 

y = X sin cc -\- y cos a 

folgt, stellt eine Drehung der Ebene um den Winkel a dar; die 
Gleichung 

Z = mz , 

wo m eine positive Constante bedeutet, eine Ausdehnung der £bene^ 
bei der alle Linien in dem Verhältniss 1 : m vergrossert sind und 
ihre Bichtungen behalten haben, der Punkt 2: => an seinem Orte 
geblieben ist. In allen diesen Fällen, also immer, wenn Z eine ganze 
lineare Function von z ist, sind auch endliche entsprechende Gebiete 
dieser beiden Variabein einander ähnlich. 

Macht man Z einer gebrochenen linearen Function von z 
gleich, also 

7 — " + P' r _ _ ^~y^ Q\ 

WO a, /3, y, d complexe Gonstanten bedeuten, so sind ebenfaUs Z 
und z durchaus einwerthige Functionen von einander; aber sie sind 
nicht überall stetig; wenn y + dz = 0, ist Z, und wenn ß — dZ «= 0, 
ist z unendlich, also unstetig. Um die Sätze anwenden zu können, 
die wir unter der Voraussetzung abgeleitet haben, dass Z und z 
einwerthige und stetige Functionen von einander sind, woDen wir 
das Gebiet von z durch zwei geschlossene Linien begrenzen, von denen 



r 
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die eine unendlich klein ist und den Punkt y -^Sz =^0 umgiebt; die 
andere unendlich gross ist. Das Gebiet von Z ist dann auch durch 
eine unendlich kleine und eine unendlich grosse geschlossene Linie 
begrenzt^ von denen die kleine der grossen Grenzlinie des z- Gebietes 
und umgekehrt entspricht. 

Bei der durch die Gleichungen 8) angegebenen Beziehung 
zwischen jzr und Z entspricht jeder Kreislinie in der z- Ebene wie- 
derum eine Kreislinie in der Z- Ebene. Um diese Behauptung zu 
beweisen, führen wir zwei neue Variable, z' und Z\ ein, indem wir 

z = a-\'bz , Z= A + BZ 

setzen und wählen die complexen Constanten a, b, A, B so, dass 
die Gleichungen 8) ergeben 

z 

Um die Gleichungen zu finden, denen gemäss zu diesem Zwecke 
a, b, A, B zu bestimmen sind, brauchen wir nur auszudrücken, dass 
von den Grössen z' und Z' die eine verschwindet, wenn die andere 
unendlich ist, und dass, wenn die eine = I wird, die andere denselben 
Werth erhält; daraus folgt 

/S — ^d = 

y -j- ad = 
a-ir aß = Bbä . 

Diesen Gleichungen gemäss lassen sich a, />, A, B immer wählen, 
sobald nur nicht d = ist. Diesen Fall aber, in dem Z eine ganze 
lineare Function von z ist, können wir ausschliessen, da für ihn die 
zu beweisende Behauptung im Früheren schon bewiesen ist. Einer 
Kreislinie in der z'- Ebene entspricht aber eine Kreislinie in der 
Z'- Ebene; denn^ ist 

z^x+iy\ Z' = X + ir, 
so hat man 



also 



und 



X +iy a;* + y* 



« v' V 



X' = ,. . ,-. . r = — 



X* + y* ' a?'« 4" y ' 



*^ X'* 4- y'^ ' ^ X'* 4- y*~* ' 



besteht zwischen x und y' die Gleichung 

Ox {x"^ + y'2) + a^x + o^y + /y^ = , 
so ergiebt sich hieraus zwischen X' und V die Gleichung 
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d. h. einer Kreislinie in der z' -Ebene entspricht eine Kreislinie in 
der Z' -Ebene. Da nun nach dem Früheren einer Kreislinie in der 
z-Ebene eine Kreislinie in der z'-Ebene und einer Kreislinie in der 
Z'-Ebene wieder eine Kreislinie in der Z-Ebene entspricht, so ent- 
spricht auch jeder Kreislinie in der z-Ebene eine Kreislinie in der 
Z -Ebene. 

In den Relationen 8), welche die Beziehung zwischen z und Z 
feststellen, kommen 3 von einander unabhängige, complexe Constan- 
ten vor, nämlich die Verhältnisse von a : ß : y: d, da diese 4 Grössen 
mit einer Constanten multiplicirt werden können, ohne dass jene 
Beziehung geändert wird. Diese 3 Constanten können aus 3 linearen 
Gleichungen so bestimmt werden, daes 3 beliebigen Punkten der 
r-Ebene, a, b, c, 3 beliebige Punkte der Z-Ebene, A, B, C, paar- 
weise entsprechen; es entsprechen sich dann auch die Kreislinien, 
welche durch «, b, c und A, B, C gelegt werden können. 'JVir 
wollen die Kreisflächen, welche durch diese Kreislinien begrenzt sind, 
f und F nennen. Dieselben entsprechen sich, falls in / nicht der 
Punkt >• + tf z = liegt; dann ist nämlich f ein einfach zusammen- 
hängender Theil des Gebietes von z. und diesem muss ein einfach zu- 
sammenhängender Theil des Gebietes von Z entsprechen. Liegt aber 
der Punkt y -f- dz ^ innerhalb der Fläche f, so entsprechen sich 
/" Tind F nicht, sondern jede dieser Flächen entspricht der Ergän- 
zungsflüche der andern, wenn wir als Ergänzungsfläche von f den 
Theil des Gebietes von z bezeichnen, der nach Ausschluss von f 
übrig bleibt; man muss dann nämlich aus der F^che f einen un- 
endlich kleinen Theil, der den Punkt y -\- dz =■() enthält, ausachlies- 
sen, um aus ihr einen Theü des Gebietes von z zu bilden ; die Grenze 
dieses unendlich kleinen Theiles entspricht aber einer unendlich 
grossen geschlossenen Linie in der Z -Ebene. Es ist ersichtlich, 
dasB diese Schlüsse auch gelten, wenn f und F zwei irgend wie ge- 
staltete, einfach zusammenhängende Theile der z- und Z-Ebeoe 
sind, deren Grenzlinien einander entsprechen. Ob diese Flächen sich 
selbst oder ihren Ei^än zu ngs dächen entsprechen, entscheidet man am 
leichtesten mit Hülfe der folgenden Betrachtung. In dem Falle, dass 
der Punkt j- -|- dz ^ innerhalb f liegt, verwandle man durch 
einen Querschnitt die doppelt zusammenhängende Fläche, welche / 
nach Ausschluss eines unendlich kleinen, den Punkt ^-1-15^=0 
enthaltenden Theiles bildet, in eine einfach zusammenhängende, und 
lege den entsprechenden Querschnitt in der Er^nzungsääche von F. 
Erinnert man sich nun an den Satz, dass, wenn z und Z einwerthige 
stetige Functionen von einander sind, entsprechende Umläufe um 
entsprechende, einfach zusammenhängende Flächen von gleichem 
Vorzeichen sind, und nennt a, A, b, B, c, C entsprechende Punkte 
der Grenzlinien von f und F, so sieht man ein, dass diese Flächen 
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selbst sich entsprechen, wenn abca und ABCA Umläufe um sie . jj 

von gleichem Vorzeichen sind, und dass im entgegengesetzten Falle ' ^ 

die Flächen f und F ihren Ergänzungsflächen entsprechen. 

Die Kreislinien, die durch zwei Punkte a, b der r- Ebene gehen, 
entsprechen in der Z- Ebene Kreislinien, welche durch die entspre- 
chenden Punkte Ay B gehen und unter denselben Winkeln sich 
schneiden, da die eine Ebene in den kleinsten Theilen ähnlich auf 
der andern abgebildei: wird. Rückt der Punkt B in die Unendlich- 
keit, so werden die durch A gehenden Kreise zu geraden Linien. 
Wir wollen eine Fläche, die durch zwei Kreisbögen begrenzt ist, 
eine Sichel nennen und die Fläche, in welche eine Sichel übergeht, 
wenn die eine ihrer beiden Spitzen in die Unendlichkeit rückt, einen 
Keil, Die Gleichungen 8) erlauben hiemach eine beliebige Sichel in 
der z- Ebene auf einer beliebigen Sichel von gleichem Winkel in der 
Z- Ebene so abzubilden, dass den Spitzen jener a, h die Spitzen 
dieser A^ B und ausserdem zwei beliebig gewählte Punkte der Um- 
fange, c und C, sich entsprechen, vorausgesetzt, dass die Punkte c 
und C so gewählt sind, dass die Umläufe um die Sicheln abca und • 
ABCA von gleichem Vorzeichen sind. Ein specieller Fall dieser 
Abbildung ist die Abbildung einer Sichel auf einem Keile von glei- 
chem Winkel, 

§5. 

Wir haben im vorigen § angenommen, dass Z und z unbe- 
schränkt einwerthige Functionen von einander sind; wir wollen 
nun annehmen, dass zwischen diesen beiden Variabein eine Bezie- 
hung festgesetzt sei, in Folge deren Z und z im Allgemeinen mehr- 
werÜiige stetige Functionen von einander sind. Es werden diese 
sich aber wie einwerthige verhalten, d. h. jedem Punkte des Ge- 
bietes von z wird ein Punkt des Gebietes von Z und umgekehrt 
entsprechen, wenn diese beiden Gebiete passend eingeschränkt sind. 

Es sei Zo ®i^ Werth von z oder, wie wir auch sagen wollen, 
ein Punkt der z -Ebene. Gehören zu diesem mehrere Werthe von Z 
oder mehrere Punkte der Z-Ebene, so wählen wir von diesen einen, 
Z„, aus. Den Punkten in der Nähe von Zo ordnen wir Punkte in 
der Nähe von Z^ zu. Einem hinreichend kleinen Gebiete von c, 
das den Punkt Zq enthält, entspricht dann ein in den kleinsten 
Theilen ähnliches Gebiet von Z, das den Punkt Zq enthält, gerade 
so, als ob wir es mit unbeschränkt einwerthigen Functionen zu thun 
hätten ; das Verhältniss entsprechender, unendlich kleiner Dimensionen 

ist überall durch den Modul von -r^ bestimmt. Nun erweitern wir 

dz 
allmählig die Grenzen der beiden Gebiete, indem wir unendlich kleine 
Theile der z- Ebene auf der Z- Ebene, oder umgekehrt, ähnlich und 

Kirchhoff, Mechanik. 19 
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in dem durch den genannten Modul bestimmten Yerhältilisse ab- 

bilden. Wir vermeiden dabei die Punkte, in denen ^— Null oder 

' dz 

unendlich ist, und in denen daher auch dieses Verhältniss Null oder 
unendlich sein würde. Es kann eintreten, dass, während das Gebiet 
von z durch eine in sich zurückkehrende, sich nicht schneidende 
Linie begrenzt ist^ die dieser entsprechende Linie der Z- Ebene sich 
selbst schneidet; es fallen dann zwei Theile des Gebietes von Z über- 
einander und z hat aufgehört eine einwerthige Function von Z zu 
sein; so lange der genannte Fall nicht eingetreten ist, ist z eine 
einwerthige Function von Z. Wir ziehen hieraus den folgenden 
Schluss: 

Wenn das Gebiet von z keinen Punkt enthält, für den -j- Null 

' dz 

oder unendlich ist, wenn es begrenzt ist, durch eine geschlossene, 
sich nicht schneidende Linie und die dieser entsprechende Linie der 
Z- Ebene sich nicht schneidet, so begrenzt diese Linie ein Gebiet 
von Z, dessen Punkte eindeutig den Punkten des Gebietes von z 
entsprechen ; es sind dann Z und z in den genannten Gebieten einwer- 
thige Functionen von einander. Die Grenzen des Gebietes von z können 

dabei Punkten, in denen -j- Null oder unendlich ist, unendlich nahe 

' dz 

gerückt sein; in dem hierdurch bestimmten Sinne kann man sagen, 
dass solche Punkte in der Grenzlinie des Gebietes liegen können. 

Wir führen einige hierher gehörige Abbildungen an, von denen 
wir Gebrauch zu machen haben werden. 

Zuerst nehmen wir 

Z = z" 9) 

an, wo w eine reelle Constante bedeutet. Setzen wir 

X== R cos ö X = r cos -d" 

Y = R sm(i y = r sin "ö" , 

so folgt aus dieser Gleichung 

Einem Kreise r = const. entspricht ein Kreis R = const.^ einer Gera- 
den d' = const. eine Gerade $ = const. Denken wir uns das 2: -Ge- 
biet durch 2 Kreise r = const. und 2 Gerade ^ = const. begrenzt, 
so sind die Grenzen des Z- Gebietes 2 Kreise R = const. und 2 Ge- 
rade = const. Von den Kreisen können die kleineren unendlich 
klein, die grösseren unendlich gross gewählt werden; die beiden Ge- 
biete werden dann 2 Keile von ungleichen Winkeln. Sind diese 
Winkel a und y^, so ist 

A s= na ] 
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es entsprechen sich z nnd Z eindeutige wenn keiner der Winkel a 
und A grosser als 2% ist. Da 

-äz = ^^ ' 

SO ist — far jt = Null oder unendlich, je nachdem n grosser oder 

kleiner als 1 ist. 

Nun wollen wir ableiten, wie eine Sichel auf einer anderen von 
verschiedenem Winkel so abgebildet werden kann, dass die Spitzen 
derselben einander entsprechen und zwei beliebig gewählte Punkte 
ihrer Umfange. Dabei ist vorausgesetzt (und in ähnlichen Fällen 
werden wir stillschweigend voraussetzen), dass die Punkte der Um- 
fange, die einander entsprechen sollen, so gewählt sind, dass entspre- 
chende Umläufe um die in Rede stehenden Flächen von gleichem 
Vorzeichen sind. Während zwischen z und Z die Gleichung 9) be- 
steht, setzen wir 

z = ^V^ und Z = K%~1'^ 10) 

Dadurch werden die beiden Keile, welche die Gebiete von z und Z 
wieder bilden sollen, resp. auf zwei Sicheln von den Winkeln a und 
A in den Ebenen der z und Z abgebildet, deren Spitzen die Punkte 
2' = Cj, z ^=^ c^^ Z' .= C^y Z' = C2 sind. Die complexen Constanten 
k und K können so gewählt sein, dass zwei entsprechende, sonst be- 
liebige Punkte der Keilumfange zwei beliebig angenommenen Punk- 
ten der Sichelumfänge entsprechen. Eliminirt man aus den Glei- 
chungen 9) und 10) z und Z und setzt 

fcn f 

SO erhält mau 

hierdurch sind die beiden Sicheln auf einander abgebildet so, dass 
die Spitzen einander entsprechen und die Punkte, die auf ihren 

Umföngen beliebig angenommen waren. An den Spitzen ist -^% 

NuU oder unendlich, je nachdem A grösser oder kleiner als cc ist. 

Wir wollen nun zeigen, wie zwei Sicheln von verschiedenem 
Winkel so auf einander abgebildet werden können, dass 3 beliebigen 
Punkten des Umfangs der einen 3 beliebige Punkte des Umfangs 
der andern entsprechen. Wir wollen annehmen, dass die Sichel in 
der Z'- Ebene, auf die sich die Gleichung 11) bezieht, ein voller 
Kreis, also 

19* 
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A = % 

ist; irgend 2 Punkte des Umfanges können als ihre Spitzen ange- 
sehen werden. Lassen wir dann noch bei den Zeichen z und Z die 
Striche fort, so erhalten wir 






(r^?:)'- 12) 



Bestimmt man die Gonstanten N, Cy , C^ in dieser Gleichung so, 
dass drei beliebige Punkte des Umfanges der Sichel in der ^ -Ebene 
dreien in der Z-Ebene angenommenen Punkten entsprechen, so ist 
durch dieselbe jene Sichel auf der Fläche des Kreises abgebildet, 
dessen Umfang durch diese 3 Punkte geht. Wir führen nun wieder 
eine neue Variable z' ein und denken uns in der z'-Ebene eine 
Sichel, deren Spitzen die Punkte z' = c( und z = €.{ sind, und 
deren Winkel a ist; wir setzen dann 



»7' Z — C x 



i^T^f 13) 



und bestimmen die Constanten N'^ C( ^ C^ so, dass drei beliebige 
Punkte des Umfanges dieser Sichel denjenigen Punkten der Z-Ebene 
entsprechen, die bereits bei der Betrachtung der Sichel in der z- Ebene 
angenommen sind. Die beiden Sicheln sind dann auf denselben Kreis, 
also auch auf einander abgebildet, und zwar so, dass die 3 Punkte, 
die auf dem Umfange der einen willkührlich angenommen sind, den 3 
Punkten entsprechen, die auf dem Umfange der andern willkührlich 
gewählt sind. Die Gleichung zwischen z und z\ welche dieses leistet, 
erhält man, wenn man Z aus 12) und 13) eliminirt; durch dieselbe 
wird eine der beiden Grossen 

als eine gebrochene lineare Function der andern ausgedrückt; die 3 
üonstanten, welche in dieser Function vorkommen, finden ihre Be- 
stimmung durch die 3 Paare von Punkten, welche einander ent- 
sprechen sollen. 

Wir werden den Fall zu betrachten haben, dass die eine von den 
beiden Sicheln in einen durch zwei parallele Gerade begrenzten Strei- 
fen übergegangen ist, und wollen daher diesen Fall noch erörtern. 
Wir wollen annehmen, dass 

— <?! = Cj = »I (cos y + I sin y) 

ist; dabei bezeichnet dann m den halben Abstand der Spitzen der in der 
Z-Ebene gedachten Sichel, 'y einen Winkel, welchen die Verbindungs- 
linie der Spitzen mit der o:- Achse bildet. Es seien ferner die Längen 
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der beiden, die Sichel begrenzenden Kreiäbügen, in Tlieilen ihrer 
Radien ausgedrückt, 2u und 2v, so dass 



ist; endlich sei b die Breite der Sichel, 
(1. b. der Abstand der Schnittpunkte 
ihres Umfangs mit der Verbindungs- 
linie der Mittelpunkte der Kreise, deren 
Theile die Sichel begrenzen. Es er- 
giebt sich dann durch sehr einfache 
geonietnsche Betrachtungen 



»(tgf-tgj). 



15) 




Die Sichel verwandelt sich in einen Streifen der bezeichneten Art, 
wenn man m unendlich gross, v und u, mithin auch a, unendlicli 
klein werden lässtj die Breite, *, des Streifens ergiebt sich dann 
aus 15) 



und y ist ein Winkel, den die Längsrichtung des Streifens mit d'-r 
j;- Achse bildet. Bezeichnet man noch den gemeinschaftlichen, 
unendlich grossen Werth von — Ci und Cj durch c, so erhüK 
man für 



Cr-'O" 



welcher Ausdruck sich von dem ersten der in 14) angegebenen Aus- 
drücken durdi einen eonstanten Factor, nämlich den Factor (— 1; 
unterscheidet, 

(;^)-=(. + ^J)" 

Läsat man nun « verschwinden, während ac einen eonstanten Werlli 
behält, so folgt hieraus, wie die Entwickelung nach dem binomischoi 
Lehrsatz zeigt, 



m—- 



i 



K, 



1 



Zweiundzwanzigste Vorlesung. 

(FlüBsigkeitsstrahlen. Strahl, der aus einem Gefasse von gewisser Gestalt 
austritt. Strahl, der eine ebene Wand triflEt. Ebene Wand in einem Strome 
von unendlicher Breite. Druck, den diese Wand erleidet.) 

§ 1. 

Bei einer stationären Bewegung einer incompressibeln Flüssig- 
keit ^ bei der ein Geschwindigkeitspotential, q>y existirt und äussere 
Kräfte nicht wirken, ist der Gleichung 20) der fünfzehnten Vorle- 
sung zufolge 

wo p den Druck, C eine Constante bezeichnet und die Dichtigkeit 
der Flüssigkeit = 1 gesetzt ist. Es nimmt hiemach der Druck ab, 
wenn die Geschwindigkeit wächst, und es müsste jener — oo werden, 
wenn diese oo wird. Erfahrungsmässig kann der Druck in einer 
Flüssigkeit aber nicht unter einen gewissen negativen Werth sinken, 
ohne dass die Flüssigkeit zerreisst und dadurch eine gewisse Dis- 
continuität der Bewegung hervorgebracht wird. Hierauf beruht es, 
dass Wasser z. B. einen Strahl bildet, wenn es aus der Oeffhung 
eines Gefässes in ruhendes Wasser fliesst. W^^ haben bisher ange- 
nommen, dass die Geschwindigkeit überall stetig mit dem Orte sich 
ändert; wir wollen nun diese Voraussetzung aufgeben und es als 
möglich ansehn, dass in Flächen Flüssigkeitstheilchen an einander 
grenzen, die verschiedene Geschwindigkeiten besitzen , dafür aber die 
Bedingung stellen, dass der Druck nicht unter einen gewissen Werth 
sinkt. Diese Bedingung ist gleichbedeutend mit der, dass die Geschwin- 
digkeit einen gewissen, von jener Gonstanten C abhängigen Werth 
nicht übersteigt. Eine Fläche, an der die Geschwindigkeit sprung- 
weise sich ändert, verhält sich wie die Trennungsfläche zweier ver- 
schiedenen Flüssigkeiten; auf beiden Seiten derselben muss der Druck 
und muss die Gomponente der Geschwindigkeit nach der Normale 
denselben Werth haben. Wir werden uns auf die Betrachtung des 
Falles beschränken, dass wir nur ein Gebiet bewegter Flüssigkeit 
haben, welches an ruhende Flüssigkeit grenzt. Die Fläche, in der 
das geschieht, muss hiernach aus Stromlinien gebildet sein, und die 
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(leschwiadigkeit in ihr überall denselben Wcrth haben. Diesen Werth 
wollen wir = 1 setzen. Wir werden ferner annehmen, daaa das Ge- 
schwindigkeitepotentiaJ ip nur von den beiden Coordinaten x um} ;/ 
abhängt, werden 

z =x -i-i;/ , w = 9 + »V 
setzen und suchen w so als Function von z zu bestimmen, dass ibii 
eben ausgesprochenen Bedingungen genügt wird. Dabei werden ivir 
zu benutzen haben, dass 

</> ^ const. 
die Gleichung der Stromlinien iet. Für die Geschwindigkeit li'itun 
wir einen Ausdruck durch die folgende Betrachtung ab. Es ist 






'/(aii'+ovciiy+o' 



Nun setzen wir 



--l + iri = 9{ 



i * -|- j sin %) 



und betrachten 6 und ij als die rechtwinkligen Coordinaten oiugm 
Punktes in einer Ebene, die wir die £-Ebene nennen werden; die 
g-Achse soll dabei parallel der j^-Achse, die ij-Achse parallel der 
y- Achse gewühlt sein. Die Verglcichung der Gleichungen 2) und IJj 
zeigt dann, dass, wenn man von dem Punkte £ = nach dem Punkte £ 
eine gerade Linie zieht, die Liinge dieser, also p, das Reciprokc der 
Geschwindigkeit und ihre Richtung die Richtung der Bewegung in 
dem Punkte z ist. 

Die Grenzen des von der betrachteten bewegten Flüssigkeit erfüll- 
ten Kaumes oder, wie wir statt dessen sagen wollön, die Grenzen 
des Gebietes von z setzen sich aus drei verschiedenartigen Theilen 
zusammen. Einen Tbeil bilden Linien, durch welche die Flüssig- 
keit ein- und ausströmt; einen zweiten feste Wände; für diese ist 
^c= const.; den dritten endlich machen die Flachen aus, in denen 
die bewegte Flüssigkeit mit der ruhenden in Berührung ist; wir wollen 
sie die freien Grenzen jener nennen; für sie ist ebenfalls il> = coiist., 
ausserdem aber ^ = 1 . 

Um FlQssigkeitsbewegungeu der in Rede stehenden Art zu finden, 
sehen wir auch qo und ii> als die rechtwinkligen Coordinaten eines 
Punktes in einer Ebene, die wir die w-Ebene nennen wollen, an, 
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machen über die Gebiete von w und J geeignete Annahmen^ suchen 
die Relation zwischen w und g, durch welche diese beiden Gebiete 
in den kleinsten Theilen ähnlich auf einander abgebildet werden, 
und berechnen z aus dieser mit Hülfe von 3). Das Gebiet von z, 
welches den Gebieten von w und g entspricht^ bestimmt den von der 
bewegten Flüssigkeit erfüllten Raum. 

§2. 

Als Gebiet von w wollen wir nun einen Streifen annehmen^ 
dessen Grenzen die Gleichungen 

^ = % (p = — (X> 

^=^0 + ^9?= + ^ 

haben, wo tl\^ und b zwei Constanten bedeuten; als Gebiet von J 
eine Sichel, bei welcher der eine begrenzende Kreisbogen die Glei- 
chung 

9 = 1 

hat und für deren Inneres überall p > 1 ist. Nach den im § 5. der 
vorigen Vorlesung gemachten Auseinandersetzungen können wir die 
Gleichung zwischen w und i aufstellen; durch welche das eine dieser 
Gebiete auf dem andern abgebildet wird; dieselbe bestimmt w und ^ 
als einwerthige Functionen von einander innerhalb dieser Gebiete. 
Dabei können drei Punkte des Umfanges des einen dreien Punkten 
des Umfanges des andern willkührlich zugeordnet werden. Wir 
setzen fest, dass 

g = g, für gj = — (X) 

f = S2 ^^^ g) = + c» 

sei, und nehmen den Punkt f 2 ^^^ ^^^ Kreisbogen q = l, den 
Punkt g^ auf dem andern Kreisbogen der Grenze des J- Gebietes an. 
Ohne über das dritte Paar sich entsprechender Punkte eine Bestim- 
mung zu treflTen und ohne auf die Gleichung zwischen w und f näher 
einzugehn, lässt sich dann schon der Charakter des Oebietes von z 
und der Charakter der den gemachten Annahmen entsprechenden 
Flüssigkeitsbewegung im Allgemeinen angeben. 
Aus der Gleichung 



= ftdw, 



die aus 3) folgt, ergiebt sich zunächst, dass das Gebiet von z sich 
in die Unendlichkeit erstreckt, da das Gebiet von w diese Eigenschaft 
hat und g nirgends verschwindet. Es sei z^ ein Punkt der z- Ebene, 
für den 9 = — 00 ist, und z^ ein Punkt, für den 9 «= + cx> ist, so 
dass die Punkte z, und z^ den Punkten gj und ^2 entsprechen. Die 
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von dem Punkte g = nach g, und gj gezogenen, geraden Linien 
wollen wir der Grösse und Richtung nach durch q^ und pj bezeich- 
nen, wobei dann die Grösse von q^^=1 ist; in z und in endlicher 
Entfernung davon ist dann die Richtung der Bewegung die von p,, 

die Geschwindigkeit = - ; in z., und in endlicher Entfernung davon 

ist die Richtung der Bewegung die von (>27 ^i® Geschwindigkeit = 1 . 
üeberall ist das Gebiet von z eine in den kleinsten Theilen ähnliche 
Abbildung des Gebietes von w^ bei der alle Längen im Verhältniss 
von 1 : Q vergrössert sind; bei Zj ist daher das Gebiet von z dem 
von w congruent und b die Breite des Stromes, bei ^i ist diese Breite 
Q^b. Bei z^ müssen die Grenzen des Stromes feste Wände, bei Z2 
können sie freie Grenzen sein. Freie Grenzen können überhatipt die 
Theile der Grenze des Gebietes von z sein, welche den Theilen der 
Grenze des Gebietes von J entsprechen, für welche q = l ist, wäh- 
rend die Theile der Grenze des Gebietes von z feste Wände sein 
müssen, welche den Theilen des zweiten Kreisbogens in der Grenze 
des 5- Gebietes entsprechen. Es seien gg und J, die Spitzen der 
Sichel, welche das g- Gebiet bildet, ^3 und r, die entsprechenden 
Punkte im z- Gebiete; jeder dieser beiden Punkte bildet das Ende 
einer festen Wand und den Anfang einer freien Grenze. Figur 8 
soll die in Rede stehenden Gebiete von J; und z zur -Anschauung 
bringen; die stärkeren Linien in dem letzteren sollen die festen 
Wände, die schwächeren die freien Grenzen darstellen; diese geben 
die Gestalt des Strahles an, der aus einem Gefässe austritt, dessen 
Gestalt durch jene bestimmt ist. 

Fig. 8. 





Wir machen auf eine Eigenthümlichkeit noch aufmerksam, die die 
Punkte Z3 und z^ darbieten. In ihnen haben die durch sie gezogenen 
Stromlinien bestimmte Tangenten; es sind diese parallel den Linien 
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(fj und Q^ in der £-Ebene. Es siod aber z^ und z, Wendungspunkle, 
und zwar die einzigen, welche die genannten Stromlinien besitzen, 
wie daraus hervorgeht, dass überall die Tangeute mit der dem be- 
trachteten Punkte entsprechenden Linie q parallel ist. Wir wollen 
den Krümmungsradius in z^ oder ^^ aufsuchen. Es sei äl ein Ele- 
ment einer Stromlinie und dtp die Aenderung, die das Geschwindig- 
keitsputential auf demselben erleidet; da die Geschwindigkeit ist, so 
ist dann 

JP cn _ oder dl 'B (f dtp . 

Gebrauchen wir wieder das durch die Gleichung 3) delinirte Zeichen 
Q, so erhalten wir hiemach für den Krümmungsradius von dl den 
Ausdruck 

d» 
oder, da für jede Stromlinie Jl; constant ist und daher dw für dip 
gesetzt werden kann, den Ausdruck 

Hier führen wir rfg an Stelle von dfr ein; wir haben in Folge der 
Gleichung 3) 

lg S - lg ? + if , 

also 

'i-'f + läS. 5) 

Gehört nun, wie wir zunächst annehmen wollen, dl der freien Grenze 
des Strahles an, so ist p = 1 , also dg =^ 0, mithin 

und daher der in 4) gegebene Ausdruck des Krümmungsradius 

llückt der Punkt z einem der Punkte ;.,, z^, also der Punkt E einem 
der Punkte tj» £i unendlich nahe, so wird ~ unendlich klein, da 
der Winkel an den Spitzen- der Sichel, welche das g- Gebiet bildet, 
kleiner als « ist und die einander entsprechenden Theile der Gebiete 
von £ und w, für welche £ unendlich wenig von £3 oder £4 abweicht, 
)ils Theile von Keilen betrachtet werden dürfen, die auf einander 
abgebildet sind durch die Relation, die zwischen t und w besteht 
Daraus folgt , dass die betrachteten Krflmmimgsradien unendlich 
klein sind. 
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Gehört ä( einer der festen Wände an, -so ist nicht rfp ^ 0; dnrt-li 
DiSerentiation der Gleichung zwiBchen q and Q, welche den zweit«» 
der Kreisbögen darstellt, die das Gebiet von % begrenzen, erhält man 
aber dann eine Gleichung zwischen dp und dtt, aus der in Verbin- 
dung mit der Gleichung 5) dft durch d^ ausgedrückt werden kiinn 
— es sei denn, dass der zweite Kreisbogen in eine gerade* Linie über- 
gegangen ist, in welchem Falle seine Gleichung ft ^ const, d. h. 
d% ^a ist. Im Allgemeinen erhält man daher auch hier aus 4j für 
den Krümmungsradius einen Ausdruck, der - ^ als Factor enthält, 
utid also verschwindet, wenn der Punkt ; in den Punkt Zj odi-r ;, 
rückt. In dem genannten Ausnahmstalle aber ist der Krümmungs- 
radius an der festen Wand unendlich und springt von Unendlicli /.u 
Null, wenn der Punkt z durch z^ oder z^ hindurchgeht. 



§3. 
Die Rechnung, die wir im vorigen § bezeichnet haben, wullin 
wir nun in einem speciellen Falle durchfuhren. Von den bcidiri 
Kreisbögen, welche das Gebiet von % begrenzen, sei der eine, iIit- 
jenige, für welchen q = 1 ist, ein Halbkreis, der andere habe iuumi 
unendlich grossen liadius; der Punkt J;, halbire den Halbkreis und 
der Punkt J, liege in der Unendlichkeit auf der von dem Punkt'' 
? = ü durch ^. gezogenen Geraden. Fig. 9 soll für diesen Fall dir 
Gebiete von S und ; darstellen; in ihr sind ausser den Gren/'^ii 
dieser Gebiete die Achsen der |, ij und x, y, die wir einführen 
wollen, angegeben. 




fr-' 



V r 



Nehmen wir als die Grenzen des Streifens, der da» Gebiet i 
bildet, die Linien 

^ =1 und f ^ n 
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an, so haben wir zunächst nach der bei den Ausdrücken 14) der 
vorigen Vorlesung angegebenen Regel und der Gleichung 16) der- 
selben Vorlesung 

(S"i) "^^»^^ 6^ 

zu setzen. Zur Bestimmung der drei Constanten C, C und K haben 
wir nach den bereits gemachten Festsetzungen die beiden Bedin- 
gungen; dass 

für g= — loo g) = — oo 

für f= — I ^> = -\' (x> 

i.si; wir fügen diesen willkührlich die dritte hinzu, dass 

für 5 = 1 m; = 

sei. Daraus ergiebt sich 

K^ - 1 , 6^=1 , 6" = — l , 
also 

Hieraus ist % zu bestimmen; man erhält dafür die quadratische Glei- 
chung 

d. h. C« -25«—+ 1=0, 

woraus folgt 

5 = ^-"' + /^^'»_ i. 7) 

Das Vorzeichen der Wurzelgrösse ist für einen Werth von w durch 
die Festsetzung; die wir getroffen haben, bestimmt, dass % unendlich 
(und nicht Null) werde für gj === — oo; damit ist dasselbe für das 
ganze Gebiet von w bestimmt, da, wie wir wissen, für dieses Gebiet 
g eine einwerthige Function von w ist. Nach 3) ist nun 



/ («" '" + ^^6'-^"' — 1) dw , 



wo die untere Grenze des Integrals beliebig gewählt werden kann 
und = gesetzt werden möge ; der Punkt z = entspricht dann 
dem Punkte g == 1, ist also der mit z^ bezeichnete Punkt. Die 
Integration bei dem ersten Theile des für z gefundenen Ausdrucks 
ist unmittelbar ausführbar; bei dem zweiten wird sie es, wenn man 

als Integrationsvariable j/^ — ^'^ — 1 an Stelle von w einführt. Man 
erhält so 

z = 1 — <?-"' + ^e?-~«'^~^'i + arctg i/e ** — 1 , 8) 
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WO der Torkomroeade arctg für w; »« verschwindet. Hieraus sind 
. die Grenzen des Gebietes von z zu bestimmen. 

Wenn i|j ^ ist und tp zwischen und — oo variirtj so folgt 
aus 8) 

x=\ ~ e^f — ye-*'f —\ + arctg j/e-ä'f _"1 

y = 0, 

wo die Wurzelgrösse (wie jede reelle Wurzelgrösse) positiv gerechnet 
werden soll und der arctg im ersten Quadranten liegt. Durch diese 
Gleichungen ist die negative .T-Achse dargestellt; sie bildet eine feste 
Wand. Für 9> = — oo und qo =1 ist also 

x= l — 2e-y + " , y = 0. 

Hat 9 einen constanten, unendlich grossen, negativen Weith iinil 
nächst ^ von Null bis n, so ist 

x^\ ~ 2e-v cos i/" + " 

y = 2c'- y sin ^ . 9) 

Bei diesem Schlu.sse ist benutzt, dass arctg u, d. h. 



Reinen Werth nicht ändert, wonn der Punkt m auf einer ganz in der 
Unendlichkeit, liegenden Linie bewegt wird. Die Gleichungen 9) 
stellen einen Halbkreis dar, dessen Mittelpunkt die or-Ordinate 
1 -|- ., , die y-Ordinate bat, und dessen Radius 2e~vist. Durch 
diesen Halbkreis strömt die Flüssigkeit nach seinem Mittelpunkte 
bin mit einer Geschwindigkeit, die dem ßeciproken seines Iladiim 
gleich ist. Für qp ^ — oo und ^ = Ji ist 

Ist (|j = ;r und liegt (p zwischen — oo und 0, so ist 

3; = 1 + e- ¥> -f- i/e—'VZ^\ 4. 7t _ arcig /(^ ^i' ^^l 
y = 0, 
wu der arctg wieder im ersten Quadranten zu wählen ist. Diese 
Gleichungen stellen den Theil der j;-Achse zwischen den Punkten 
X = 2 -j- a und i ^ -|- 00 dar; auch er ist feste Wand. Für t = ^, 
<f = ist, ebenso wie für i(i = 0, (p = 0, wie aus der Gleichung 7) 
hervorgeht, ' ^ unendlich; w; = und w= t'ji sind die einzigen Punkte 
in der Grenze des (Jebietes von w, für welche dieses stattfindet; daraus 
folgt, da^ der Punkt a: ^ 2 + ^) y = der mit ij bezeichnete ist. 
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Wenn ^ == jt und <p positiv ist, so ergiebt sich, da 

arctg iu = i \ Ig |-i^ , 

und nun y negativ werden muss, 

a:= 1 + er-'P -f n 



y = y\ — 6?-2y- ^Ig 



X+Vl- e-2y 



1 — ^F— ff-2y 

Diese Linie ist eine freie Grenze des Strahles. 
Für il/ = 7tf (p = -{- oo ist 

x= l -{- 7t , y = l — lg2 — (p , 

Giebt man dem q) einen constaiiten, unendlich grossen, positiven 
Werth und lässt ij; von tc bis abnehmen, so findet man 

a; = l -f- ^ 

y = 1 — lg 2 — 9 

Diese Gleichungen stellen eine der rc- Achse parallele Linie von der 
Länge ä dar, für die y = — cx> ist; durch diese Linie strömt die 
Flüssigkeit mit der Geschwindigkeit 1 in der Eichtung der negativen 
y- Achse. 

Für g? = + c» und ^ = ist ' 

X =1 , y=l — lg2 — (p. 

Nimmt man endlich ^ = und (p positiv an, so ergiebt sich 

x = 1 — e-'P • 

Die hierdurch dargestellte Linie ist die zweite freie Grenze des 
Strahles. Setzt man in diesen Gleichungen 9 = 0, so kommt man 
zu dem Punkte z = zurück, von dem wir bei der Aufsuchung der 
Grenzen des Gebietes von z ausgegangen sind. 

§4. 

Wir wollen nun einen Fall betrachten, der auch den eben be- 
handelten als speciellen in sich schliesst. Das Gebiet von w soll, 
wie in diesem, durch die Linien 

^ s=r fp = — 00 

1I; s= 7t g) = -|- 00 

begrenzt sein ; das Gebiet von £ aber sei begrenzt durch einen Kreis- 
bogen , der um den Punkt f = mit dem Radius 1 beschrieben ist, 
die Länge a hat und für dessen Endpunkte J; die Werthe g-j und g, 
besitzt, durch die Verlängerungen der nach diesen Punkten gezo- 
genen Radien und einen unendlich grossen, concentrischen Kreis- 
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bogen. Dieaes Gebiet von £ iässt sich nach den über die Gleichunj; 
9] der vorigen Vorlesung gemachten Auseinandersetzungen durch ilie 
Substitution 

abbilden auf eiü Gebiet der Variabein Z, welches durch einen Hulb- 
kreis vom Radius 1, die Verlängerungen der nach seinen Endpunkten 
gezogenen Eadien und einen unendlich grossen, concentrisehen Hnlli- 
kreia begrenzt ist. Die Werthe, welche Z dabei für § = £^ und t = ?i 
erhält, nennen wir Z, und Z^, so dass 

2a = £3^. 2, = £," 
ist. Das Gebiet von Z stimmt im Endlichen aber übereiu mit rk-iii 
Gebiete, welches wir für {; im vorigen § angenommen haben, und 
wird daher durch die Gleichung 



(1^:)' 



= K- 



(lie der Gleichung *i) nachgebildet ist, auf dem Gebiete von w vl\<'^ 
bildet. Daraus folgt dann zwischen % und w die Relation 






wir nennen wieder £, und g, die willkührlich zu wählenden Punidc 
der Grenze des Gebietes von £, für welche <p = — cio und qj ■= -|- iC' 
ist; setzen wir dann noch zwei Punkte der Grenzen der Gebiete von 
t und w als einander entsprechend fest, so sind die Constanteti A', 
C, C bestimmt. 

Wir wollen g, in der Unendlichkeit, £., auf dem mit dem Kadius 
1 beschriebenen Kreisbogen annehmen; Fig. 10 stellt dann di« i;iil- 
sprechenden (Jeliiete von 5 und z dar. 




Die Theile des Gebietes von ;, für welche 91 = — 00 oder 
V = + 00 ist, liegen in der Unoudlichkcit; die festen Wände sind 



j 
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gerade in ihrer ganzen Ausdehnung und haben die Richtungen von 
P3 und P4; der Strahl hat in der ^Unendlichkeit die Richtung von q^ 
und die Breite Jt, 

Wir betrachten noch einen besondern, hierher gehörigen Fall. 
Es sei 

und für tv = 

e = I , z = 0. 

Die Gebiete von 5 und z sind dann durch Fig. 11 dargestellt. 

Fig. 11. 

7 




n 



-fe 



3 



i 



Bei der Bildung der Gleichung 10) treten die Grössen y^^ und 

j/^^ auf; diese sind nicht einander gleich, obwohl ^^ und g^ es sind, 
sondern entgegengesetzt, weil die eine von ihnen stetig in die andere 
übergehn muss, wenn der Punkt g auf einem, in seinem Gebiete lie- 
genden Wege von $3 nach 5^, oder umgekehrt, geführt wird. Hier- 
nach und in Folge der Bedingungen, dass 

für 9 = — 00 g = 00 
9P = + oo g = — I 
w; = Ü 5 = ^ 

werde, geht die genannt« Gleichung über in 

d. h. 

Die Summe der beiden Werthe von j/^, die sich hieraus ergeben, ist 

= 2 j/ie-'% ihr Product = — 1; die Summe der beiden Werthe 
von g ist daher = 2^ (2e~*'" — 1) und das Product derselben = — 1; 
für g gilt also die quadratische Gleichung 

g'^ — 2£ 1(2^-2«.- 1)— 1 =0, 
aus welcher folgt 




§ i. ßeiBpiet einer nicht mCgUcheu FlQssigkeifabewegang. 



g = i(2e-*"'— l + 2e-~j/e-s~'— l). 
Das Vorzeichen der hier Torkommenden Wurzelgrösse ist dadurch 
bestimmt, dass, wenn qa = — oo igt, g imendlich und nicht Null isinJ. 



-+/,- 



^)), 



, so ist hiemach 



eigiebt sich hiernach 

z = — »(e-*" + K' — 1 -f ö-"'^e-2V_-i 

wo der lg für w ^0 verschwindet. 

Ist if" i= und nimmt q> von bis — 
x = 

y {e-^t-\-^—\Jre-t j/«^^—"! _ lg (i- -e + /e-"*f ^rj)), 

durch welche Gleichungen die negative y-Achse dargestellt ist. 

Hat tp einen constanten, unendlichen, negativen Werth und 
wächst ^ von bis x, so wird 

x= -2e-«»sin2^ + Sii- 

y 2e-»y cos 2.;; — 2^ 4- ^ 4- lg 2 . 

Ist ^ K= n und 9 negativ, so findet man 
x=2w 

j,=. — (e-»?+ tp — 1 + e- f /F^v —1 _ lg (e- V -f- }/e~ »f — 1)). 
Diese Gleichungen stellen die zweite fente Wand dar, die also in 
dem Abstände 2w vor der ersten sich befindet. Die Breite deib 
Strahles ist den vorausgeschickten allgemeinen Betrachtungen zu- 
folge a= m. 

Der eben erörterte Fall eines Flössigkeitsstrahles 
ist der erste, welcher mathematisch behandelt worden 
ist, und zwar von Helmholtz*). 

Giebt mau, ohne sonst in den gemachten An- 
nahmen eine Aenderung zu treffen, dem Punkte g, 
eine andere Lage, als sie in Fig. 11 angegeben ist, 
auf dem Kreise (/ = i, so erhalten die Grenzen des , 
Gebietes von z die in Fig. 12 dargestellte Gestalt. 
Diese Grenzen schneiden sich selbst; eine dem ent- 
aprechende Flfissigkeitsbewegung ist nicht möglich. 
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§5. 

Wir wollen nun über das Gebiet von w eine andere Annahme 
als bisher machen. Es sei dasselbe begrenzt durch die Linien 

* = — I 9 = — «> 

*«= + | 9 = + cx> 

und durch die beiden Seiten der Linie, für welche 

^ = und (p > 

ist. Die folgende Betrachtung lehrte wie dieses Gebiet sich auf eine 
Sichel abbilden lässt. 

Das Gebiet, welches aus ihm entsteht , wenn man die Linie 
^ == 0, q> yO nicht zur Grenze gehörig rechnet^ wird durch 

—Mi ' ") 

auf einem Kreise in der Z- Ebene abgebildet\ und zwar so, dass 

für9 = — cx) Z= — 1 

9> = + oo Z«=+l 

ist; der Radius des Kreises ist hiemach = 1, sein Mittelpunkt ist der 
Punkt Z = und entspricht dem Punkte «^ = 0. Ist ^ = 0, 9> > 0, 
so ist Z reell und kleiner als 1 ; der Linie ^ = 0, T' ^ entspricht 
der Radius^ der von dem Punkte Z «» nach dem Punkte Z «» 1 
gezogen ist. Durch die Gleichung 11) wird daher das im Anfange 
dieses § bezeichnete Gebiet von w auf einem Gebiete von Z abge- 
bildet, das durch den genannten Kreis und die beiden Seiten des ge- 
nannten Radius begrenzt ist. Dieses aber wird durch 

Z^Z"^ 

auf einem Halbkreise vom Radius 1 in der Z'-Ebene abgebildet, also 

auf einer Sichel ; der Winkel an den Spitzen derselben ist ^ und für 

ihre Spitzen ist Z* = + 1- ^^^ dieser Sichel ist also das Gebiet 
von tVy das wir angenommen haben, durch 

1+^'* 

^ 1— Ä« 

abgebildet und kann daher mit Hülfe der im § 5. der einundzwan- 
zigsten Vorlesung gemachten Auseinandersetzungen auf jeder andern 
Sichel abgebildet werden, und zwar so, dass drei beliebigen Punkten 
seines Umfanges drei beliebige Punkte des Umfanges dieser ent- 
sprechen. 
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Als Grenzen des Gebietes von £ wollen wir wieder einen Halb- 
kreis vom Radius 1 und einen unendlich grossen Kreisbogen an- 
nehmen und wollen festsetzen, daea, wenn S, , Jj > £3 drei Punkte des 
Halbkreises sind, 

für ip = - oo £ = g, 

i'<0, v = + oo £ = £j 

^>0, v^ + oo £ = £5 
ist. Der Charakter des Gebietes von r lUsst sich dann wieder im 
Allgemeinen mit Leichtigkeit angeben. Fig. 13 stallt die Gebiete von 
w, i und 2 dar. 




Aus der Unendlichkeit kommt ein Strahl, der dort die Breite jt, 
die Geschwindigkeit 1 und die Richtung von p, hat; in die Unend- 
lichkeit gehen zwei Strahlen, die dort die Breite ^ , die Geschwindig- 
keit 1 und die Richtungen von pj und pj haben. Die Grenzen jenes 
Strahles gehen in die äusseren Grenzen dieser durch die Linien über, 
die den; Kreisbögen ^^t,^ und fiSa entsprechen. Die inneren Grenzen 
der beiden in die Unendlichkeit laufenden Strahlen gehen in einander 
über durch eine Linie, die zum Theil freie Grenze, zum Theil feste 
Wand ist. Die Enden der letzteren entsprechen den Spitzen des 
Gebietes von t, und zwei <^wiasen Punkten des w-Gebietes, für 
welche (('=^1', 9 > ist. Die Wand liegt ganz im Endlichen, ist 
gerade und dem unendlichen Kreisbogen der Grenze des J-Gebiotes, 
so weit er im Endlichen liegt, parallel. In ihr giebt es einen Punkt, 
dem Punkte (/> = entsprechend, wo die Geüchwindigkeit Null ist 
und eine Stromlinie sich in zwei theilt. 

Wir gehen näher auf einen Fall ein, der als in dem besproche- 
nen enthalten angesehen werden kann, den wir aber selbständig 
behandeln wollen. 

Die Grenzen des Gebietes von £ seien die in Fig. 13 dargestellten, 
das G(*biet von w aber sei die unendliche Ebene, die durch die 
beiden Seiten der Linie 1^ ^ 0, 5» > begrenzt ist. Dabei sei 
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für M? = oo g=— / 

w=l g = ±l; * 

die letzte Bedingung ist erfüllbar, da der Punkt w = l zweimal in 
der Grenze des Gebietes von w vorkommt und daher zweien Punkten 
in der Grenze des Gebietes von g entsprechen muss. Die Relation 
zwischen w und ^, durch welche die Gebiete der beiden Variabein 
diesen Festsetzungen gemäss auf einander abgebildet werden, findet 
man leicht durch die folgende Betrachtung. Das Gebiet von w wird 
durch 

auf der Hälfte der Z -Ebene der Art abgebildet, dass 

für w = oo Z = CO 
w= 1 Z = + 1 

ist. Dieses Gebiet von Z ist ein Kreis von unendlich grossem Ra- 
dius; die Sichel, welche das Gebiet von f ausmacht, wird auf dem- 
selben durch 

\i + t) ~i + 2 
so abgebildet, dass 

fürg = — I Z=oo 

f= + l Z=+l 
ist. Daraus folgt die Relation zwischen g und w 



m'-'r 



Hieraus ergiebt sich 



also 



+y 



w 



^'-'^v^ + ^ = o, 



yw f w 

Das Vorzeichen der zweiten der beiden hier vorkommenden Wurzel- 
grössen ist durch die Festsetzung bestimmt, dass % = — i für 
^^; Ä= cx) wird, das der ersten dann dadurch, dass für m; = g un- 
endlich und nicht Null werden muss, da in dem Gebiete von % 
keine Werthe vorkommen, deren Modul kleiner als 1 ist. Setzt 
man noch fest, dass z und m;. gleichzeitig verschwinden, so ergiebt 
sich aus 12) 

z = 2 ]/w -\- w j/ 1 + arc sin "/w , 

wo der arc sin Null ist für w = 0, Für die feste Wand ist j/w reell 



und variirt' von — t bis -^- I ; fiir dieaeihe ist du.hLT ij ^= uml x 
liegt zwischen 

-a-l und 2 + -. 

Fig. 14 stellt für tien jetzt iMitruchteteu Fall die Gebielu von w , g 
und z dar. 




Ein Strom von iin endlicher Breite, der in der Unendlichkeit 
nberall die Geschwindigkeit 1 und die Richtung der negativen y- Achse 
hat, trifft eine Wand von der Breite 4 + jt, die senkrecht zur (/-Achse 
ist; in den freien Grenzen, die von den Enden dieser ausgehn, be- 
rührt er ruhende Flüssigkeit. 



Wir wollen nun eine Betrachtung über den Driirk anstellen, den 
eine feste Wand bei solchen FlUssigkeitsbewegungen , wie wir sie in 
liieser Vorlesung untersucht haben, erleidet. Der Druck p in irgend 
c-inem Punkte der bewegten Flüssigkeit ist der Gleichung 1) zufolge 
hestinimt durch 



/■-';-i(ci-!,)" + (|f)') 



In der ruhenden Flüssigkeit ist der Druck einer Constanten gleich, 
die durch ('„ bezeichnet werden möge. An der freien Grenze der 
bewegten und der ruhenden Flüssigkeit ist der Druck auf beiden 
Seiten derselbe und p ^ 1 ; daraus folgt 
Co = C — i , 



also 



p-c. + i{i-l)- 

I sei rf/ ein Element einer Wand, die auf der einen Seite mit der 



306 Zweiundzwanzigste Vorlesung. 

bewegten, auf der andern mit der ruhenden Flüssigkeit in'Berührung 
ist; der Ueberschuss des Druckes, der auf dieses von der ersten Seite^ 
wirkt, über den von der zweiten Öeite wirkenden, oder, wie wir der 
Kürze wegen sagen wollen, der Druck, den das Element di erleidet, 
ist daher 



K'-.^) 



dl. 



Um mit Hülfe dieses Ausdrucks den Druck zu berechnen, den ein 
endlicher Theil der Wand oder die ganze Wand erleidet, ist es zweck- 
mässig als Integrationsvariable w einzuführen. Wie wir bereits am 
Ende des § 2. benutzt haben, ist dl = gdtp^ oder, da für die Wand 
tff constant ist, dl = gdw^ wobei indessen zu beachten ist, dass dtp 
und dw^ ebenso wie dl, positiv zu wählen sind. Der Druck, den das 
Element dl erleidet, wird daher 

Die weiteren Entwickelungen wollen wir auf den Fall beschränken, 
dass die Wand gerade und parallel der x- Achse ist. An ihr ist 
dann g reell und daher 

WO das Vorzeichen dadurch bestimmt ist, dass p positiv ist. Der 
Druck, den die ganze Wand erleidet, ist also 



w 



/iK'-^)" 



w, 



wo die Integration über die Wand auszudehnen und das Vorzei- 
chen so zu wählen ist, dass alle Elemente des Integrals positiv sind. 
In dem Falle, auf den Fig. 14 sich bezieht, ist in Folge der 
Gleichung 12) 

Da längs der Wand }/w von — 1 bis -^- 1 zunimmt, so ergiebt sich 
hieraus der Druck, den die Wand in diesem Falle erleidet, 

= n . 

§7. 

Wir wollen endlich uns von einigen Voraussetzungen, frei machen, 
die wir in dieser Vorlesung eingeführt haben, um die Formeln abzu- 
kürzen. 

Schreibt man in der Gleichung zwischen z und w , welche eine 

Flüssigkeitsbewegung der betrachteten Art darstellt, - für iVj wo n 
eine positive Constante bedeutet, so stellt die neue Gleichung eine 
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Bewegung dar, bei der die Stronilinjen die alten sind, die Ge- 
schwindigkeit flberall proportional mit n, der Druck, den eine Wand 
erleidet, proportional mit «' ist. 

Schreibt man in derselben Olt^ichunff - und für z und w, wo 
m wieder eine positive Üonstante ist, so stellt die neue eine Bewe- 
gung dar, bei der die Stromlinien den früheren ähnlich sind und 
lue Geschwindigkeit an den entsprechenden Punkten dieselbe ist. Die 
linearen Dimensionen der Stromlinien sind mit m proportional; mit 
m proportional ist auch der Druck, den eine Wand erleidet. 

Ist die Dichtigkeit der Flüssigkeit nicht = 1, wie wir angenom- 
men haben, sondern = /<, so ist der Druck, den eine Wand erleidet,, 
proportional mit fi. 

Kehren wir nun noch einmal zur Betrachtung der Strömung 
/.urück , auf welche Fig. 14 sich bezieht, nehmen aber an, dass / die 
Länge der festen Wand, v die Geschwindigkeit an der freien (irenne 
der bewegten Flüssigkeit oder in der Unendlichkeit, fi die Dichtig- 
keit der Flüssigkeit ist; der Druck, den die feste Wand erfahrt, ist 
ilann hiernach 

. In 
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(Bewegung der Luft oder einer anderen compressibeln Flüssigkeit, auf 
deren Theile keine Kräfte wirken. Es wird die Existenz eines Geschwindigkeits- 
potentials vorausgesetzt und die Geschwindigkeit als unendlich klein angenom- 
men. Aufstellung der Bedingungen , durch welche das Geschwindigkeitspotential 
bestimmt ist. Ebene Wellen. Beflexion derselben. Kugelförmige Wellen. 
Berechnung des Geschwindigkeitspotentials aus dem Anfangszustande für den 
Fall, dass der Luftraum unbegrenzt ist. Bewegung einer festen Kugel in der 
Luft. Schwingungen einer Kugel. Intensität des erzeugten Tones. Schwin- 
gungen zweier kleiner Kugeln.) 

§ 1. 

Wir haben bis jetzt die Bewegung einer Flüssigkeit nur unter 
der Voraussetzung näher untersucht, dass diese als incompressibel 
betrachtet werden kann; wir wollen nun auf die Aenderungen der 
Dichtigkeit Rücksicht nehmen. Zu den Erscheinungen ; mit denen 
wir es hier zu thun haben werden, gehören vornehmlich die 
Schalhchtmngungen der Luft; wir wollen uns vorstellen, dass die 
Flüssigkeit, um die es sich handelt, die Lvft ist, obwohl die Rech- 
nungen, die wir durchführen werden, für jede Flüssigkeit gelten. 
Wir setzen die Existenz eines Geschwindigkeitspotentials voraus, 
nehmen an, dass Kräfte nicht wirken, und dass die Geschwindigkeiten 
überall stetig sich ändern; für den Punkt (a;, y^ z) und die Zeit t 
bezeichnen wir das Geschwindigkeitspotential durch 9>, den Druck 
durch p, die Dichtigkeit durch (t. Nach den Gleichungen 20), 21) 
und 6) der fünfzehnten Vorlesung ist dann 

- ^ = If + i {f^f + 0' + (|T)') 1) 

o^qP o^9 Q^*P 

._a^ , ^"ä^ , ^^ä7. i^-^r- 2) 

" ~~ a< ■+■ ~l^ "T" dy "f" dx" 

3) 



n 



wo das für P angegebene Integral aus der Relation zu berechnen 
ist, die zwischen p und ft besteht, und die untere Grenze der 
Integration dabei beliebig gewählt werden kann. Wir werden uns 
auf die Betrachtung des Falles beschränken, dass die Geschwindig- 

Ki rohhoff, Mechanik. 21 
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keiteii; so wie die Aenderungen des Druckes und der Dichtigkeit als 
unendlich klein anzusehn sind. Wir können dann zunächst 

dp «s ä^dii 4) 

setzen, wo a eine positive Constante bedeutet; die, wie wir sehen 
werden, die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Schalles in der Luft 
ist. Wir machen ferner 

indem wir unter ii^ eine Constante verstehen; die unendlich wenig 
von den Werthen, die ii erhält, verschieden ist; die Grosse 6 nennen 
wir die Verdichtung im Punkte (x, y, z) zur Zeit /. Berücksicht^en 
wir nur die Glieder niedrigster Ordnung, so folgt aus 3), 4) und 5), 
wenn wir P und gleichzeitig verschwinden lassen, 

P= a^a 

und aus 1) und 2) 






6) 



Hieraus ergiebt sich für (p die partielle Differentialgleichung 

Nach dem Begriffe des Geschwindigkeitspotentials sind «^, ö^> 07 

die Componenten der Geschwindigkeit und nach der Gleichung 6) 

ist j ^ die Verdichtung im Punkte (x, y, z) zur Zeit t] alle 

diese Grössen sind daher gefunden, wenn g) als Function von x, y, z 
und / bis auf eine additive, von diesen 4 Argumenten unabhängige 
Constante ermittelt ist. Wir wollen beweisen, dass durch die Glei- 

chung 7) q) vollkommen bestimmt ist, wenn q) und ^ fdr / «» ab 

Functionen von x, y, z und für alle Elemente der Grenzfläche der 

betrachteten Luftmasse ^ als Function von t gegeben sind und (p 

als stetig angenommen wird. Man bezeichne durch dz das YolnmeD; 
welches ein Element der Luftmasse zur Zeit t einnimmt, multiplicire 

die Gleichung 7) mit tt^ dt und integrire noch dt] die so ent- 
stehende Gleichung lässt sich schreiben 

da das Glied, welches bei der Entwicklung der linken Seite von 8} 
in Folge davon auftritt, dass dt mit der Zeit sich ändert, unendlich 
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klein you höherer Ordnung ist, als die übrigen Glieder. Dieselbe 
Erwägung ergiebt 



Ä/((||)' + 0' + O') '^ 



-^/( 



di ^<p i_ dt dtp , dt d<p i^ 






Die rechte Seite dieser Gleichung — mithin auch ihre linke — 
ist nach dem durch die Gleichung 14) der sechszehnten Vorlesung 
ausgesprochenen Green'schen Satze 

WO ds ein Element der Oberfläche der Luftmasse und n die nach 
dem Innern dieser gerichtete Normale von ds bedeutet; es gilt diese 
Behauptung auch in dem Falle ^ dass q) vielwerthig ist, weil auch 
dann die Differentialquotienten von q> nach x, y^ z und i einwerthig 
sind. Die Gleichung 8) wird hiernach 

sie spricht den Satz von der lebendigen Kraft für den Fall; den wir 
betrachten, aus. Ist für alle Elemente der Oberfläche und für alle 

Werthe der Zeit ^ = 0, so ist die gefundene Gleichung integrabel 

und giebt 

wo C eine von / unabhängige Grosse bedeutet. Verschwinden überall 

tp und ^ für / = 0, so ist (7= 0; es ist dann tp unabhängig von 

X, y, X und /, es ist dann i^lso immer und überall g> = 0. Wir 
haben somit bewiesen ^ dasS; wenn q> der Differentialgleichung 7) 

genügt; für / == 9) und -^ verschwinden und an der Oberfläche 

für alle Werthe der Zeit -^ = ist, allgemein 9 = ist. Es folgt 

hieraus, dass, wenn <p^ und tp^ der Gleichung 7) genOgen, für 
/ — 

^. = ^, und ^?i = ^^' 
und für die Oberfläche 

ist; man allgemein tp^ «=^ q>^ hat. 

Für ein gewisses Zeitintervall lässt sich 9 für einen jeden Punkt 

21» 
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der Luftmasse in einfacher Weise durch die Werihe ausdrücken, die 

q> und v.^ im Anfangspunkte der Zeit besitzen, um das zu zeigen, 

wollen wir eine particuläre Lösung der Gleichung 7) benutzen, die 
im nächsten § abgeleitet werden soll. 

§2. 

Nimmt man an, dass g> von x und y unabhängig ist, so geht 
die Gleichung 7) über in diese 

Setzt man 

x = z — ai j y z=z z -}- a( y 

indem man den Zeichen x und y eine neue Bedeutung giebt, so 
hat man 






dz* dx^*^ dy^ "^ dxdy^ 

die Gleichung 9) wird also 

dxdy ' 

hieraus folgte dass ^ von y unabhängig, q> also die Summe einer 

Function von x und einer Function von y sein muss. Die allgemeine 
Lösung der partiellen DiiSerentialgleichung 9) ist daher 

g, = /'j (z — fl/) + F^ (z + at), 10) 

wo F^ und ^"2 willkührliche Functionen der beigefügten Argumente 
bedeuten. 

Gesetzt, es sei 

(p = F^{z — at) 

und es habe /*j variable Werthe nur, wenn sein Argument zwischen 
und 6 liegt; zur Zeit i hat dann g> variable Werthe nur, wenn z 
zwischen ai und ai -{' b liegt, und zwar immer dieselben Werthe, 
welches auch der Werth von / sein möge; man sagt: eine Welle lou 
gleichbleibender Gestalt pflanzt sich mit der Geschwindigkeit a in 
der Richtung der z- Achse fort. Ist 

und hat F^ variable Werthe nur, wenn das Argument innerhalb eines 
gewissen Intervalls liegt, so hat man eine Welle, die mit derselben 
Geschwindigkeit in der entgegengesetzten Richtung sich fortpflanzt 
Die allgemeinere, durch die Gleichung 10) dargestellte Bewegung 
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bezeichnet man als eine, bei der zwei Wellen oder zwei Wellen- 
gjsteme vorhanden sind, die mit der Geschwindigkeit a in der 
Richtung der z- Achse und in der entgegengesetzten Richtung fort- 
schreiten. 

Wir wollen nun annehmen, dass eine feste Wand vorhanden 
sei, für welche z <= / ist; so dass für diesen Werth von z immer 

-^ SS sein muss : für die betrachtete Luftmasse sei z < / und t 

sei positiv; zur Zeit / :=== sei eine Welle verbanden, die in der 
Richtung der z- Achse fortschreitet und jene Wand noch nicht 
erreicht hat. Für / «s und f flr hinreichend kleine Werthe von t 
ist dann 

9 = ^1 (^ — «0; 

die Function F^ (x) ist dabei für alle Werthe von x, die < / sind, 
bis auf eine additive Constante bestimmt durch die Verdichtungen 
oder durch die Geschwindigkeiten, die zur Zeit / = stattfinden; 
sie ist für die genannten Werthe von x völlig bestimmt, wenn wir 
noch festsetzen, dass F^ (x) = ist, wenn x nahe = / ist. Wenden 
wir die Gleichung 10) auf unsem Fall an, so haben wir F2 (y) = 
zu setzen für alle Werthe von y, - die kleiner als / sind ; für grossere 
Werthe des Arguments bestimmt sich F2 aus der Bedingung, die für 
z = l z\x erfüllen ist. Bezeichnet man nämlich durch F^' und F2 die 
nach ihren Argumenten genommenen Differentialquotienten von F^ 
und F2, 80 muss für alle positiven Werthe von t 

F^ (l _ at) + F2' (l + at) = 

sein, oder, wenn man y = / -j- 0/ setzt, für alle Werthe von y, die 
grösser als / sind, 

Integrirt man diese Gleichung, nachdem man sie mit dy multiplicirt 
hat und wählt die Constante der Integration sO; dass F2 (jy) bei 
y =3 / stetig bleibt, so erhält man 

F2{y) = F,(2l^y). 

Diese Gleichung gilt zunächst nur für den Fall, dass y > l] man 
kann sie auch für den Fall, dass y < /, in dem Fj (y) = ist, gültig 
machen, indem man F^ (x), welches bisher nur für Werthe von x 
definirt ist, die kleiner als / sind, für grossere Werthe gleich Null 
annimmt. Man hat dann allgemein 

<p = F^{z " at) + F^{2l — z — at) . 11) 

Das zweite Glied in diesem Ausdrucke von q) stellt eine Weile dar, 
die in der der z- Achse entgegengesetzten Richtung fortschreitet; man 
sagt von dieser, sie sei reflectirtj sei entstanden durch Reflexion an 
der bei z = / vorhandenen Wand. 
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Wir wollen den betrachteten Fall noch durch die Annahme 
specialisiren, dass / unendlich gross ist und F^ (x) für unendlich 
grosse positive Werthe von x verschwindet. Für endliche Werthe 
von ^ ist dann die Gleichung 11) 

d. h. die Bewegung geht so vor sich, als ob die Wand bei z<=/ 
gar nicht vorhanden wäre. Für unendlich grosse Werthe von / gilt 
das aber nicht mehr; es hört an irgend einem Orte auf zu gelten, 
sobald die an der Wand reflectirte Welle ihn erreicht hat. 

Wir haben jetzt ebene Wellen untersucht^ wir wollen nun kugel- 
förmige ins Auge fassen. Wir setzen 



und nehmen aU; dass q> ausser von t nur von r abhängig ist. 






Da dann 

ist; SO wird die Gleichung 7) 

d^ _ o /a^gp , 2 a^x 

oder nach Multiplication mit r 

dt* ~ ar« ' 

Diese Gleichung ist von derselben Form^ wie 9); ihre allgemeine 
Losung ist 

9 = >i (r - at) +-i /-^ (r + at) , 12) 

wo /*! und F2 wieder willkührliche Functionen bedeuten. Hierdurch 
sind zwei Systeme von Eugelwellen dargestellt, von denen das eine 
von dem Anfangspunkt der Coordinaten nach Aussen; das andere 
von Aussen nach diesem Punkte hin mit der Geschwindigkeit a 
sich fortpflanzt. Bei diesen Wellen bleiben aber während des Fort- 
schreitens die Geschwindigkeiten und die Aenderungen der Dichtig- 
keit nicht sich gleich; wie es bei den ebenen Wellen der Fall ist, 

sondern wegen des Factors — nehmen diese Grössen bei den sich 

ausbreitenden Wellen ab; bei den sich zusammenziehenden zu. 

§3. 

Wir sind jetzt vorbereitet; die am Ende des § 1. ausgesprochene 
Behauptung zu beweisen. Es seien U und V zwei Functionen der 
rechtwinkligen Coordinaten x, y, z, die mit ihren ersten Differential- 
quotienten innerhalb eines vollständig begrenzten; einfach zusammen- 



§ 3. BerechnuDg yon tp aus dem Anfangszustande. 315 

hängenden Raumes stetig sind; es sei dr ein Element dieses 

Raumes, ds ein Element seiner Oberfläche und n die nach seinem 

Innern gerichtete Normale von ds] nach dem Green'schen Satze 
ist dann 

In dieser Grleichung setze man U gleich einem Geschwindigkeits- 
Potential g>, wie wir es hier betrachten^ das also der Gleichung 7) 
genügt, und wähle V so, dass 

ist; man hat dann 

und erhält also, wenn man durch T einen beliebigen Werth von / 
bezeichnet, 



Den Anfangspunkt der Coordinaten legen wir in einen beliebigen 
Punkt des Luftraums, auf den 9 sich bezieht, und machen 

aus der Bedeutung, welche die Gleichung 12) hat, folgt, dass dieses 
V der dafür angenomn^enen partiellen Differentialgleichung genügt. 
Ueber die Function F nehmen wir an, dass sie von Null verschiedene 
Werthe nur hat, wenn ihr Argument zwischen al' und ai' -]- s 
liegt, und hier positiv ist; dabei soll 

< ai' < at' + € < aT 

V(r) dr= 1 

a~l' 

und € unendlich klein sein ; es hat dann F (r) Werthe, welche unend- 
lich gross von der Ordnung von - sind. Der Raum, dessen Element 

dt ist, soll durch zwei Eugelflächen begrenzt sein, deren gemein- 
samer Mittelpunkt der Anfangspunkt der Coordinaten ist, und von 
denen die eine einen Radius hat, der unendlich klein auch gegen 
£ ist, die andere einen Radius R, der gleich der kürzesten Ent- 
fernung des Anfangspunktes von der Oberfläche des Luftraums ist, auf 
den tp sich bezieht; dabei soll die Grosse t' so gewählt sein, dass 



Ol' 

I 
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Um unter diesen Voraussetzungen die Qleichung 13) zu entwickeln, 
bemerken wir zunächst ^ dass das Integral 

P' {"'^ - ^ '^^ . 

ausgedehnt über die Eugel vom Radius B, für alle positiven Werthe 
von i verschwindet, weil hier für diese V und ^— [oder, was das- 

selbe ist, — ^ j gleich Null sind, lieber die unendlich kleine Kugel 
ausgedehnt; ist . 






Cn 



dn 

wenn g?Q den Werth von qp im Punkte r = zur Zeit / bedeutet, 
wie man sieht, wenn man ds durch Polarcoordinaten ausdrückt. 
Durch Ausführung der Integration nach t findet man hiernach die 
linke Seite der Gleichung 13) 

wo g?Q auf die Zeit t' sich bezieht. 

Der in den eckigen Klammem auf der rechten Seite derselben 
Gleichung stehende Ausdruck verschwindet für / = 7, weil für 

diesen Werth von / V und -^ gleich Null sind; um seinen Werth 

für / = zu finden, führen wir die Polarcoordinaten r, d-, o ein 
und bezeichnen durch F' den Differential^uotienten der Function 
F nach ihrem Argument. Die rechte Seite der Gleichung 13) 
wird dann 

^ JJ'fsm»d»d,>>rdr ^F(r) |f - «^ (r),)), 

yro t = in q) und -^ zu setzen und zu integriren ist in Bezug 

auf d' von bis :r, in Bezug auf o von bis 2 ^r und in Bezug 
auf r von bis B, Die letzte dieser Intejgrationen lässt sich aus- 
führen; in der That hat man 

JrärFir) |f = «/' |f 
CrdrF'{r)q> = rr(pF(r)l'^- C^^^^^^^ F{r)dr 

u 

~ dt' ' 
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wo in -^ und (p auf der rechten Seite der Gleichheitszeichen 

zu setzen ist. Die Gleichung 13) giebt daher 

4 ««Po = //sin »d&dm {t' ^f^ + ^) ; 

sie drückt den Werth, den ^> im Punkte r = zur Zeit /' hat, aus 

durch die Werthe, die zur Zeit / = ^y in der Kugelfläche und tp 

in und unendlich nahe an der Eugelfläche besitzt , welche mit dem 
Radius aV um den Punkt r = beschrieben ist. Dieser Punkt kann 
beliebig in dem zu betrachtenden Lufträume gewählt werden ; auch i 

ist beliebig, nur muss es in dem Intervall von bis — liegen. Sind 

g? und -^ für / = überall gegeben, so kann man also 9 für jeden 

Punkt und ein gewisses Zeitintervall ermitteln; ist der Luftraum 
als unbegrenzt zu betrachten, so findet man auf diese Weise 9 
vollständig. 

§4. 

Wir haben früher die Bewegung eines festen Körpers in einer 
als unbegrenzt zu betrachtenden Flüssigkeit ausführlich unter der 
Voraussetzung untersucht, dass diese als incompressibel angesehen 
werden kann; wir wollen nun eine solche Bewegung unter den 
einfachsten Annahmen mit Rücksicht auf die dabei eintretenden 
Dichtigkeitsänderungen verfolgen. Wir fassen die Lufkbewegung ins 
Auge, für welche 

ist, wo r wieder die Linie bezeichnet^ die vom Anfangspunkte der 
rechtwinkligen Goordinaten nach dem Punkte gezogen ist, auf den 
9 sich bezieht, F eine Function, über die zu verfügen wir uns vor- 
behalten; diesen Ausdruck kann man für das Geschwindigkeits- 
potential annehmen, da er der Gleichung 7) genügt. Gleichbedeutend 
mit der Gleichung 14) ist 

oder 

9' -97 y j-cosd, 

wenn d* den Winkel zwischen der z- Achse und der Richtung von r 
bedeutet. Die Componente der Geschwindigkeit eines Lufttheilchens 

nach der Richtung von r, d. h. ~, ist daher bestimmt durch 
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^!:iL^y 



a^-ar»' .cos*. 



Nun sei R ein. specieller Werth von r und 

^,ppö) =/(/); 15) 



? 

ftlr r -> A ist dann 



|5 -=/(/) cos e. 



Hieraus folgt, dass die Gleichung 14) for den Fall gilt, dass eine 
feste Kugel vom Radius R, deren Mittelpunkt dem Anfangspunkt 
der Coordinaten unendlich nahe ist, in der Richtung der r- Achse so 
sich bewegt, dass /(/) ihre unendlich kleine Geschwindigkeit zur Zeit 
/ isi Ist f beliebig gegeben, so dient die Gleichung 15) zur Be- 
stimmung von /*; bezeichnet man den ersten und zweiten Differential- 
quotienten der Function F nach ihrem Argument durch F' und /*", 
so ist nämlich 

a^(^— ) = i.nR-a()-l F\R - «0 + i P"i.R - «0; 

setzt man 

F(R — at) = U (0 oder kürzer = U, 16) 

so hat man 

F'iR-at) 1^, F"iR-a0^1% 

die Gleichung 15) wird daher 

Die Integration dieser Differentialgleichung bietet keine Schwierigkeit 
dar; es seien i^ und X^ die Wurzeln der quadratischen Gleichung 

d. h. es sei 
dann ist 

• 

wenn U^ und U2 als Functionen von t aus den Gleichungen 
bestimmt werden, d. h. wenn 
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gemacht wird^ wo die unteren Grenzen der beiden Integrale will- 
kührliche Constanten sind. Hat man C/ ermittelt^ .so findet man 9 
aas den Gleichungen 14) und 16) ^ von denen die zweite 

Fir-at)=.u(t-'^'j 18) 

giebt. 

Wir wollen nun über die Function f(t) die Voraussetzung 
machen^ dass sie für alle negativen Werthe verschwindet, dass also 
die Kugel zur Zeit i = sich zu bewegen anfangt; zugleich wollen 
wir als untere Grenze der in den Ausdrücken von U^ und C/2 vor- 
kommenden Integrale annehmen; es verschwindet dann U {t) für 

alle negativen Werthe von / und es verschwinden g) und ^y, wenn 

/ = und r > R ist; die gemachte Annahme entspricht also dem 
Faflle, dass zur Zeit / =s die Geschwindigkeit und die Verdichtung 
aller Lufttheilchen gleich Null sind. Dabei ist 

/* (r — «/) = , wenn at < r — Ä ; 

ein jedes Lufttheilchen bleibt in Buhe, so lange diese Ungleichung 
besteht. 

Für positive Werthe von t kann f (t) noch willkührlich gewählt 
werden. Gesetzt, es sei für diese 

wo c eine Constante bedeutet, oder, was im Resultat auf dasselbe 
hinauskommt, es nehme, während t von Null bis zu einem unendlich 
kleinen Werthe wächst, /"{t) stetig von Null bis zu dem Constanten 
Werthe c zu; es ergiebt sich dann 

oder, wenn man die Werthe von A, und- Aj einführt. 

Nach 18) ist daher, wenn at > r — R 

Fir- at) = -«'-^ (1 - ^«""^^'cos (J^:^ + f )) • 
Für sehr grosse Werthe von i wird 
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und es erhält das Geschwindigkeitspotential q) denselben WerUi; den 
wir früher bei der Untersuchung der Bewegung einer Kugel in einer 
incompressibeln Flüssigkeit gefunden haben. 

Es lässt sieh U auch leicht berechnen; wenn man für positive 
Werthe von i 

/'{t)^cco8xat 19) 

annimmt; wo x eine Gonstante bedeutet; man kommt dabei am 
bequemsten zum Ziele, wenn man benutzt, dass die für /*(/) angenommene 
Function der reelle Theil von 

ist, diese Exponentjalgrösse für f (i) in den Ausdruck von U einsetzt 
und den reellen Theil desselben bildet; diese Methode ist richtig, 
weil, wenn /"{t) der Summe zweier Functionen von i gleichgesetzt 
wird, man für U die Summe derjenigen Ausdrücke erhält, die für U 
gelten, wenn /"(/) gleich der einen oder gleich der andern jener 
Functionen ist, und weil U reell ist, wenn f{t) es ist; so findet man 
U (i) gleich dem reellen Theile von 



R^cl e 



ixat ^ ^^ 'Ä Jxat . rJr \ 

r+xß-i ' 1 — xÄ + i /' 



2 

Für sehr grosse Werthe von t ist hiemach 

V = Aco^xat -{- B sin xö^, 20) 

wo A und B Constanten sind. Da dieser Ausdruck für U der reelle 
Theil von 

{A — iB) (cos xa/ + ^ sin xai) 

ist, so müssen dieselben der Gleichung 



2 

oder der Gleichung 



(^l + xÄ— £"1" l-xÄ + ij ~ "^ * 



B 



A^iB= ^'^ 



2 — x«/{« + i2H/t 

genügen, woraus 



4 + x<Ä*' 4 + x*«» 

folgt. Diese Werthe von A und B findet man auch leicht aus der 
Gleichung 17), wenn man in diese aus 19) und 20) die Ausdrücke 
für f (t) und ü einsetzt. 

Für das Geschwindigkeitspotential 9) ergiebt sich aus 20) mit 
Hülfe von 18) und 14) 
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Bei einer Luftbewegung; wie sie durch diese Gleichung dar- 
gestellt ist, ist, wenn xa zwischen gewissen Grenzen liegt, ein ein- 
facher Ton vorhanden. Die Höhe desselben ist durch die eben 
genannte Grosse bedingt, oder, was dasselbe ist, durch die Sckwingtmgs- 
dauer eines Lufttbeilchens; mit diesem Namen wollen wir die Dauer 
einer Doppelschwingung belegen, d. h. den Werth von 

■ • 

%a 

Das Reciproke hiervon nennt man die Schwingungszahl des Tones. 

Die Strecke, um welche der Schall während einer Schwingungsdauer 

sich fortpflanzt, also 

2« 



heisst die Wellenlänge des Tones. Unter der Iniensiiäl eines Tones 
von gewisser Höhe verstehen wir eine Grösse, die mit dem Qua- 
drate der grössten Verdichtung, welche ein Lufttheilchen erleidet, 
proportional ist, also proportional mit dem Werthe der Maxima, 
welche 

für gewisse Werthe von / hat. Bei der durch die Gleichung 21) 
dargestellten Luftbewegung ist die Intensität des Tones von r und d* 
abhängig; von r in ziemlich complicirter Weise, von <0* einfach so, 
. dass sie mit cos^ %^ proportional ist \ sie ist also gleich Null in der 
Ebene, die durch den Mittelpunkt der schwingenden Kugel, senkrecht 
zur Schwingungsrichtung dieser gelegt ist. 

§5. 

In der achtzehnten Vorlesung haben wir den Fall untersucht, 
dass zwei unendlich kleine Kugeln in einer incompressibeln Flüssig- 
keit sich bewegen, und gesehn, dass in ihm das Geschwindigkeits- 
potential gleich der Summe der Werthe zu setzen ist, die es hat, 
wenn nur die eine oder die andere der beiden Kugeln vorhanden 
ist, für alle Flüssigkeitstheile, die nicht unendlich nahe an einer 
der Kugeln liegen. Es gilt dieses auch, wenn die Dichtigkeits- 
änderungen der Flüssigkeit zu berücksichtigen sind. Stellen wir uns 
zwei unendlich kleine, gleiche Kugeln vor, deren Mittelpunkte auf 
der z- Achse unendlich kleine Pendelschwingungen der Art ausführen, 
dass ihre Geschwindigkeiten in jedem Augenblicke gleich und ent- 
gegengesetzt gerichtet sind. Es seien r und r die Entfernungen des 
Punktes, auf den tp sich bezieht, von den Mittelpunkten der Kugeln; 
die Luftbewegung, die der am Ende des vorigen § untersuchten 



322 Dreiundzwanzigste YorleBung. 

entspricht, ist dann, wenn der Anfangspunkt der Zeit passend verlegt 
wird, dargestellt durch die Gleichung 

^ d /ein % (r — ai) ein le (r — ai)\ 
^ = ^^( r ? j' 

WO C eine Constante bedeutet 

Suchen wir die Punkte, in denen die Intensiiat des Tones 

gleich Null ist, also -^ immer verschwindet, so finden wir für 



diese 

d 

d 



) /sin xr sin X7*'\ ^ , 

und S-('~^^-^^-^^) = 0. 

Nennt man q den Abstand des Punktes ^ auf den sich fp bezieht, 
von der z- Achse, so sind dieses zwei Gleichungen für q und z. Im 
Allgemeinen kann daher die Intensität des Tones nur in einzelnen 
Kreislinien Verschwinden, deren gemeinsame Achse die z- Achse ist. 

Es giebt aber eine Fläche, in der die Intensität «» ist, wenn -, 

d. h. wenn die Wellenlänge des Tones unendlich gross gegen r und 
/ ist; dann wird die erste jener beiden Gleichungen überall erfüllt 
und die zweite ist 

dz \r rj 

oder, wenn für die Mittelpunkte der beiden Kugeln z = c und 
z = — c ist, 

l( ' L _ Wo 

Diese Gleichung stellt eine Rotationsfläche dar, deren erzeugende 
Gurve eine hyperbelartige Gestalt hat, durch die Mittelpunkte der 
beiden Kugeln geht und Asymptoten besitzt, die mit der z- Achse 

Winkel bilden* deren Cosinus +I^ä" sind. 

In der Nähe der Enden einer tönenden Stimmgabel ist durch 
den Versuch eine Fläche von ähnlicher Art nachgewiesen, in der die 
Intensität des Tones verschwindet. 
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(Einfache Töne. Anwendung des Green'schen Satzes auf das Qeschwindig- 
keitepotential eines einfachen Tones. Ebene Wellen. Stehende und fortschrei- 
tende Schwingungen. Eigentöne einer Luftsäule. Schwingungen der Luft in 
einer offenen Röhre Resonanz. Kugelförmige Wellen. Schwingungen der Luft 
in einem Räume, dessen Dimensionen gegen die Wellenlänge unendlich klein 
sind. Cubische Pfeifen. Berechnung der Resonanz und Tonhöhe cubischer 
Pfeifen, wenn die Oefihung eine Ellipse oder ein Kreis ist Berechnung der 
Resonanz und Tonhöhe cylindrischer Pfeifen far gewisse Fälle.) 



§ 1. 

Wir wollen uns jetzt näher mit den Bewegungen der Luft 
beschäftigen, die einem einfachen Tone entsprechen, und eine Reihe 
Yon particulären Lösungen der Differentialgleichung, mit der wir es 
hier zu thuu haben^ aufstellen, welche für die Akustik und nament- 
lich für die Theorie der Pfeifen von hervorragendem Interesse sind. 
Für einen einfachen Ton von der Schwingungszahl n ist das Ge- 
schwindigkeitspotential von der Form 

^ = ^' cos 2jtnt + ^'' sin 2jtnt, 1) 

wo ^' und if" Functionen von x, y, z sind; aus der Gleichung 7) 
der vorigen Vorlesung folgt für jede von diesen, wenn man wieder 

X = 

a 

setzt, dass sie der partiellen Differentialgleichung 

^^-fx2V; = 2) 

genügt. 

Bevor wir auf die Betrachtung specieller Fälle eingehn, wollen 
wir anführen, was der Green'sche Satz über die Functionen ergiebt, 
welche in einem vollkommen begrenzten Räume dieser Differential- 
gleichung genügen und mit ihren ersten Differentialquotienten ein- 
werihig und stetig sind. Eine Losung der Gleichung 2) ist 

cos xr 

WO r die Entfernung des variabeln Punktes von irgend einem festen 
Punkte bedeutet; man kann das leicht durch Rechnung direct beweisen 
oder auch aus der Gleichung 12) der vorigen Vorlesung ableiten. 
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In der Gleichung , die den Ausgangspunkt der Betrachtungen des 
§ 3. der vorigen Vorlesung gebildet hat und die den Green'schen 
Satz, soweit wir ihn hier gebrauchen, ausspricht^ setzen wir 

„ 008 xr ' - . 

wobei wir den Anfangspunkt von r in dem Räume annehmen, in 
dem.V' die genannten Eigenschaften hat, und wenden sie auf den 
Raum an, der von diesem übrig bleibt, wenn man eine unendlich 
kleine Kugel ausschliesst, deren Mittelpunkt der Anfangspunkt von 
r ist. Durch eine Betrachtung, wie sie im § 3. der vorigen Vor- 
lesung und für einfachere Bedingungen im § 4. der sechszehnten 
durchgeführt ist, findet man dann 

/rv COB X r 
on ^n J r on^ 

WO auf der linken Seite des Gleichheitszeichens ^ sich auf den 
Anfangspunkt von r bezieht, und ds ein Element der Oberflache 
des ursprünglich gedachten Raumes bezeichnet. Wir heben hervor, 
dass, wie diese Gleichung zeigt, bei den Voraussetzungen, die 
wir über ^ gemacht haben, alle höheren' Differentialquotienten des- 
selben stetig sind. 

Wir fassen nun den Fall ins Auge, dass (py also auch ^ (mit 
welchem Zeichen wir jede der beiden Grössen ^' und ^" bezeichnen 
wollen); von x und y unabhängig ist. Die Gleichung 2) ist dann 

und ihr allgemeines Integral 

rj; = A cos xz ^ B sin. xz . 
Wir haben daher 

(p = (A' cos xz + ^' sin xz) cos2 nni 

-f- (A" cosxz + ^"sinxz)sin2«n/, 

wo A', B\ A", B" willkührliche Constanten bedeuten. Diese Glei- 
chung lässt sich auch schreiben 

^ =r ^ cos X (z — Zq) cos 2nn{t — t^ + B sin x(z— z^) sin 2%n {i — Q, 

wo A, By Zq, iQ neue Constanten sind, oder, wenn man den Anfiuigs- 
punkt der z und den Anfangspunkt der Zeit passend verlegt, 

^ = ^ cos xz cos 2 Ttnt -(- B sin xz sin 2 Tcnt . 4) 

Wir discutiren zuerst die Fälle, dass A oder B oder A — B oder 

A '{' B verschwindet. 

Ist 

B = 0, 
80 wird 
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q) zsss A COS xz COS 2 Jtni 

ö^ = — xA sin xz cos 2 3cni . 

dz 

<^ = i öT = - -^ COS XZ Sin 2 nni . 

Ist S die Yerrücknng; die ein Lufttheilchen zur Zeit i in der Richtung 
der z- Achse aus einer gewissen Lage^ seiner Mittellage; erlitten hat; 
so ist; da \ unendlich klein ist; 

as av 

di ^ dz 
und 

f = sin xz sin 2 xni , 

a 

Man sieht hieraus; dass ein jedes Lufttheilchen gerade so sich be- 
w^; wie ein Punkt eines Pendels bei unendlich kleinen Schwin- 
gungen; sin XZ; oder auch der absolute Werth dieser Grösse, 

wird die Amplitude y 2nniy oder auch der Ueberschuss hiervon über 
das zunächst liegende Vielfache von 2 7r; die Phase der Schwingungen 
des betrachteten Theilchens genannt. Die Phase für einen Augen- 
blick ist überall dieselbe; die Amplitude ändert sich mit z. Nennt 
man A die Wellenlänge; d. h. setzt man 

SO ist die Amplitude =0; wo z ein Vielfaches von -, ein Maximum; 

wo z ein ungerades Vielfaches von j ist; jene Orte nennt man 

Knoten^ diese Bäuche. Die Verdichtung ö ändert sich nach einem 
ähnlichen Gesetze, wie die Verrückung (; ihre Maxima finden aber 
in den Ejioten statt und in den Bäuchen ist sie = 0. 

Ganz Aehnliches gilt; wenn in der Gleichung 4) nicht B, sondern 
A verschwindet. 

Schwingungen der betrachteten Art, nämlich solche; bei denen 
die Phase für einen Augenblick überall dieselbe ist; nennt man 
stehende Schwingungen. 

Ist 

A = ±B, 

so hat man sogenannte fortschreitende Schwingungen; es ist dann 

qi =i A cos X (z + at) 

^^ — KAsinx^z + at) 
f —» + - cos X (z + a^) 

* = ~ :5» !< " + « ^ ^'° * (^"1" "^^ ' 

Kliehhoff, Mecbanik. 22 
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je nachdem die oberen oder unteren Vorzeichen gelten^ schreiten die 
Schwingungen in der Richtung der z- Achse oder in der entgegen- 
gesetzten Richtung fort; die Amplitude ist hier überall dieselbe, die 
Phase für einen Augenblick ändert sich von Ort zu Ort. 

Die Bewegung, die durch die Gleichung 4) dargestellt ist, wenn, 
die Constanten A und B keiner der gemachten Annahmen genügen, 
kann man als zusammengesetzt ansehn aus irgend zweien der 4 
Schwingungsarten, die wir erörtert haben. Direct findet man aus 
der Gleichung 4) 

K^ = — xA sin xz cos2 Jtnt + x^cosxz sin 2xnt 

dz ' 



WO 



= X j/A^ sin'^ xz + B^ cos^ xz sin (2 nnt — d) 
S = yÄ^sm} xz -{- B^ cos'^xz cos (2 xnt — d) 

<y = — i4 cos xz sin 2 nni ^ sin X2r cos 2 nnt 

a a 

= " yÄ^ cos' XZ -}- B^ sin'^ xz sin {2nnt — e) , 



tgd= ^ tgxz, tg6 = -^tgxz. 



Hiemach ändert sich mit z sowohl die Amplitude, als die Phase 
für einen Augenblick. Die Amplitude verschwindet an keinem 
Orte; ist 

A^> B\ 

so finden ihre Minima statt, wo z ein Vielfaches von -, ihre Maxima, 

wo z ein ungerades Vielfaches von — ist. Auch hier nennt man 

jene Orte Knoten, diese Bäuche, und auch hier ist die Aenderung 
der Dichtigkeit in den Knoten ein Maximum, in den Bäuchen ein 
Minimum. 

Ist die Lufbnasse durch eine feste, zur z- Achse senkrechte Ebene 
begrenzt, so muss für diese immer 

dz 

sein. Stellen, an denen die Geschwindigkeit immer gleich Null ist, 
finden sich nach den durchgeführten Betrachtungen aber nur bei 
stehenden Schwingungen; es müssen also in dem bezeichneten Falle 
die Schwingungen stehende und es muss die begrenzende Ebene ein 
Knoten sein. 

Ist die Luffcmasse durch zwei feste, zur z- Achse senkrechte 
Ebenen begrenzt, so muss jede von diesen ein Knoten, ihr Abstand 
also ein Vielfaches der halben Wellenlänge sein. Ausser durch diese 
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beiden Ebenen wollen wir uns die Luftmasse durch eine feste; cylind* 
rische Rohre, deren Achse der z- Achse parallel ist, von beliebigem Quer- 
schnitt begrenzt denken; das ist erlaubt, da der an der Röhrenwand 

zu erfüllenden Bedingung , der Bedingung ^ = nämlich, in Folge 

davon, dass q> von x und y unabhängig ist, genügt wird. Ist für 
die Endflächen der Rohre 

z = und z = l , 
so ist also 

2 X 2n ^ 

wo h eine ganze Zahl bedeutet. Die bei gegebenem Werthe von / 
hierdurch bestimmten Werthe von n sind die Schwingungszahlen der 
sogenannten Eigentöne der betrachteten Luftsäule. Die Schwingungen 
dieser können gemäss der Gleichung 

9 = ^ cos XZ cos 2 TCJl (t — /(j) 

geschehen, wo A und t^ willkübrliche Gonstanten sind. 

Wir wollen jetzt annehmen, dass der Querschnitt z = der 
Röhre fest sei, der Querschnitt z = l aber von Aussen in einer 
solchen Bewegung erhalten werde, dass er zur Zeit t die Ge- 
schwindigkeit 

Gcos2 7cnt 

in der Richtung der z- Achse habe, wo G und n beliebig gegebene 
Gonstanten bedeuten. Dieser Ausdruck muss dann immer dem 

Werthe gleich sein, den w- für z = / annimmt; hieraus folgt 

w = A- - cos xz . cos 2 jcnt . 

^ X Bin X / 

Bei derselben Bewegung des Querschnitts z ^= l hängt daher die 
Bewegung der Lufttheilchen wesentlich von dem Werthe von x/ 
ab; sie wird unendlich, wenn sin x/=0 ist, d. h. wenn n einem der 
Eigentöne der Luftsäule entspricht. 

Die hier vorausgesetzten Bedingungen lassen sich näherungsweise 
erfüllen, wenn man eine Glasröhre durch zwei Stempel verschliesst, 
von denen der eine fest, der andere etwas beweglich und mit dem 
Stiele einer Stimmgabel oder einem andern Körper verbunden ist, 
der kräftig schwingen kann. Wenn dieser Körper Schwingungen 
ausführt, deren Dauer nahe der Schwingungsdauer eines der Eigentöne 
der abgegrenzten Luftsäule gleich ist, so geräth diese in so intensive 
Schwingungen, dass ein feines Pulver, welches in die Röhre gebracht 
ist, lebhaft bewegt wird und die Lage der Knoten mit Genauigkeit 
zu erkennen erlaubt. Dass bei keinem Werthe von n die Bewegung 
der Luft ins Unbegrenzte wächst, liegt daran, dass die Röhrenwände 

22* 
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nicht absolut fest sind; dass der bewegliche Stempel nicht yolkommen 
dicht schliesst; und hauptsächlich an der Reibung der Luft. Auf der 
angedeuteten Erscheinung beruht eine^ von Eundt angegebene, 
Methode zur Messung der Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Schalles 
in verschiedenen Gasen. 

§ 2. 

Wir stellen uns jetzt wieder eine Luftsäule von der Länge /, 
wie bei unserer letzten Untersuchung Yor, nehmen aber an, dass in 
dem Querschnitt z «= nicht die Geschwindigkeit, sondern die Ver- 
dichtung immer gleich Null ist. Bildet der Querschnitt z «= / eine 
feste Wand, so sind Schwingungen nach der Gleichung 

fp = A sin xz cos 2 nn{t — Z^) 

möglich, wenn cos x/ «= 0, d. h. / gleich einem ungeraden Vielfachen 
der Viertelwellenlänge ist. Wird der Querschnitt z = / so bewegt,* 
dass seine Geschwindigkeit zur Zeit / 

= (? cos 2 %ni 

ist, so ist 

w = sin xz cod 2 nni » 5) 

^ NC08X/ ^ 

D. BemouUi, Euler und Lagrange haben angenommen, dass, 
wenn die cylindrische Röhre bei z = in den .unendlichen Luftraum 
mündet, hier die Verdichtung immer gleich Null ist, dass also die 
Luft in einer Röhre, die einerseits geschlossen, andererseits offen 
ist, den aufgestellten Gleichungen gemäss schwingen kann. Helm- 
holtz*) hat gezeigt, in wie weit diese Annahme richtig ist. Sie setzt 
voraus, dass die Dimensionen des Querschnitts unendlich klein gegen 
die Länge der Röhre und gegen die Wellenlänge sind; dabei darf 
'die Röhre auf einer unendlich kleinen Strecke an der Mündung er- 
weitert oder in endlichem Verhältniss zusammengezogen sein. Für 
Punkte im Linem der Röhre, die in endlicher Entfernung von der 
Mündung liegen, geben die aufgestellten Gleichungen dann das Ge- 
schwindigkeitspotential bis auf einen unendlich kleinen Bruchtheil 
seines Werthes richtig an, wenn / nicht bis auf unendlich Kleines 
einem ungeraden Vielfachen der Viertelwellenlänge gleich ist. üeber 
den Zusammenhang der Bewegung innerhalb der Röhre und ausser- 
halb derselben lernt man bei der genannten Annahme Nichts. Wir 
wollen jetzt, ohne diese Annahme zu machen, die Luftschwingungen 
in einer einseitig offenen Röhre untersuchen, deren Querschnitt 
Dimensionen hat, die gegen ihre Länge und gegen die Wellenlänge 
unendlich klein sind. 

*) Theorie der LuftBchwingungen in Röhren mit offenen Enden; Grellere 
Journal, Bd. 67. 
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Wir denken uns einen Luftraum^ der sich in die Unendlichkeit 
erstreckt^ also nur theilweise durch Wände begrenzt ist; einen Theil 
dieser Wände soll eine cylindrische Röhre bilden ^ die der 2: -Achse 
parallel ist und die in der Nähe ihrer Mündung von der Cylinder- 
form abweichen 4 kann; die Dimensionen ihres Querschnitts wollen 
wir als endlich bezeichnen^ ihre Länge und die Wellenlänge als un- 
endlich gross ; wobei dann x unendlich klein ist. Wir nehmen an^ 
dass im Innern der Röhre in unendlich grosser Entfernung von der 
Mündung ebene Wellen vorhanden sind^ legen den Anfangspunkt 
der z in die Region der ebenen Wellen^ aber sO; dass sein Abstand 
von der Mündung noch unendlich klein gegen die Wellenlänge ist; 
und lassen die positive 2r- Achse nach dem Grunde der Röhre gekehrt 
sein. Der Querschnitt z ^=^0 theilt den ganzen Luftraum, den wir 
zu betrachten haben , in zwei Theile; wir fassen diese einzeln ins 
Auge. Für den einen, der ganz in der Röhre sich befindet, und 
für den z überall positiv ist, gilt die Gleichung 3), d. h. 

fpx=(A' cosxz + ^'sinxz) cos 2nnt'\'{A'' qoskz-^-B'' sin xz)mi2xntj 6) 

für den andern die allgemeinere Gleichung 1), d. h. 

(p =^ tf;' cos 27tnl -f" ^' sin 2 Ttni . 

Für den Querschnitt z = müssen diese beiden Ausdrücke von <p 

und die aus ihnen sich ergebenden Ausdrücke von y^ einander gleich 

sein, da die Dichtigkeit und die Geschwindigkeit überall sich stetig 
ändern soll. Die Gleichungen, welche dieses aussprechen, wollen wir 
bilden, nachdem wir mit dem zweiten Ausdruck von q) eine Ver- 
änderung vorgenommen haben. Wir wollen in ihn specielle Werthe 
von V^' und tf;" einführen, die sich auf eine gewisse Bewegung des 
Querschnitts z s=» beziehen , und die wir /" und /*" nennen wollen ; 
es sei 

^ = /*' cos 2 7tni -}- /"' sin 2 Tcnt , 

wenn für den Querschnitt z = 



dtp 



cos 2 nnt 



dz 

ist und an den übrigen Theilen der Grenze des Luftraumes, auf den 
wir tlf' und ^" beziehen, der nach der Normale genommene Differen- 
tialquotient von q) verschwindet. Es sind dann /^ und /"' Functionen 
von Xf y, z, die die Eigenschaft haben, dass für den Querschnitt z «= 

dz ' dz ^ *^ 

ist. Aus dieser speciellen Lösung der für (p geltenden Differential- 
gleichung erhalten wir eine allgemeinere, wenn wir sie mit dem con- 



n 
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stanten Factor c multipliciren und zu t die Gonstante d addiren; 
setzen wir 

q) s= c (/" cos 2 Trn (/ + d) -|- /*" sin 2 xn (l -\- d)j , 

so ist für den Querschnitt z = ^ 

1^ = c cos 2 ;rn (/ + *) 

und an den übrigen Theilen der Grenze ist dieselbe Bedingung ^ wie 
früher ; erfüllt. Denken wir uns c und d als variabel ^ so ist an 
jedem Orte die grosste Verdichtung mit c, die Intensität des Tones 
also mit c^ proportional, dabei aber mit dem Orte veränderlich. 
Führen wir an Stelle von c und 8 zwei andere Grössen c und c" 
ein^ indem wir 

c s=^ c cos 2 Tcnd , c" = — c sin 2 nnd 

setzen; so wird 

g, = (cY - c'D cos 2 nn( + (cT + cT) sin 2 ä;i/,^ 

für den Querschnitt z = 

~ = c cos 2 ;rn/ + c" sin 2 äw^ 

und die Intensität des Tones proportional mit 

Diesen Ausdruck von q) vergleichen wir nun mit dem in 6) gegebenen, 
der für die Region der ebenen Wellen gilt; und stellen die Bedin- 
gungen dafür auf; dass für den Querschnitt z «» aus beiden die- 
selben Werthe für die Verdichtung und für die Geschwindigkeit sich 
ergeben. Bezeichnen wir die Werthe, die /" und /"' in dem Quer- 
schnitt 2 = besitzen, durch /*,,' und /q", so werden dieselben bei 
Rücksicht auf 7) 

A =cf^ —c f^ kB =c 

r = cf,' + c'r^ . xB'' = c\ ^ 

Nun wollen wir annehmen; dass der Querschnitt der Röhre z^=^l^ 
wo / von der Ordnung der Wellenlänge ist; von Aussen her in einer 
solchen Bewegung erhalten werde ; dass er zur Zeit t die Geschwin- 
digkeit 

G cos 2 nnt 

in der Richtung der z- Achse habe. Dieser Ausdruck muss dann dem 

Werthe gleich seiu; den -t^ der Gleichung 6) zufolge f ür z = / hat; 

d. h. es muss 

(? e=3 X (— y4' sin xl -j- B' cos x/) 
= X ( — A" sin x/ + B" cos x/) 
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sein. Eliminirt man aus diesen Gleichungen und den Gleichungen 8) 
die Grössen A' , B'y Ä\ B'\ so erhält man 

G '=^ c (cos x/ — x/o' sin x/) + c" %f^' sin x/ 
= c%f^' sin x/ — c" (cos x/ — %f^ sin x/) . 

Sind die üonstanten f^ und /*q" bekannt; so lehren diese Gleichungen 
c und c" kennen und die Gleichungen 8) A\ B' , A" ^ B"\ sind auch 
die Functionen f und f*' bekannt; so ist die Bewegung in dem gan- 
zen zu betrachtenden Lufträume bestimmt. 

Von besonderem Interesse ist die Eenntniss der Grosse c'2 + ^'^ 
mit der; wie wir gesehn haben ; die IntensilSt des Tones in irgend 
einem Punkte des äusseren Luftraumes proportional ist; wenn man 
die Gleichungen 9) quadrirt und addirt; so findet man 

/•'2 j^ v'2 ,^ ?! . y\\ 

^ ^ ^ (cos icl — it/i' sin X /)» + (x/i" sin x /)* ^ 

Wenn / sich ändert; während G und x dieselben Werthe behalten, 
so ändert sich hiemach die Intensität des Tones periodisch und 
durchläuft abwechselnd Maxima und Minima. Da c^-j-c"^ das Re- 
ciproke einer homogenen Function zweiten Grades von cos xl und 
sin x/ ist; 80 sind die Maxima und Minima durch die Gleichung 

tg2x/ = y 

bestimmt; wo y eine Ton den Coefficienten dieser Function abhän- 
gende Constante bedeutet, oder, wenn X wieder die Wellenlänge be- 
zeichnet; durch die Gleichung 



tg 4 Ä ,j- = y 



Ist Im ein Werth von /; der einem Maximum der Tonstärke ent- 
spricht; so sind hiemach die übrigen Maximumswerthe von / 



und die Minimumswerthc 

/_4- r^A 4- u 



/^+(2A+1)A 



wo h eine ganze Zahl ist. 

Bei einem Beispiele; bei dem wir die Bechnungen zu Ende 
führen werden; werden wir sehn; dass A'/q" eine unendlich kleine 
Zahl ist; berücksichtigen wir hier diesen Umstand; so zeigt die Glei- 
chung 10); dass für die Maxima der Tonstärke 

cos xl — xfg sin x/ = ; 
d. h. 11) 






tg xl = -jr. 






l 

r. Bin wi 
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und dass der Werth dieser Maxima unendlich gross gegen die Werthe 
ist, die die Tonstarke hat, wenn die Gleichung 11) nicht erfüllt ist. 
Zugleich sieht man ein, dass diese Sätze auch gelten, wenn / einen 
gegebenen Werth hat und die Tonhohe, d. h. x, veränderlich ist 
Definirt man einen Winkel xa durch die Gleichung 

so wird die Gleichung 10) 

^'2 _L^"2„ ?! 

' cos« %{l+ €l) t , ^0 . ,., 

008* xa IV'» ^ 

Bei dem schon oben erwähnten Beispiele werden wir sehn, dass 
unter gewissen Umständen auch x/'q unendlich klein ist; dann kann 
man setzen 

§ 3. 

Wir haben im vorigen § angenonimen, dass die ganze B^ren- 
z^ng des Theiles des Luftraumes, auf den die Functionen i?' und iT 
sich beziehen, mit Ausnahme des Querschnitts z »» 0, ruht und der 
Querschnitt z «= / in einer gewissen Bewegung erhalten wird; wir 
wollen nun annehmen, dass ein anderer Theil jener Begrenzung in 
gewisser Bewegung erhalten wird und der Querschnitt z «s / ruht. 
Dm einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, wollen wir uns 
vorstellen, dass vor der Mündung der Rohre eine tonende Stimm- 
gabe] aufgestellt ist, deren Oberfläche dann mit zu der genannten 
Begrenzung gehört. Für den Fall, dass die Stinmigabel in bestimm- 
ter Weise schwingt und der Querschnitt z «» ruht, setzen wir das 
Geschwindigkeitspotential für einen Punkt des äusseren Luftraumes 

= f cos 2 nnt + F" sin 2«»/, 

und für den Fall, dass die Stimmgabel ruht und der Querschnitt 
z Bss so sich bewegt, dass für ihn 

^3? a=s cos27cnt 

dz 

ist, 

= /" cos 2;rn/ + /" sin 2jrn/; 

F' und r' sind dann gewisse Functionen von x, y, z, die die 
Eigenschaft haben, dass für z = 



^ = und ^^ = 12) 



ist, und f und /"' haben dieselbe Bedeutung, wie im vorigen §. 
Tont die Stimmgabel und bewegt der Querschnitt z <» sich so, 
dass fQr ihn 
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-^ = c' cos2 Tcni + c' sin 2nni 

ist, 80 hat man dann 

9 = (/^' + c'r — c'D cos 2jr n/ + (r'+ cT + cT) sin 2;rn^ . 13) 

Für die Region der ebenen Wellen im Innern der Röhre gilt wieder 
die Gleichung 6). Sucht mau die Bedingungen dafür, dass die beiden 

Ausdrücke von tp und die beiden Ausdrücke von x-, die man hier- 

nach für z =» hat, für alle Werthe von i einander gleich sind, so 
erhält man bei Rücksicht auf 7) und 12) 

A' = F,; + cYo' - cYo", kB' ^c' 

WO F^ und Z'o" die Werthe bezeichnen, die F' und F" für z = 
haben. Ist, wie wir annehmen, der Querschnitt z = / in Ruhe, so 
folgt aus 6) 

A' sin Hl — B' cos x/ =0 

^"sin xl — ^"cos x/ = . 

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich 

c (cos x/ — x/q' sin x/) + c'^f^' sin x/ = x/'q' sin x/ 
c^x^q' ainxi — c" (cosx/ — x/^'sin xl) = — x/'o"8in x/, 

und hieraus weiter 

■^ (cos x/ — x/'o'^sin x/j* + (x^"^8in x/j* * ^ 

Die Bewegung in dem sich ins Unendliche erstreckenden Lufträume 
kann der Gleichung 13) zufolge angesehn werden als zusammen- 
gesetzt aus derjenigen, die stattfinden würde, wenn der Querschnitt 
r BS ruht, während die Stimmgabel in der gegebenen Weise sich 
bewegt, und einer gewissen andern. Von dieser andern sagt man, 
dass sie durch die Resonanz der Rohre hervorgebracht ist. Die 
Intensität des durch Resonanz erzeugten Tones ist proportional mit 
c''-|-c"'. Wenn / sich ändert, so ist diese Grösse ein Maximum 
und zwar 



sobald 



1^ 



tg xl = ^,, 15) 



ein Minimum und zwar =» 0, sobald 

sin x/ = 

ist. Benutzt man, dass xf^' eine unendlich kleine Zahl ist, und 
bezeichnet die Maxima der Resonanz als endlich, so folgt aus 14), 
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dass die Resonanz immer unendlich klein ist, sobald xi um etwas 
Endliches von jeder Wurzel der Gleichung 15) abweicht. Dieses 
gilt auch; wenn / constant und x variabel ist. Wird vor der Mün- 
dung der Röhre eine Bewegung unterhalten ^ die als zusammen- 
gesetzt aus verschiedenen Tönen betrachtet werden kann, so werden 
diejenigen von diesen Tönen durch Resonanz sehr verstärkt, welche 
der Gleichung 15) entsprechen. Daraus erklärt man, dass diese 
Töne auftreten, wenn die Mündung der Röhre in passeuder Weise 
angeblasen wird. 

§ 4. 

Ganz ähnliche Betrachtungen, wie wir sie in den drei ersten §§ 
dieser Vorlesung in Bezug auf ebene Wellen durchgeführt haben, 
lassen sich in Bezug auf kugelförmige anstellen. Eine Lösung der 
Differentialgleichung, der das Geschwindigkeitspotential tp zu genügen 
hat, ist der Gleichung 12) der vorigen Vorlesung zufolge 

q) = -(^' cosxr+ ^'sin xr)co327tnt 

+ (//"cosxr+ -^'sinxr)sin2jrn/; 

es ist das eine Gleichung, die von ähnlicher Form, wie die Glei- 
chung 3) ist und an die ähnliche Schlüsse, wie an diese sich knüpfen 
lassen. Eine Bewegung gemäss der Gleichung 16) ist möglich in 
einem Lufträume, der vollständig begrenzt ist durch zwei concen- 
trische Kugelflächen, deren Punkte in passender Weise radial bewegt 
werden, oder durch zwei solche Kugelflächen und eine feste Kegel- 
fläche, die ihre Spitze in dem Mittelpunkte jener hat. 

Einen speciellen Fall der Gleichung 16) bildet die Gleichung 

gj = - (^ cos xr -\- B sin xr) cos 27cn( {t — t^ ; 17) 

sie stellt stehende Schwingungen dar; in gewissen Kugelflächen ist 
bei diesen die Verdichtung immer Null; die Radien derselben sind 
durch die Gleichung 

A cos xr+ Bsinxr = 

bestimmt; in andern Kugelflächen, den Knoten, verschwindet immer 
die Geschwindigkeit; für die Radien der Knoten gilt die complicirtere 
Gleichung 

, cos X r , sin X r 

a - a — 



r , « r 



d. h. A (cos xr -(- xr sin xr) + B (sin xr — xr cos xr) = . 18) 

Sind die die Luftmasse begrenzenden Kugelflächen fest und sind R 
und R' die Radien derselben, so ist die durch 17) dargestellte Be- 
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wegung möglich, wenn x ein^n solchen Werth hat, dass der Glei- 
chung 18) durch Werthe von A und B, die nicht beide verschwinden, 
Mt r = B und r = B* genügt werden kann; die Bedingung hierfür 
ist die Gleichung 

tgx(Ä-Ä')=-:^^^, 

die, wenn /?' = ist, in die einfachere 

igxB = xR 

übei^eht. Diese Gleichungen bestimmen die Eigcniöne der betrachteten 
Luftmasse. 

Ein anderer specieller Fall der Gleichung 16) ist die Gleichung 

*A B 

tp z=s - cos (x r — 2 TT w /) -| — sin (xr — 2 ä « /) ; 19) 

sie stellt Wellen dar, welche von ihrem Mittelpunkte nach Aussen 
hin fortschreiten. Setzen wir in 19) unter den Zeichen cos und sin 
statt des Zeichens — das Zeichen +, so haben wir Wellen, welche 
von Aussen nach ihrem Mittelpunkte hin fortschreiten. 

^hnliche Rechnungen, wie wir sie in den §§ 2 und 3 in Bezug 
auf eine unendlich dünne, cylindrische Röhre durchgeführt haben, 
könnten wir hier durchführen in Bezug auf eine conische Röhre, 
die durch eine unendlich kleine Oeffnung an der Spitze mit dem 
unendlichen Lufträume communicirt und andererseits durch eine 
Kugelfläche geschlossen ist, die ihren Mittelpunkt in der Spitze hat. 

§5. 

Nach den ebenen Wellen und den Kugelwellen wollen wir nun 
eine dritte Art von Schwingungen, die einem einfachen Tone ent- 
sprechen, ins Auge fassen. Es soll sich um die Schwingungen eines 
Luftraumes handeln, dessen sämmtliche Dimensionen unendlich klein 
gegen die Wellenlänge des Tones sind. Die Dimensionen des Luft- 
raumes wollen wir als endlich, die Wellenlänge als unendlich gross 
bezeichnen; die Grösse x ist dann unendlich klein. Wir wenden 
wieder die in den Gleichungen 1) und 2) gebrauchte Bezeichnungsweise 
an, d. h. wir setzen 

(p z= tl/ cos 27tnt -\- V'' sin 2 nni 

und verstehen unter 4' eine beliebige der beiden von x, y, z ab- 
hängigen Grössen ^' und ^''. Die Gleichung 2), nämlich 

^t + x'^t^O, 20) 

geht, wenn x unendlich klein und ^ nicht unendlich gross gegen 
seine zweiten Dififerentialquotienten ist, über in die Gleichung 
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welche für das GeschwindigkeitspQtential einer incompressibeln 
Flüssigkeit gilt. Eine jede einwerthige Losung derselben können 
wir hier für ^ annehmen; einwerthig muss ^ sein, auch wenn der 
Luftraum ein mehrfach zusammenhängender ist; da die Verdichtung, 

also auch — einwerthig sein muss. In jedem Augenblicke bewegt 

sich die Luft dann so, wie eine incompressible Flüssigkeit. Bedeutet 
ds ein Element der Oberfläche des Luftraums und n die nach seinem 
Innern gerichtete Normale von ds, so ist dabei 

rf,|!=0; 21) 



/ 



dn 



ist -^ dieser Bedingung gemäss gegeben, so giebt es aber auch immer 

ein, eine willkührliche additive Constante enthaltendes ^, welches 
der Gleichung z:/^ = genügt.*) 

Ist die Bedingung 21) nicht erfüllt, so findet man eine Losung 
der Gleichung 20) auf die folgende Weise. Man setze 

p-^^ + u, 

wo C und U von x unabhängig sind, C eine Constante, u eine 
Function von a;, y, z ist, die in passender Weise bestimmt werden 
sollen. Für ü erhält man dann die partielle Differentialgleichung 

man genügt dieser, wenn man 

macht, wo Sl das Potential einer Masse, die mit der Dichtigkeit 
1 den betrachteten Luftraum erfüllt, und V eine Lösung der Glei- 
chung 

bedeutet. Diese Lösung kann man so wählen, dass -^ beliebig 

gegebene Wert he erhält, wenn über die Constante C passend verfügt 
ist. Es ist 



*) In seiner Abhandlung „Allgemeine Lehrsätze in Beziehung auf die im 
verkehrten Verhältnisse des Quadrats der Entfernung wirkenden Anziehnngs- 
und Abstossungs- Kräfte'' hat Gauss (seine Werke, Bd. V, p. 197) den Satz 
aufgestellt, dass für einen vollkommen begrenzten Raum es immer eine, mit 
ihren Differentialquotienten stetige und einwerthige Function giebt, die der 
Gleichung z/^ »» genügt und an der Oberfläche beliebig gegebene Werihe 
annimmt. Auf ähnlichen Wegen, wie dieser Satz, lässt sich der oben ange- 
führte beweisen. Gegen die völlige Strenge der für jenen gegebenen Beweise 
sind aber Bedenken erhoben, und dieselben Bedenken lassen sich bei den 
entsprechenden Beweisen dieses geltend machen. 
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da 

sein muss, so hat man 

4arf dn J cn 

ZU setzen, oder, da 

ist, wenn T das Volumen des betrachteten Luftraumes bedeutet, 



Dabei ist dann 



CT = Jds^^- 22) 



*=S-+i^ß+^ . 23) 



Diese Lösung der Gleichung 20) führt zur Theorie der sogenannten 
cubischen Pfeifen, Mit diesem Namen bezeichnet man ein Gefäss, 
dessen Dimensionen von gleicher Grossenordnung sind; und das 
durch eine kleine Oeffnung mit dem unendlichen Lufträume commu- 
nicirt; wird die Oeflfnung in passender Weise angeblasen, so ent- 
steht ein Ton. Wir werden die Dimensionen des Gefässes als 
endlich annehmen, die der Oeffnung als unendlich klein, die Wellen* 
länge des Tones, um den es sich handeln wird, als unendlich gross. 
Li Bezug auf die bezeichnete Anordi\ung können wir dann ähnliche 
Betrachtungen anstellen, wie wir sie in § 2. und § 3. in Bezug auf 
eine cylindrische Rohre durchgeführt haben. Zuerst werden wir den 
Fall iäs Auge fassen, dass ein Theil der Gefässwand, der nicht bis 
zum Rande der Oeffnung heranreichen soll, in einer gewissen, periodi- 
schen Bewegung erhalten wird. 

Um die Oeffnung als Mittelpunkt denken wir uns eine Eugel- 
fläche beschrieben mit einem Radius, der unendlich klein, aber 
unendlich gross gegen die Dimensionen der Oeffiiung ist; den 
Theil dieser Eugelfläche, der innerhalb des Gefässes liegt, wollen 
wir die Fläche nennen, ihr Element durch äs^ bezeichnen; sie 
entspricht dem Querschnitt z = der cjlindrischen Röhre. Wir 
nehmen an, dass für alle Elemente der Fläche die Geschwindigkeit 
die Richtung des Radius und gleiche Grösse hat; die Berechtigung 
zu dieser Annahme wird, wenigstens für die Fälle, in denen wir die 
Rechnung zu Ende führen werden, sich darin zeigen, dass bei ihr 
für den ganzen zu betrachtenden Luftraum ein q> sich finden lässt, 
welches mit seinen ersten Differentialquotienten überall, auch an 
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der Fläche 0, stetig ist. Für den Fall, dass die Bewegung in der 
Fläche eine solche ist, dass 

dsQ -ß «= cos 2 jcnt, 



f' 



'0 dn 

WO n die nach dem Innern des Gefässes gerichtete Normale von dsQ 
bedeutet, sei für irgend einen Punkt des Theiles des ganzen zu be- 
trachtenden Luftraumes, der sich in die Unendlichkeit erstreckt und 
durch die Fläche begrenzt ist, 

g) s=/" cos 2nn( + /^'sin 2jcnt] 

es bedeuten dann f und /*" gewisse Functionen von x, y, z, die 
die Eigenschaft haben, dass 

P'o K = 1 ' /^*o Y^ -= 24) 

ist, und für den Fall, dass die Bewegung der Fläche nach der 
^ Gleichung 



/ 



dsn TT^ = c COS 2ycnt 4- c' sin 2 Tcnt 



geschieht, hat man 

q> = {c f — c'f") cos 2 Jtnl -\- {c f*' + c' D sin 2 arn/ ; 25) 

die Intensität des Tones ist dabei überall mit c^ + ^'^ Pro- 
portional. 

In dem zweiten Theile des zu betrachtenden Luftraumes, der 
durch die Fläche und die Gefässwand vollständig begrenzt ist, gilt 
für jede der beiden Grossen ^' und V' die Gleichung 23); bezeichnet 
man die Werthe von C für diese Functionen durch C' und C'\ so 
folgt daher daraus, dass 9) an der Fläche stetig ist, bei Vernachlässi- 
gung von Gliedern, die unendlich klein gegen die berücksichtigten sind, 

c- = x" (cy; - cYo") " 

C" = ac» (cYo" + c"f') , ^ 

WO f^ und /q" die Werthe von f und f für irgend einen Punkt 
der Fläche bedeuten. Zwei andere Gleichungen ergeben sich 

daraus, dass auch -^ an der Fläche stetig ist. Einerseits folgt 

aus 2ö) bei Rücksicht auf 24) 






Den Theil der Gefässwand, der von Aussen in Bewegung erhalten 
wird, nennen wir die Fläche / und bezeichnen ihr Element dorcli 
dsr^ die Bewegung sei eine solche, dass 



/ 



dsi — ^ = ^ cos 2nnt 

On 
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ist, wo n die nach dem Innern des Gefasses gerichtete Normale 
von dsij G eine Constante bedeutet. Die Gleichung 22) giebt dann 
andererseits 

dn 



a+ ld,,^ — c'T 



J 



dt ^- — r"T 



wenn T das Volumen des Gefasses ist; es ist daher 

G + c' =c'r 

c" =.C"T. 
Setzt man hier für C' und C" ihre Werthe aus 26), so findet man 

c (1 — xYo' T) + c'xYo" T= — G 

und hieraus 

^ -rc — (1 -. ^»/i' r)2 ^(y,ij^y ' 

Bei einem Beispiele werden wir sehen, dass das zweite Glied 
im Nenner dieses Ausdrucks eine unendlich kleine Zahl ist. Machen 
wir hiervon Gebrauch, so können wir schliessen, dass die Intensität 
des Tones unendlich gross ist gegen die Werthe, die sie sonst 
hat, falls 

1 — xVo T = 27) 

ist 

Wir wollen nun annehmen, dass die Gefasswand ruht und der 
Ton ausserhalb des Gefasses, etwa durch eine schwingende Stimm- 
gabel erzeugt wird. In Bezug auf diesen Fall können wir Be- 
trachtungen anstellen^ die den im § 3. durchgeführten yollkommen 
entsprechen. Für den unendlichen Luftraum sei, wenn die Fläche 
ruht, 

fp = /" cos 2 nnt -\- F'' sin 2 Tcnt , 
wobei 

fdsj^^ = und Jds^^-^ = 

ist; wenn für die Fläche 

ds^ ^ = c' cos 2nnt '\- c" sin 2 nnt 

ist, so hat man dann 

9 = {T' + cf — c'D cos 2 nnt + (i^" + df + c"/') sin 2 An / . 

Setzt man wieder für den durch die Gefasswand und die Fläche 
begrenzten Baum 

%^^i s= t?'cos 2%nt + C'sin 211111 ^ 



/■ 
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so giebt die Bedingung^ dass (p und ^ an der Fläche stetig sind^ 
die Gleichungen 

C = X' W + cfo - ^Vo") d =C'T 
. ^" = X» (V + cYo" + cYo' ) ^" = t?" 7 , 

wo /*()' und Z'o" die Werthe von F' und F" für irgend einen Punkt 
der Fläche bedeuten. Hieraus folgt 

x2 TF^ = c' (1 — xYo' T) + c" xYo" ^ 
x' 7/»;' = — cx^f^'T + c" (1 - xVo' T) 



und weiter 






Mit dieser Grösse ist die Intensitöt des durch Resonanz erzeugten 
Tones proportional. Ist i/?f{ T unendlich klein , so ist dieselbe un- 
endlich gross gegen die Werthe , die sie sonst hat, fsills die Glei- 
chung 27) besteht. Diese Gleichung bestimmt den Ton, der, 
wenn die Oeffnung in passender Weise angeblasen wird, auftritt. 

§6. 

in den Gleichungen, die wir in den Paragraphen 2, 3 und 5 
für eine cylindrische und eine cubische Pfeife aufgestellt haben, 
kommen zwei Constanten vor, die wir f^ und f^' genannt haben, 
und durch die die Resonanz wesentlich bedingt ist; wir wollen nun 
suchen, diese Constanten für gewisse Fälle zu berechnen. Hierbei 
ist es erforderlich, das Geschwindigkeitspotential 9 für den ganzen 
zu betrachtenden Luftraum und für eine Bewegung zu ermitteln, die 
bei der cylindrischen Pfeife durch ihre Grundfläche, bei der cubischen 
durch einen beliebigen Theil der Gefasswand unterhalten wird-, das 
ist wieder nur möglich bei bestimmten Voraussetzungen über die 
ganze Begrenzung des Luftraums. Wir wollen festsetzen, dass für 
Entfernungen von der Oeffnung, die von der Ordnung der Wellen- 
länge oder grösser sind, der ins Unendliche sich erstreckende Luft- 
raum entweder gar nicht oder durch einen Theil. einer beliebigen 
Eegelfläche begrenzt ist, die ihre Spitze in der Oeffnung hat. Wir 
nennen r die Entfernung eines variabeln Punktes von dieser Spitze 
und nehmen an^ dass für Werthe von r, die von der Ordnung der 
Wellenlänge oder grösser sind, die Gleichung 19) 

A ü 

9) = — COS (xr — 2 nni) -| — sin (xr — 2 nni) 28) 

besteht, d. h. dass für Werthe von r von der bezeichneten Grössen- 
ordnung kugelförmige Wellen, die nach Aussen hin fortschreiten, 
vorhanden sind. Die Berechtigung zu dieser Annahme liegt darin. 
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dass man bei ihr ein q> finden kann, welches allen Bedingungen 
genügt^ die es erfüllen soll. 

Um den Anfangspunkt der r denken wir uns eine Eugelfläche 
beschrieben, die noch in der Region der kugelförmigen Wellen liegt, 
deren Radius aber unendlich klein gegen die Wellenlänge ist. Wir 
nennen dieselbe die Fläche 1 und bezeichnen ihr Element durch 
ds^] in Bezug auf dieses soll n die nach Aussen gerichtete Normale 
bedeuten. Um die cylindrische Pfeife und die cubische zusammen 
besprechen zu können, nennen wir den Querschnitt jener, den wir 
früher als den Querschnitt z = bezeichnet haben, auch die Fläche 
0; wir haben schon angenommen, dass sein Abstand von der Oefftiung 
unendlich klein gegen die Wellenlänge ist. Die beiden Flächen 1 und 
theilen den ganzen zu betrachtenden Luftraum in drei Theile ; für 
jeden von den beiden äusseren dieser Theile haben wir einen Aus- 
druck für g) bereits aufgestellt, nämlich in den Gleichungen 6), 23) und 
28); wir müssen noch für den mittleren Theil, der durch die Flächen 
und 1 begrenzt ist, einen solchen bilden und zwar so, dass q) und 

J^ an den Flächen und 1 stetig ist. Die Dimensionen dieses 

Theiles sind unendlich klein gegen die Wellenlänge; bezeichnet 
wiederum ^ eine beliebige der beiden Functionen tj/ und ij;", so 
kann man daher nach den im § 5. gemachten Auseinandersetzungen 
für ^ eine Lösung der Gleichung z/^ = nehmen, falls die Glei- 
chung 21) erfüllt wird, die bei unserer jetzigen Bezeichnung 



/'^^•«U+/'^^.|?=o 



ist; dieser Bedingung lässt sich neben den übrigen genügen. Wir 
können dann tp als das Geschwindigkeitspotential einer incompres- 
sibeln Flüssigkeit ansehn, die so sich bewegt, wie die Luft in einem 
gewissen Augenblick. Unter den Annahmen, die wir im § 2. und 
im § b. gemacht haben, befindet sich auch die, dass tp in allen 
Punkten der Fläche denselben Werth hat; in der That haben wir 
dort angenommen, dass der Querschnitt z = in der Region der 
ebenen Wellen liegt, und hier, dass die Geschwindigkeit in allen 
Punkten der Fläche senkrecht zu dieser ist; aus der Gleichung 
28) folgt, dass ^ auch in allen Punkten der Fläche 1 gleiche 
Werthe hat; für die feste Wand, die die Ränder der Fläche 

und 1 verbindet, ist ~ = 0. Es ergiebt sich hieraus nach 

Betrachtungen, die in der siebenzehnten Vorlesung angestellt sind, 
dass 

P^oH /'^*.|!=i^(V.-V'.) 29) 

ist, wo fF eine von der Gestalt des zwischen den Flächen und 1 

Ki rohhoff, Mechanik. 23 
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liegenden Raumes abhängige Constante bedeutet, die wir dort den 
Widerstand dieses Raumes nannten , indem wir einen Ausdruck der 
Elektricitötslehre auf die Hydrodynamik übertrugen. 

Die Functionen f und /"", deren Werthe für Punkte der Fläche 
zu ermitteln unsere Aufgabe ist^ sind^ soweit sie sich auf Punkte 
in oder zwischen den Flächen und 1 beziehn, specielle Fälle der 
jetzt betrachteten Function i)\ es kann daher in den Gleichungen ^9) 
^ = /*' und ^ = /^' gesetzt werden. Das soll geschehen ; dabei 
sollen die Werthe von f* und f in einem Punkte der Fläche 1 
durch /,' und /\" bezeichnet werden; r, sei der Radius dieser Fläche 
und K die Oefihung des Kegels, welcher den ins Unendliche sich 
erstreckenden Luftraum in hinreichender Entfernung von der Oeff- 
nung, wie wir annehmen, begrenzt. Aus 28) folgt dann bei Rück- 
sicht darauf, dass xr^ unendlich klein ist, 

Bei der cylindrischen Pfeife ist für die Fläche nach 7) 

^/! _ 1 ^H — o 

also, wenn den Querschnitt der Röhre bezeichnet, 

P'ol^-Q, /''*«K = 0. 31) 

Bei Rücksicht auf 30) und 31) geben die Gleichungen 29) 

= KB^^(r,"-Ax + j.'j 



also 



^ = |, i? = 



/•o=^(^ + ^)' /-o"»!^ 



Der Ausdruck von f^ lässt sich noch einfacher schreiben. Diese 
Grösse muss ihrer ursprünglichen Definition zufolge unabhängig 
von Tj sein, welches von einer gewissen Grössenordnung sein 
soll, im üebrigen jaber willkührlich gewählt werden kann. Es 
muss daher fV in gewisser Weise von r^ abhängen. In den Be- 
dingungen, aus welchen das durch 29) definirte W zu bestimmen 
ist, kommt x nicht vor; es sind diese Bedingungen dadurch er- 
halten, dass x = gesetzt ist. Die Festsetzung, dass xr^ unend- 
lich klein sein soll, beschränkt daher die Grösse nicht, die dem 
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Tj bei der Bestimmung von W gegeben werden darf. Wir wollen 
jetzt, die Bezeichnung ändernd,, den Werth, den fV erhält, wenn 
f] unendlich angenommen wird, W nennen; dann hat man 

ro = Off'y /'o''^^- 32) 

Bei der cubischen Pfeife treten an Stelle der Gleichungen 31) die 
Gleichungen 24), nämlich 



/^*«|7=l' /'^^o'£ = 



während die Gleichungen 30) ihre Gültigkeit behalten; hier ergiebt 
sich daher aus 29) 

fö-ff", fö'^l- 33) 



§ 7. 

Wir wollen nun für einige Fälle den Werth von fV aufsuchen; 
es ist das ein Problem, welches der Lehre von der Bewegung 
einer incompressibeln Flüssigkeit angehört. Von den Betrach- 
tungen, welche wir im § 4. der siebenzehnten Vorlesung über die 
Strömungen einer incompressibeln Flüssigkeit in den Normalen 
confocaler Ellipsoide angestellt haben, können wir eine Anwendung 
auf eine cubische Pfeife unter der Voraussetzung machen, dass die 
Oberfläche des Gefässes in der Nähe der Oeffnung und bis zu Ent- 
femangen von dieser, die gegen ihre Dimensionen unendlich gross 
sind, ein einschaliges Hyperboloid ist. Schreiben wir die Gleichung 
dieses Hyperboloids 



f* _l .V* _ 2^ 1 



und nennen K die Oeffnung seines Asymptotenkegels, so ist nach 
dem Ausdruck 31) der siebenzehnten Vorlesung 



Nimmt man 

c = 

an, so kommt man auf den Fall einer Oeffnung, die in einer dünnen, 
ebenen Wand sich befindet und von einer Ellipse, deren Halbachsen 
a und h sind, begrenzt ist; dabei wird 

Setzt man noch 

so wird die Oeffnung ein Kreis vom Radius R und 

23* 
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W 



2H 



Für den Ton stärkster Resonanz oder den Ton, der durch passendes 
Anblasen der Oeffiiung entsteht , erhält man daher in diesem Falle 
nach 33) und 27) 

Nun war 

2nn 



X 



a 



gesetzt; wo n die Zahl der Doppelschwingungen in der Zeiteinheit, 
a die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Schalles in der Luft 
bedeutet; nimmt man als Einheiten der Zeit und der Länge eine 
Sekunde und ein Millimeter an, setzt, trockener atmosphärischer Luft 
von der Temperatur von O^C entsprechend, 

a = 332 260 

und führt an Stelle des Radius R die Fläche S der Oeffiiung ein, so 
giebt die Gleichung 35) 

n = 56 174 ^ . 

Lange bevor dieses theoretische Resultat von Helmholtz abgeleitet 
war, hatte Sondhauss seine Beobachtungen über die Töne cubischer 
Pfeifen durch die Formel 



» = 52 400 



rs 



dargestellt. 

Wir wollen nun den Widerstand fV auch für eine gewisse Art 
von cylindrischen Pfeifen berechnen. Dabei schicken wir Folgendes 
voraus. Auf einem Theile der o;^- Ebene eines Coordinatensjstems 
sei eine Masse mit der veränderlichen Dichtigkeit h verbreitet und 
es sei V das Potential dieser Masse in Bezug auf den Punkt (x, y, z). 
In zwei Punkten, denen gleiche Werthe von x und y und entgegen- 
gesetzte von z entsprechen, hat dann V denselben Werth. Hieraus 
folgt erstens, dass, wenn z unendlich klein ist, V immer denselben 
Werih hat, mag z positiv oder negativ sein; was wir auch aus 
dem allgemeinen Satze schliessen können, dass das Potential einer 
einfachen Massenschicht bei dem Durchgange durch diese stetig ist. 

Zweitens folgt daraus, dass -k- für z «= auf beiden Seiten der 

a;y- Ebene entgegengesetzte Werthe hat. Verbindet man diese That- 
Sache mit dem durch die Gleichung 9) der sechszehnten Vorlesung 
ausgesprochenen Satze, indem man etwa die Richtung von tii mit 
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der Richtung der z- Achse zusammenfallen läset, so findet man^ dass 
f&r ein unendlich kleines z 

« = — 2 7ih, wenn z positiv 

und == + 2^^; wenn z negativ 

ist; es folgt daraus unter Anderem^ dass für die Theile der o^j^-Ebene^ 

die nicht mit Masse belegt sind^ für die also A s= ist^ -^ 

verschwindet. 

Nun wollen wir durch ds ein Element eines Theiles der 
xy- Ebene bezeichnen, der die Fläche S heissen möge; r sei die 
Entfernung des Punktes (x, y, z) von ds, e eine solche Function 
der Coordinaten von ds, dass immer, wenn der Punkt {x, y, z) m 
der Fläche S liegt, 



f 



= 1 



ist, endlich c eine willkührliche Gonstante. Wir betrachten eine 
Function ^ von x, y, z, die wir dadurch definiren, dass wir für 
negative Werthe von z 

, Ceds , (*d8 

für positive Werthe von z 



* /'-? + ''/? + 2 + 4« 



cz 



setzen. Dieses ^ genügt im ganzen Räume der Gleichung zi^ = 0; 
es hat femer die Eigenschaft, wie aus den vorausgeschickten Be- 
merkungen sich ergiebt, dass ^ und -^ an der Fläche S stetig sind, 

während sie an dem übrigen Theile der xy- Ebene Sprünge erleiden; 
in der That ist an einem Puukte der Fläche S auf der einen, wie 
auf der andern Seite 

|j = 2«(« + c); 36) 

weiter ist an der a;y- Ebene ausserhalb der Fläche 5 auf der Seite 
der negativen z 

dz ^' 
und in der Unendlichkeit ist für negative Werthe von z 

für positive 37) 
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Dem Punkte {x, y^ z) weisen wir nun ein Gebiet an, das durch 
folgende Flächen vollständig begrenzt ist: durch eine Halbkugel, die 
auf der Seite der negativen z mit einem unendlich grossen Badius 
um den Anfangspunkt der Goordinaten beschrieben ist, durch den 
Theil der a;j/ -Ebene, der zwischen dem Rande dieser Halbkugel 
und dem Rande der Fläche S liegt, durch einen Theil der Ebene, 
für welche z den unendlich grossen positiven Werth L hat, und 
einen Theil der Fläche, welche durch den Rand von S geht und die 
Flächen ^ = const. senkrecht schneidet, einer Fläche, welche für 
unendlich grosse positive Werthe von z eine der z- Achse parallele 
Cylinderfläche ist. In diesem Gebiete hat die Function ^ alle 
Eigenschaften eines Geschwindigkeitspotentials einer incompressibeln 
Flüssigkeit; betrachten wir sie als ein solches, so sind die unend- 
lich grosse Halbkugel und die Ebene z = Z Flächen gleichen 
Geschwindigkeitspotentials, die übrigen Grenzflächen können als 
feste Wände angesehen werden. Bezeichnet man durch Q den 
Querschnitt der Röhre, welche zu diesen gehört, für unendlich 
grosse positive Werthe von z, so ergiebt sich dabei aus 37) für 
den Widerstand W des von der betrachteten Flüssigkeit erfüllten 
Raumes 

Dieser Ausdruck von iV lässt sich noch auf eine andere Form 
bringen; wir setzen 

d. h. wir bezeichnen durch iS die Grösse der Fläche, die wir schon 
mit demselben Buchstaben benannt haben, durch y die elektrische 
Gapacität der Fläche S] berechnen wir aus 36) und aus 37) das 
Volumen der in der Zeiteinheit durch einen Querschnitt tretenden 
Flüssigkeitsmasse und setzen die beiden so erhaltenen Ausdrücke 
einander gleich, so erhalten wir 

2ä (y + cS) =s4Äcß, 
y 



TF = 



^'^' ^ = 20-5' 

Ist die Fläche S oder, wie wir nun sagen wollen, die OefiEhung der 

Pfeife eine Ellipse, so gilt für - der Ausdruck 30) der siebenzehnten 

Vorlesung; aber es ist in diesem Falle schwierig, die Gestalt der 
Röhre, d. h. der Fläche, die die Flächen ^ = const. senkrecht 
schneidet und durch den Rand der Oefihung geht, zu finden. Ver- 
hältnissmässig leicht ist dieses, wenn die OefFnung ein Ejreis ist, da 
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dann die Rohrenwand eine Rotationsfläche ist und die im § 2. der 

achtzehnten Vorlesung besprochene Methode zu ihrer Berechnung 

benutzt werden kann. Ist die Fläche S ein Kreis von dem Radius 

Äj, so ist 

2/?, 

nennt man R den Radius des Querschnitts Qy so ist daher 
Ist dabei noch 

Ä, = Ä; 

so erhält man hieraus 



^=K'^+^'')- 



Für den letzten Fall hat Helmholtz die Berechnung der Röhrenwand 
durchgeführt und gefunden^ dass diese fast genau cylindrisch 
ist; ihr Radius ist an keiner Stelle kleiner als R und das Maximum 
desselben ungefähr 1,02 R. 



Fünfundzwanzigste Vorlesung. 

(Bewegung einer incompresBibeln Flüssigkeit, auf deren Theile Kräfte wir- 
ken. AusfluBs einer schweren Flüssigkeit aus der Oeffnung eines Gefässes. 
Torricelli'sches Theorem. Stationäre Bewegung eines flüssigen Ellipsoids, dessen 
Theile gegen einander gravitiren. Bewegung eines solchen, die stationär ist 
in Bezug auf ein rotirendes Achsensystem. Unendlich kleine Schwingungen 
einer schweren Flüssigkeit. Wellen einer schweren Flüssigkeit von endlicher 
Höhe. Nichtstationäre Bewegung eines gravitirenden, flüssigen Ellipsoids.) 

§ 1. 

Unsere bisherigen Entwiekelungen setzten yoraus^ dass auf die 
Theile der Flüssigkeit nicht Kräfte wirken; wir wollen jetzt an- 
nehmen^ dass solche yorh|mden sind, dabei aber uns auf die Be- 
trachtung einer incompressibeln Flüssigkeit beschränken. 

Wenn ein Geschwindigkeitspotential, qp, existirt und die wirken- 
den Kräfte das Potential V haben, so ist nach den Gleichungen 20) 
und 21) der fünfzehnten Vorlesung 

^ - P = -aH * ((|-1)' + (|f )' + (-af i> 

und 

^9 = 0, 2) 

WO p den Druck bedeutet und die Dichtigkeit s= 1 gesetzt ist. Ist 
der Raum, den die betrachtete Flüssigkeit erfüllt, ein einfach zu- 

sammenhängender, und ist für alle Elemente seiner Oberfläche ^ 

gegeben, so bestimmt, wie wir gesehn haben, die Gleichung 2), in 
der die Kräfte nicht vorkommen, die Bewegung vollständig. Um 
die Bewegung unter den genannten Voraussetzungen zu ermitteln, 
ist die Kenntiiiss der Kräfte gar nicht nöthig^ diese wird nur er- 
fordert, wenn man die Aenderungen finden will, die der Druck der 
Zeit und dem Orte nach erfährt, und hierzu dient die Gleichung 1). 

Wenn aber für einen Theil der Oberfläche der Flüssigkeit ^, für 

den anderen der Druck gegeben ist, so haben die wirkenden Kräfte 
wesentlichen Einfluss auf die Bewegung, und diese lässt sich nur 
berechnen, wenn man die Gleichung 1) zu Hülfe zieht. 

Es sei die Schwere die einzige wirkende Kraft und die z- Achse 
vertikal abwärts gekehrt; wir können dann 
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V = gz 

setzen; und; bezeichnen wir für den Äugenblick die ganze Geschwin- 
digkeit durch V, so wird die Gleichung 1) 

gz-p=^\} + \vK 3) 

Nun denken wir uns, dass die Flüssigkeit in einem ruhenden Ge- 
fasse enthalten ist und aus einer Oefihung desselben in einem Strahle 
ausfliesst; auf ihre Oberfläche in dem Gefässe und auf die Oberfläche 
des Strahls übe die Atmosphäre einen constanten Druck aus. Wenn 
die Dimensionen der Ausflussöffnung klein genug sind gegen die 
Dimensionen des GefässeS; so ist eine Bewegung möglich, bei der 
die Oberfläche im Gefiisse in jedem Äugenblicke unendlich wenig 
von einer horizontalen Ebene abweicht, die Geschwindigkeit in dieser 
unendlich klein ist und die Differentialquotienten der Componenten 
der Geschwindigkeit nach der Zeit überall unendlich klein sind. 
Diese Bewegung fassen wir ins Auge. Wenden wir die Gleichung 3) 
einmal auf einen Punkt der Oberfläche des Strahls an, dann auf 
einen Punkt der Oberfläche im Gefässe, ziehen beide Resultate von 
einander ab und erwägen, dass 



^/(l? '- + 1:- 'y + If '^) 



unendlich kleinvist, wenn die Integration über eine beliebige Linie 
ausgedehnt wird, die die beiden gedachten Punkte verbindet und ganz 
in der Flüssigkeit liegt, so erhalten wir 

v = /2g~z , 

wo V die Geschwindigkeit in dem in der Oberfläche des Strahls ge- 
wählten Punkte, z die Tiefe dieses Punktes unter der Oberfläche im 
Gefässe bedeutet. Diese Gleichung spricht das sogenannte Torri- 
ceili'sche Theorem aus. 

lieber die Gestalt des Strahles lässt sich bei den jetzigen Hülfs- 
mitteln der Analysis nur sehr Weniges feststellen; es ist das nicht 
auffallend, da schon in dem Falle, dass keine Kräfte wirken, nur 
einzelne Strahlenformen unter der Voraussetzung sich finden lassen, 
dass die Bewegung überall einer Ebene parallel ist. Nimmt man die 
Dimensionen des Querschnitts des Strahles als unendlich klein an, 
so kann man den Druck, der in der Oberfläche allgemein dem der 
Atmosphäre gleich ist, als in dem ganzen Strahle constant betrachten 
ausser in dem Theile, der unendlich nahe an der Ausflussöffnung 
liegt, in dem die Componenten der Geschwindigkeit unendlich schnell 
sich ändern. Fasst man einen Theil des Strahles ins Äuge, der durch 
zwei unendlich nahe Querschnitte begrenzt ist, so kann man hiemach 
schliessen, dass dieser so sich bewegt, wie ein freier materieller 
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Punkt, auf den die Schwere wirkt, d. h. in einer Parabel, deren 
Achse vertikal ist. Ist die Bewegung als eine stationäre anzusehn^ 
so ist der Strahl die Bahn, welche alle Theilchen beschreiben, also 
eine solche Parabel. 

Dieselbe Schlussweise lässt sich auch auf einen etwas allge- 
meineren Fall anwenden. Es ströme die Flüssigkeit durch einen un- 
endlich engen Schlitz aus, der gerade oder gekrümmt, und in dem 
letzten Falle in sich zurückkehrend oder nicht sein kann; sie bildet 
dann eine unendlich dünne Lamelle, in der man den Druck überall 
als gleich ansehn darf. Irgend ein Theilchen derselben bewegt sich 
daher, wie ein freier materieller Punkt, also in einer Parabel mit 
vertikaler Achse, und, ist die Bewegung eine stationäre, so ist die 
wSüssige Schicht aus solchen Parabeln zusammengesetzt, die durch 
die einzelnen Punkte des Schlitzes gehn. 

§ 2. 

Wir wollen uns jetzt mit einer stationären Bewegung einer in- 
compressibeln Flüssigkeit beschäftigen, bei der andere Kräfte als die 
Schwere wirken und kein Geschwindigkeitspotential vorhanden ist 
Es soll sich um eine Flüssigkeit handeln, deren Theile einander nach 
dem Newton'schen Gesetze anziehen und auf deren Oberfläche ein 
constanter Druck wirkt; wir werden aus den Euler'schen hydrodyna- 
mischen (zleichungen beweisen, dass diese in einer gewissen statio- 
nären Bewegung sein kann, während ihre Oberfläche ein dreiachsiges 
EUipsoid ist, zwischen dessen Achsen eine bestimmte Relation besteht. 
Zu diesem Zwecke nehmen wir an, dass zwischen den Geschwindig- 
keitscomponenten %i, v, w und den Goordinanten x, y, z des Punktes, 
auf den diese sich beziehn, die Gleichungen 

V = a^^x + a^^y + a^^z A) 

bestehn, in denen die 9 Grossen a^^, a^2> - - Constanten sind. Die 
Gleichung 12) der fünfzehnten Vorlesung giebt für diese die Bedingung 

«11 + «22 + ö^3» = <^- 5) 

Setzt man die Werthe von u, v, w aus 4) 'in die Gleichungen 10) 
der fünfzehnten Vorlesung, so werden die linken Seiten derselben 
lineare, homogene Functionen von x, y, z; die rechten Seiten wer- 
den es auch, wenn man über P (das ist dasselbe, wie p, da wir die 
Dichtigkeit = 1 gesetzt haben) passend verfügt. Schreibt man die 
Gleichung der Oberfläche der Flüssigkeit 
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so ist nämlich . 

V = Const — 7t{Ax^ + Biß + Cz^) , 7) 

wo A, By C die durch die Gleichungen 4) der zwölften Vorlesung 
bestimmten Constanten sind, wenn man die Einheiten der Masse, 
Länge und Zeit so gewählt hat, dass die Kraft, mii der zwei Massen 
einander anziehn, gleich ihrem Producte, dividirt durch das Quadrat 
ihrer Entfernung ist. Man erreicht daher den genannten Zweck, 
wenn man p einer homogenen Function zweiten Grades von x, y, z, 
zu der eine Gonstante addirt ist, gleichsetzt. Man erreicht zugleich^ 
dass der Druck an der Oberfläche, constant wird, wenn man 

p = Const + (T (^1 - 5 _ -^ _ L^ 8) 

macht, wo ö eine Gonstante bedeutet. 

Die in Rede stehenden DiflPerentialgleichungen werden für alle 
Werthe von Xy y, z erfüllt, wenn man die Goefficienten dieser Va- 
riabein in ihnen einander gleichsetzt; mit Hülfe von 7) und 8) erhält 
man dadurch 

«^11 «11 + «12«21 + «130^31 == J — 27CA 

«11^12 + «12^22 + Öfl3«32 =" ^ 
<^ll«13 + «12 «23 + «13 «33 == 

«21 «11 + «22 «21 + «23 «31 = ^ 

2 o 
«2l«rj + «22«22 + «23«32 = "^Y — 2 JT /? 9) 

«21 «13 + «22 «23 + «23 «33 = ^ 

«31 «11 + «32 «21 + «33 «31 =^ ^ 
«31 «12 + «32 «22 + «33 «32 = ^ 

«31«13 + «32 «23 + «33«33 "^ ~^ 2 7CC . 

Noch zu erfüllen ist die Bedingung, dass die Theilchen der Ober- 
fläche in dieser bleiben; nach der Gleichung 31) der zehnten Vor- 
lesung ist hierzu erforderlich, dass, wenn die Gleichung 6) besteht, 



ist, dass also allgemein diese Gleichung erfüllt wird. 
Hieraus ergeben sich die sechs Gleichungen 

«11=0 , «22 = , «33 = 

^+^ = 0, ^ + ^ = 0, ^ + ^ = 0. 

In Folge der drei ersten von diesen wird die Gleichung 5) erfüllt 
nnd die Gleichungen 9) nehmen diese einfachere Form an: 



10) 
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^n^n + ^13^31 = ^ — 2ä^, ö,3Ö32 = 0, «12023 = 

2 ff 
Ö23Öf32 + «21^12 = -^ — 2ä^, «210,3 = 0, «23^31 =0 ^^) 

«31 «13 + «32«23 = ^ — 2 ä(7 , «32 «21 = ^ , «34 öjj = . 

Diesen und den drei letzten der Gleichungen 10) Kann durch meh- 
rere Werthsysteme der Unbekannten genügt werden. Ihnen kann 
genügt werden, wenn man 

«13 = 0, «23 = 0, «31=0, «32 = 

annimmt, so dass von den 9 Grössen «,|, «j,, • • nur die beiden a^^ 
und «21 von Null verschieden bleiben. Die Gleichungen 10) und 1 1) 
werden dann 

«,2«2i = ^-2ar^ = y~2Ä^, = y-2^^, 



oder, wenn man 
setzt und 6 eliminirt. 



«i2«2i = — »«^ 



a b 



X 

n 



«12 ~b ^ ^ ^2* ~ tf ^ 

Diese Doppelgleichung ist dieselbe, wie die Gleichung 6) der zwölf- 
ten Vorlesung^ wenn man die dort mit v bezeichnete Grösse = - 

d. h., da wir hier /ti = 1 angenommen haben, wenn man die dort 
mit w bezeichnete Grösse = x macht. Hieraus folgt, dass die durch 
die Gleichungen 

w=~xy, t;= xar, m; = 

bestimmte Bewegung bestehen kann^ wenn die Flüssigkeit ein EUip- 
soid bildet, welches mit der Drehungsgeschwindigkeit x um die 
z- Achse wie ein fester Körper rotiren kann. Nach den an dem an- 
geführten Orte gemachten Angaben giebt es drei solche Ellipsoide, 
zwei abgeplattete Rotationsellipsoide, deren Rotationsachse die z- Achse 
ist, und ein dreiachsiges, vorausgesetzt, dass x innerhalb gewisser 
Grenzen liegt. Bildet' die Flüssigkeit eins der beiden Rotationsellip- 
soide, so sind die hier und dort betrachteten Bewegungen ganz die- 
selben; sie sind aber verschieden im Falle des dreiachsigen EUipsoids. 

Die Bewegung der Theile eines dreiachsigen flüssigen EUipsoids, 



I 

t ! 
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die wir so gefunden haben ; ist von Dirichlet*) entdeckt; die Be- 
trachtungen, die uns zur Kenntniss derselben geführt haben, lassen 
sich, wie wir zeigen wollen , leicht so verallgemeinern, dass sie eine 
Bewegung geben, von der die eben besprochene einen speciellen Fall 
bildet und die Bewegung, bei der das dreiachsige Ellipsoid wie ein 
fester Körper rotirt, einen anderen. 

Wir nehmen an, dass die Flüssigkeit durch ein Ellipsoid be- 
grenzt ist, welches um eine seiner Achsen mit der constanten Winkel- 
geschwindigkeit A rotirt; wir beziehen die Bewegung aller Flüssigkeits- 
theile auf ein Goordinatensystem , dessen Achsen die Achsen dieses 
Ellipsoids sind; die z- Achse sei die Rotationsachse, die Gleichung 6) 
wieder die Gleichung des Ellipsoids. Nach den Betrachtungen, welche 
zu den Ausdrücken 5) der neunten Vorlesung geführt haben, darf 
man bei der Bildung der DiflPerentialgleichungen der Bewegung davon 
absehn, dass das eingeführte Goordinatensystem rotirt, falls man zur 
X- und y-Gomponente der auf die Masseneinheit bezogenen, auf ein 
Flüssigkeitstheilchen wirkenden Kraft resp. hinzufügt 

^^x — 2Xv und A2y-f-2At/. 

Nimmt man an, dass die Bewegung, bezogen auf das genannte Goor- 
dinatensystem, eine stationäre ist, so ergeben daher die Gleichun- 
gen 10) der fünfzehnten Vorlesung bei Rücksicht auf die Gleichun- 
gen 7) und 8) 

Setzt man in diese Gleichungen für u, v, tv ihre Werth'e aus 4), 
so werden sie für alle Werthe von x, y, z erfüllt, falls die neun 
Gleichungen bestehn, deren linke Theile die linken Theile der Glei- 
chungen 9) und deren rechte Theile 



%" 2 


Ä^-f 


A2- 


-2Aflf2i, 




2;ifl22, - 


-2Artr23 


2Afl,i, 


2 a 


-2 


TtB -f A2 


+ 


2Aa,2, 


2Aflr,3 


0, 






0, 




2a 


27tC 



sind. Zu diesen neun Gleichungen kommen, wenn die gedachte Be- 
wegung eine mögliche sein soll, ungeändert die Gleichungen 5) und 
10). Allen diesen Bedingungen genügt man, wenn man 



*) Abhandlungen der Königl. Gesellschaft der WissenBchaften zu Götiingen, 
achter Band, 1860. 
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and 



fl,,=0, flr22 = 0, ^33 = 

0,3 = , a^^ = , flfjj = , a^^ = 



«II I ''«i 



" Ji 4» !:«1 



«12% = y-27r/^ + A2 — 2Aöjj ==y ~2ä^ + A^ + 2Aflr,2 



= ^-2;r(7 



c« 



macht. Setzt man wieder 



«12 = f ^ ; «21 = — ^ ^ ; also fl.jflr^i = — x2 

und eliminirt 6, so erhält man die beiden Gleichungen zwischen 

X, A, a, bj c 

fl2 (x2 + A2) + 2 xAfl^^ = 2 Ä (ö^^ — c^C') 

2,2 (^2 ^ A2) + 2 xAö^^ = 2 TT (^^2^ — c'^;) . -* 

Sind üj by c beliebig gegeben, so können x und X aus diesen 
Gleichungen berechnet werden; die Werthe, die man dafür findet, 
und die gegen einander vertauscht werden können, sind aber nicht 
immer reell, d. h. die durch die entwickelten Gleichungen dargestellte 
Bewegung ist nicht immer eine mögliche. Wir wollen hier die 
Grenzen des Gebietes nicht aufsuchen, in dem die Verhältnisse 
a : b : c liegen müssen, damit die Gleichungen 12) reelle Werthe von 
X und A ergeben; ein einfacher Fall, in dem dieses stattfindet, ist 
der, dass 

b^ = c^ und fl* > c^ 

ist, in welchem Falle die zweite der Gleichungen 12) 

^(x2 + A2) + 2xAfl = 
wird. 

§3. 

Die Euler'schen hydrodynamischen Differentialgleichungen sind 
denen von Lagrange vorzuziehn, wenn die Bewegung, um die es 
sich handelt, eine stationäre oder eine solche ist, die, wie die im 
vorigen § zuletzt betrachtete, sich dadurch auf .eine stationäre zurück- 
führen lässt, dass man sie auf ein bewegtes Coordinatensystem be- 
zieht. Ihre Anwendung ist auch dann bequem, wenn die Verrückungen 
und Geschwindigkeiten der Flüssigkeitstheile unendlich klein sind; 
solche Fälle bildeten den Gegenstand der beiden vorigen Vor- 
lesungen; mit einem Falle, der auch hierher gehört, wollen wir ans 
nun beschäftigen, nämlich mit den unendlich kleinen Schwin- 
gungen einer schweren incompressibeln Flüssigkeit. 
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Wir setzen voraus, dass ein Geschwindigkeitspotential (p existirt; 
die partielle Differentialgleichung, mit der wir es zu thun haben, 
ist dann wieder die Gleichung z/g? = 0. Die Flüssigkeit soll theil- 
weise von festen Wänden begrenzt sein; für alle Elemente dieser 
ist dann 

'^ = 0; ' 13) 

sie soll aber auch eine freie Oberfläche darbieten, welche unendlich 
wenig von einer horizontalen Ebene abweicht, und auf welche ein 
constanter Druck ausgeübt wird; es muss zunächst die Grenz- 
bedingung aufgesucht werden, der (p an dieser freien Oberfläche 
zu genügen hat. Wir nehmen die a:y- Ebene des Coordinaten- 
Systems unendlich nahe an der freien Oberfläche, die z- Achse 
vertikal abwärts gekehrt an; in der Gleichung 1) können wir dann 

V=C+ffz 

setzen, wo C eine Constante bedeutet, über die wir nach Willkühr 
verfügen dürfen. Bezeichnen wir die Geschwindigkeiten als unend- 
lich kleine Grössen erster Ordnung und vernachlässigen in der 
Gleichung 1) unendlich kleine Grössen zweiter Ordnung, so er- 
halten wir 

Setzen wir C = dem constanten Druck , der auf die Oberfläche 
wirken soll und wenden diese Gleichung auf die Oberfläche an, so 
erhalten wir als Gleichung derselben 

^z = |f. 14) 

Wir beziehn diese auf ein gewisses Flüssigkeitstheilchen an der 
Oberfläche, differentiiren sie nach i und vernachlässigen die auf der 
rechten Seite dabei auftretenden unendlich kleinen Grössen zweiter 
Ordnung; wir erhalten dann 

In dieser Gleichung sind für z die unendlich kleinen Werthe 
zu setzen, die der Oberfläche entsprechen; statt dessen kann man 
in ihr 

machen. 

Die Gleichungen 13) und 15) sind die Grenzbedingungen, denen 
gemäss fp zu bestimmen ist. Es ist leicht, ihnen für gewisse specielle 
Fälle zu genügen. Wir setzen 

q> = ZU 16) 
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und nehmen an, dass Z eine Function von z und /, ü eine Func- 
tion von X und y ist; der Gleichung 13) kann dann genügt 
werden, falls die Flüssigkeit seitlich durch eine vertikale Cylinder- 
fiäche, unten durch einen horizontalen Boden begrenzt ist; für jene 
muss dann 

für diesen 

dz 



d 



z 



18) 



gemacht werden. Die Gleichung z/ 9? = wird durch 16) 
ihr wird genügt, wenn man 

setzt, wo X eine Gonstante sein soll. Ist für den Boden 

z = Ä, 

so folgt aus 19) und 18) 

Z= M (^»(Ä-*) + d-«<^-*)) , 21) 

wo e die Basis der natürlichen Logarithmen bedeutet und M eine 
Function von t ist. Diese bestimmt sich aus der Gleichung 15), 
welche durch 16) und 21) wird 

hieraus folgt 

AI = A cos '-^ 2 jr , 22) 

wo A und /a zwei willkührliche Constant^n bedeuten und 



ist. Die Gleichung, die man aus 16) durch 21) und 22) erhält, 
stellt, vorausgesetzt, dass U den Gleichungen 20) und 17) gemäss 
bestimmt werden kann, eine Bewegung dar, bei der jedes Flüssig* 
keitstheilchen Schwingungen ausführt, deren Dauer T ist. Der für 
T angegebene Ausdruck vereinfacht sich wesentlich in den Fällen, 
dass xh als unendlich gross oder als unendlich klein angesehen 
werden kann: im ersten Falle ist 
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im zweiten^ wie die Entwicklung der Exponentialgrössen zeigt ^ 

Wir wollen die Bestimmung der Function U nur für den einfachsten 
Fall ausführen; wir wollen nämlich annehmen, dass der horizontale 
Querschnitt der Flüssigkeit ein Rechteck ist; dessen Seiten den 
Achsen der x und y parallel sind, und dass U von y unabhängig ist. 
Die Gleichung 20) wird dann 

und ihr allgemeines Integral ist 

cos X {x — X^^) y 

WO Xq eine willkührliche Constante bedeutet, multiplicirt mit einer 
zweiten willkührlichen Constanten. Wenn für die Wände, die die 
Flüssigkeit in der Richtung der o;- Achse begrenzen, 

X = und X = l 

ist, so erfordert die Gleichung 17), dass für diese Werthe von x 

1-^ = 

dx 

ist; man genügt dem, wenn man 

x,^0, x^'-p 24) 

macht, wo n eine ganze Zahl bedeutet. Man hat hiernach 

e ^ + tf ' j • 

Man erfüllt auch alle Bedingungen, die zu erfüllen sind, wenn man 
(p gleich einer Summe solcher Ausdrücke setzt, wie der aufgestellte 
einer ist, und die sich von einander unterscheiden durch die 
Werthe der ganzen Zahl n und der Constanten A und t^] man kann 
also auch 

9 = ^ Mn COS -^ 2ä + ^«sin yr2ÄJU ' +^ ' Jcos-^ä 

setzen ; wo die Summe nach n zu nehmen ist, A„, Bn willkührliche 
Constanten sind und Tn den aus 23) und 24) zu berechnenden Werth 
von T bedeutet. Wir bemerken, ohne näher darauf einzugehn, dass 
die Constanten An, Bn mit Hülfe der sogenannten Fourier'schen 
Reihen, sich so bestimmen lassen, dass die Bewegung einem be- 
liebigen Anfangszustande entspricht, d. h. dass für / »= und für 

die Oberfläche z — , d. i. nach 14) - — — ^°^ ä^ beliebig gegebenen 

Functionen von x gleich werden. 

Kirchhof f, Mechanik. 24 
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Wir wollen noch den Fall ins Auge fassen^ dass die Flüss^keit 
in der Richtung der a;- Achse als unbegrenzt angesehn werden kann, 
d. h. dass für keinen Werth von x einer Grenzbedingung zu genügen 
ist. Die Gleichungen 24) brauchen dann nicht erfüllt zu werden; 
es bleibt x und, wenn wir 

machen, A willkührlich^ und wir können 

Q A2n hin 

setzen. Die hierdurch dargestellte Bewegung besteht in Wellen, die 
in der .Richtung der X-Achse fortschreiten, deren Wellenlänge A und 
deren Fortpflanzungsgeschwindigkeit 

= ^ , d. h. = 




hin 



ist. Diese Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist im Allgemeinen Ton 
der Wellenlänge abhängig ] sie ist es nur dann nicht, wenn X als 
unendlich gross gegen die Tiefe h angesehn werden kann, in welchem 
Falle sie 



ist. Ist im Gegentheil h unendlich gross gegen A, so ist die Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit 

Die Bahn, welche ein Flüssigkeitstheilchen beschreibt, findet 
man auf dem folgenden Wege. Es seien a: + S, y, x^ + J die 
üoordinaten zur Zeit t des Theilchens, dessen Goordinaten x, y, z 
zur Zeit / = sind; es ist dann 

d^ d^ rff djp 

dt~ dx^ dt~ dz' 

d. h. nach 25) 

(e^*''_e--T-*»)cos(|.-f)2«, 
woraus folgt 



d| Ä2 

dt 
,. . « - A — « _ h—z 

di A2n 

de 
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5 = Yy + ^ / V^^ *^'7' — £) 2 Ä — COS -jp-j 

Darch Elimination von i ergiebt sich hieraus 



wenn 



_^(,^'- + e-*-^*'') 



gesetzt wird. Das ist die Gleichung einer Ellipse, deren Halbachsen 
horizontal und vertical sind und die Längen a und c haben. Ist h 
unendlich gross , während A und z endlich sind, so ist a = c\ alle 
Flüssigkeitstheilchen beschreiben dann Kreise.*) 

§4. 

Wir wollen jetzt die hydrodynamischen Differentialgleichungen 
von Lagrange auf einige Bewegungen einer incompressibeln Flüssig- 
keit, auf deren Theile Kräfte wirken, und auf deren freie Oberfläche 
ein constanter Druck ausgeübt wird, anwenden. Der erste Fall, den 
wir betrachten, ist der, dass Wellen gewisser Art von endlicher 
Höhe in einer schweren Flüssigkeit fortschreiten. Wir setzen wieder 
die Dichtigkeit der Flüssigkeit ==l, wählen die z- Achse vertical 
abwärts gekehrt und nehmen an, dass die Bewegung überall parallel 
der xz- Ebene vor sich geht. Die Gleichungen 7) der fünfzehnten 
Vorlesung geben dann, wenn man 

^ = y • 

setzt, 

^x dx , / d'z /,\ ?A j« ?jP. 

da • [dt* ^j a« ' a« ~ 



dt* 



d^x dx , / d^z >,\ ^ I ^ • 

dt* de • \dt* ^)dc'^dc~^ 



26) 



die Gleichungen 8) und 3) derselben Vorlesung werden 

, dD^ ^ ^ dx^dz dx dz 

dt ' da de de da 

Es können hier a und c irgend zwei Variable sein, deren Werthe 
zusammen mit y ein Flüssigkeitstheilchen eindeutig bestimmen; 



*) Vergl. Holtzmann, Programm der Polytechnischen Schule in Stutt- 
gart, 1858. 

24* 
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hierzu ist erforderlich, dass in dem von der betrachteten Flüssigkeit 
erfüllten Räume D weder unendlich wird noch verschwindet; im 
Uebrigen lassen wir die Bedeutung von a und c vorläufig unbe- 
stimmt. Wir werden zeigen, dass den aufgestellten Gleichungen ge- 
nügt wird durch 

X — a^==r sin d* , z — c = r cos ^ 

wo A und T zwei Constanten, r eine Function von c bedeuten, über 
die zu verfügen wir uns vorbehalten. Hierdurch ist ausgesprochen, 
dass ein jedes Flüssigkeitstheilchen in einem Kreise mit gleich- 
bleibender Geschwindigkeit so sich bewegt, dass T die Dauer 
eines Umlaufs ist. Aus den für x und z angenommenen Ausdrücken 
folgt 

- - = 1 -4- r cos Ir , o- = ^r- sm v* 
da ^ X ^ de de 



% = 



also 



77-= ;-rsin^5 - = ia--- cos v , 



28) 



Da D von / unabhängig sein soll und %^ von / abhängt, so muss 

dr 2w 

dc~ T 

und 



r 29) 



X de 

sein. Die erste von fliesen Gleichungen giebt 



^=1 + ^'-^. 30) 



e 



r=Re ^ , 31) 

wo R eine willkührliche konstante ist. 

Aus den für x und z angenommenen Ausdrücken folgt weiter 

d^x /2«\2 ^ . ^ d«z /2»\2 ^ ^^^ ^ 

Substituirt man diese Werthe in die Gleichungen 26) und benutzt 
28) und 29), so werden dieselben 






Man genügt beiden, wenn man zwischen den bisher willkührhch 
gelassenen Constanten T und k die Relation 
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festsetzt und p so als Function der einen Variabeln c bestimmt, dass 

ist. Ist p = Po für c = 0, so folgt aus dieser Gleichung 



4ft 



P=Po + ff{c-'lR^(l-e ^')). 

An der freien Oberfläche müssen stets dieselben Flüssigkeitstheilchen 
sich befinden und der Druck soll in ihr ein constanter sein; wir 
genügen diesen beiden Bedingungen , wenn wir annehmen, dass für 
die freie Oberfläche 

p = Po ^^^ c = 

ist. Im Uebrigen nehmen wir die Flüssigkeit als unbegrenzt an; 
es variirt dann a zwischen — oo und -|- oo, c zwischen und -|- oo. 
Die Constante R darf einen gewissen Werth nicht überschreiten, 
damit in keinem Punkte der Flüssigkeit D verschwinde. Aus 30) 
und 31) folgt 

2 47r 



es darf also B nicht grösser als 



e ^ ; 



L 32) 

sein. 

In X und z ausgedrückt, erhält man die Gleichung der freien 
Oberfläche zur Zeit /, wenn man in 27) c = setzt und a und d" 
eliminirt; sie ist daher das Resultat der Elimination von d" aus den 
Gleichungen 

x — 4 ^ = Ä sin ^ + -^ ^ 
z = Rcos d' . 

Da X und / hier nur in der Verbindung x — j,t vorkommen , so 

schreitet die Oberfläche mit der Geschwindigkeit -^ in der Richtung 

der o;- Achse ohne Gestaltsänderung fort. Für irgend einen Werth 
von / ist ihr Schnitt mit der xz- Ebene eine Cycloide; der Kreis, bei 
dessen Rollen sie durch einen Punkt beschrieben wird, hat den 
Radius R, sein Mittelpunkt bewegt sich auf der x- Achse; der Punkt, 

der sie beschreibt, befindet sich im Abstände ^ vom Mittelpunkte. 
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Erhält R seinen in 32) angegebenen Grenzwerth, so erhält die 
Cycloide Spitzen. 

Bei der hier betrachteten Bewegung existirt nicht ein Ge- 
schwindigkeitspotential; es rotiren die Flüssigkeitstheilchen um die 
^-Ach^se. Nennt man % die Rotationsgeschwindigkeit; so erhält man 
aus den Gleichungen 15) und 14) der fünfzehnten Vorlesung 

rv dx ^ dx 

o *j ^ dt dx dt dx 

^ da de de da 

o dz r, dz 

, dt dz dt dz 

' da de de da ' 

also nach 28) und 29) 

Die in diesem § erörterte Bewegung ist von Rankine*) entdeckt. 

§5. 

Wir kehren nun noch einmal zur Betrachtung einer Flüssigkeit 
zurück, wie wir sie im § 2. uns gedacht haben ; also einer Flüssig- 
keit; deren Theile nach dem Newton'schen Gesetze einander anziehn 
und auf deren Oberfläche ein constanter Druck wirkt, lassen aber 
die dort gemachte Voraussetzung fallen^ dass ihre Bewegung eine 
stationäre ist oder auf eine solche dadurch zurückgeführt werden 
kann; dass man sie auf ein passend bewegtes Coordinatensystem 
bezieht. Wie Dirichlet in der schon im § 2. angeführten Abhand- 
lung gezeigt hat, erhält man mögliche Bewegungen einer solchen 
Flüssigkeit; wenn man annimmt; dass die Coordinaten eines jeden 
Theilchens lineare Functionen ihrer Anfangswerthe sind und im An- 
fange die Flüssigkeit ein EUipsoid bildet. 

Unter a, b, c verstehen wir jetzt die Anfangswerthe von x, y, z, 
schreiben die Gleichung der Oberfläche zur Zeit / «» 

> + :Bt + ö« = ^ > 33) 

und setzen 

X ==ta^a -f- /?,& + y^c 

y = «2« + ß2^ + 72^ 34) 

wo die 9 Grössen a, ßj y zu bestimmende Functionen der Zeit 
bedeuten. Es müssen diese zunächst der Gleichung 



*) London PhiloB. TransactionB, 1863, Part. I, p. 227. 
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= 1 35) 



«1 ßi Yi 

^= «2 ßi 71 

«3 ßz ^3 

genügen; ihre Anfangswerthe sind 

. «, = /J2 = y3 = l 

«2 = /^i = «3 = yi = i^a = ^2 = , 

die Anfangswerthe ihrer nach / genommenen Differentialquotienten 
sind beliebig bis auf die Bedingung, der sie genügen müssen, die 
durch Differentiation aus 35) folgt, d. h. der Bedingung 

Die Gleichung 33) ist auch die Gleichung der Oberfläche der Flüssig- 
keit zur Zeit /; führt man in sie x^ y, z an Stelle von a, b, c 
mit Hülfe von 34) ein, so sieht man, dass die Flüssigkeit immer ein 
Ellipsoid bildet, dessen Mittelpunkt der Anfangspunkt der Coor- 
dinaten ist^ dessen Achsen der Grösse und Richtung nach aber von 
der Zeit abhängen. 

Das Potential V der Flüssigkeit zur Zeit t in Bezug auf den 
inneren Punkt {x^ y, z) ist gleich der Summe einer homogenen 
Function zweiten Grades von x, yy z und 'einer von x, y, z 
unabhängigen Grösse; denn diese Eigenschaft hat F, wenn die 
Achsen der x, y, z mit den Hauptachsen des flüssigen Ellipsoids 
zusammenfallen, und sie geht nicht verloren, wenn man statt eines 
solchen Goordinatensystems ein anderes mit demselben Anfangspunkte 
einführt Bei Rücksicht auf 34) folgt hieraus, dass 

V ^H-- Kd^ — LV^ — Mc^ - 2 K'hc -2Vca — 2 M' ah 36) 

ist, wo die 7 neu eingeführten Zeichen Functionen der Zeit bedeuten, 
die durch die 9 Functionen a, /3, y und die 3 Constanten A^ B^ C 
in gewisser Weise ausdrückbar sind. 
Endlich setzen wir 



p = conat + ff (l - J, _ ^^- g) 



WO a eine unbekannte Function von / bedeutet. 

Bei diesen Annahmen genügen wir der Bedingung, dass der 
Druck an der Oberfläche der Flüssigkeit ein constanter ist, und die 
Gleichungen 7) der fünfzehnten Vorlesung werden in Bezug auf 
a, bf c linear und homogen. Allen Bedingungen des Problems wird 
genügt, wenn die 10 Functionen der Zeit «,, /?,, yj, «j, /32> ^2» 
^3, /Sg, ^3, und den folgenden Differentialgleichungen gemäss be- 
stimmt werden: 
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«1 ^fTT + «2 -^77 + «3 7i2- ^^ 

Pl ^,T + P2 ^57F + P3 -rfTT = - ^ ^ 



yi 



rf«p 






rfr» I f2 fift I /3 dt 



yi ^rfir.+ ^2 rfTF + ^3 -rfir = -/? ^ + -c^ 

Z>= 1. 

7 Integrale dieser Gleichungen können wir nach allgemeinen Be- 
trachtungen, die wir durchgeführt haben, angeben. Drei von diesen 
folgen aus den Gleichungen 14) der fünfzehnten Vorlesung, wenn 
man in diese die Werthe von x, y, z aus 34) einführt; sie sagen 
aus, dass die drei Ausdrücke 

Pt di y^ dt ^ ^2 dt y-i at ^ P3 dt ^3 dt 

y« -rf? - "» rf7 + ^2 "57 - «2 77 + ^3 TT - «3 -rf7 38) 

"i ^ -" ^1 rf7 + "2 77 - P2 77 + «3 rf7 — P» 77 

üonstanten gleich sind. Die vier andern findet man durch die 
folgende üeberlegung. Wir haben im § 6. der eilften Vorlesung 
nachgewiesen, dass für eine Flüssigkeit, wie wir sie hier betrachten, 
das d'Alembert'sche Princip in derselben Form gilt, wie für ein 
System discreter Punkte. Aus den in der vierten Vorlesung 
gemachten Auseinandersetzungen folgt daher, dass für die Be- 
wegung, die wir hier betrachten, der Satz von der lebendigen 
Kraft, der Satz von der Erhaltung der Bewegung des Schwerpunkts 
und die Sätze von der Erhaltung der Flächen gelten. Bilden wir 
zuerst die Gleichung, welche den Satz von der lebendigen ELraft; 
ausspricht. 

Wir bezeichnen durch dz ein Element der Masse der Flüssigkeit 
welches zur Zeit t = die Goordinaten a, b, c hat; die lebendige 
Kraft T zur Zeit t ist dann bestimmt durch 
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Hier setze man für 



dx dy dz 



dt ' dt 

ein nnd benutze ^ dass 



dt 



- die aus 34) sich ergebenden Werthe 






o 



ABC 



ABC 



?1 
6 



Cbcdx = 
I cadx = 
Cahdt = 



39) 



T^l^l ABC l 



> • 



ist, welche Gleichungen mit Leichtigkeit sich ergeben, wenn man 
dt ==^ dadbdc setzt und an Stelle von a, h, c als Integrations- 

Tariable ^, ö> -^ einführt; man erhält dann 

Ferner sei ü das Potential aller wirkenden Kräfte; es ist dann 

V=J Vdx 

oder, wie wir sagen wollen, = dem Potential des flüssigen EUipsoids 
in Bezug auf sich selbst. Nach einem Satze, der in der unten 
stehenden Anmerkung*) bewiesen ist, ist dieses = ^ mal dem 

*) Das Potential einer Masse, die mit der Dichtigkeit 1 das EUipsoid er- 
füllt, dessen Oberfläche die Gleichung 

flt t- ^, -t- ^, 

hat, in Bezug auf den innem Punkt (x, ^, z) ist nach der Gleichung 4) der 
achtzehnten Vorlesung 

cx> 



dl- --- - . - 

V{a^ + X) [b* + l) (c 






die Coefficienten von cc^y y\ 2' in diesem Ausdrucke sind, wie schon auf Seite 129 
bemerkt ist, nur von den Verhältnissen von a, 6, c, nicht aber von den abso- 
luten Werthen dieser Grössen abhängig; daraus folgt, dass das Potential einer 
Masse, die mit der Dichtigkeit 1 den Baum erfüllfc, der durch die beiden Flächen 



fl» ' 6* er 
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Volumen, mal dem Potential desselben in Bezug auf seinen Mittel- 
punkt, d. h. es ist 

wo ff die in 36) definirte Bedeutung bat. Der. Satz von der 
lebendigen Kraft sagt aus, dass zwischen diesen Grossen T and ü 
die Gleichung besteht 

T= U + const. 

Der Satz von der Erhaltung der Bewegung des Schwerpunktes 
giebt; auf unser Problem angewendet , nur identische Gleichungen; 
auf ihm beruht die Zulässigkeit der Annahme, die wir gemacht 
haben, dass der Mittelpunkt des flüssigen EUipsoids an demselben 
Orte bleibt. 

Die Sätze von der Erhaltung der Flächen geben 3 Integrale; 
sie sagen aus, dass die Ausdrücke 



begrenzt ist, in Bezug auf einen Punkt in der Höhlung derselben constant und 
80 gross ist, wie in Bezug auf den Mittelpunkt, also 

dl 



= nabc (n* — n*) I , 



+ l) (&« + X) (c« + X) 
ü 

wenn n'> n. 

um nun das Potential des Ellipsoids, dessen Halbachsen a, b^ c sind, in 
Bezug auf sich selbst zu finden , suche man zunächst das Potential desselben in 
Bezug auf die Schicht, die durch die beiden Flächen begrenzt ist, welche mit 
seiner Oberfläche ähnlich sind, ähnlich liegen und die Halbachsen an, bn, cn 
und a(n+dn), bin-^-dn), c{n + dn) haben. Dieses Potential setzt sich aus 
zwei Theilen zusammen, von denen der erste herrührt von der Masse ausser- 
halb der Schicht, der zweite von der Masse, die von der Schicht umschlossen 
wird. Der erste Theil ist 

oo 

dl 



» ./ Via' + i) 



(6« + l) (c« + X) 


den zweiten findet man, wenn man erwägt, dass das Potential einer Masse M 
in Bezug auf eine Masse M' gleich dem Potential der Masse M' in Bezug auf 
die Masse M ist, 

oo 

— - abcn^ . nabe2 



ndnj^ 



3 ^>^(«t + X)(6« + X)(c«+X) 

Addirt man diese beiden Ausdrücke und integrirt ihre Summe nach n von 
n B> bis n s=3 1, so ergiebt sich das gesuchte Potential des Ellipsoids (a, 6, r) 
in Bezug auf sich selbst 



-3- • --r- abe . nabc 

D o 



/^ dl 



wodurch der im Texte ausgesprochene Satz bewiesen ist. 
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/(^S-S)^'. /(^S-'Ä)^-. Si't-''^)'' 



d. h. nach 34) und 39) die Ausdrücke 



Constanten- gleich sind. 

§ 6- 

Wir wollen nun die vereinfachende Annahme machen, dass die 
Hauptachsen des flüssigen Ellipsoids immer dieselben Richtungen 
behalten. Das ist der Fall, wenn wir 

an Stelle der Glei^ungen 34) , also 

«2 = «3 = /*! = ft = yi = ^2 = 

setzen. Die Werthe der Grössen /T, A", Z, . . . sind dann aus der 
Vergleichung der Gleichung 36) mit der Gleichung 

<x> 



' 

zu entnehmen; und die Gleichungen 37) geben zur Bestimmung der 
vier unbekannten Functionen a, , ß^, ^3, o, wenn man 



setzt I 



l/(a,^Ai + k) {ß,'B-^ + k) {y/C' -{- X) = N 






00 

t 



r.S'-y -2.^*0 P^j^ 



Die Ausdrücke 38) werden «=»0; es findet keine Rotation der 
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Flüssigkeitstheilchen statt, für die Bewegung existirt ein Geschwindig- 
keitspotential. Auch die Ausdrücke 40) sind «=» 0. Ein erstes 
Integral hat man in dem Satze von der lebendigen Kraft. Auf 
Quadraturen ist das Problem nicht zurückgeführt 

Die Richtungen der Achsen des flüssigen Ellipsoids kann man 
als gleichbleibend auch dann betrachten ^ wenn dasselbe immer ein 
Rotationsellipsoid ist, dessen Rotationsachse mit der z- Achse zu- 
sammenfallt. Auch bei dieser Annahme kann den Gleichungen 37) 
genügt werden. Bei derselben ist die Gleichung der Oberfläche , in 
a^ h, c ausgedrückt; 

«* + &' , £! 1 . 

in Xy y, z ausgedrückt, kann sie geschrieben werden 

a?* + y' I JK« . 

X« T 2t — ^ ; 

wobei dann Ä und Z die Halbachsen bedeuten; stellt man die Be- 
dingungen dafür auf, dass diese beiden Gleichungen bei Rücksicht 
auf 34) identische werden, so findet man ^ 

yi=0, >'2 = 0; «3 = 0, ^3^0 

«1 = ± /'2 > «2 == + /*! ; 

wo die beiden oberen oder die beiden unteren Vorzeichen zu 
wählen sind. Diese Zweideutigkeit hebt sich, wenn man y^ als 
positiv annimmt und die Gleichung D = 1 berücksichtigt; es ergiebt 
sich dann 

«1 = /^a > «2 = — • /*! • 
Dabei wird die Gleichung i> == 1 



und man findet 



^-^f^, P=-C'^Vi 



Man erhält hieraus 

/» 1 » * + ** _ y.'p* 



indem man diese Gleichung mit 36) vergleicht, bekommt man die 
Werthe von /^, A', Z . . Benutzt man dieselben, so reducireu 
sich die Gleichungen 37) auf die folgenden: 
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a 






Die bei 38) und 40) angegebenen Integrale des allgemeineren 
Problems liefern ein Integral dieser Gleichungen, der Satz von der 
lebendigen Kraft liefert ein zweites. Diese beiden reichen aus, um 
das jetzt betrachtete Problem auf Quadraturen zurückzuführen Die 
Discussion derselben lehrt die Schwingungen kennen; die die Ober- 
fläche des Rotationsellipsoids im Allgemeinen ausführt In Bezug 
auf diese Discussion verweisen wir auf die bereits im § 2. genannte 
Abhandlung von Dirichlet; in Bezug auf allgemeinere Unter- 
suchungen ^ die die Bewegung eines flüssigen EUipsoids betrefifen, 
dessen Theile nach dem Newton'schen Gesetze sich anziehu; auf 
eine Abhandlung von Riemann^ die sich im neunten Bande der 
Abhandlungen der Eönigl. Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Göttingen befindet. 



\, 



Seclisundzwanzigste Yorlesung. 

(Reibung einer incompreesibeln Flüssigkeit Aufstellung der Differential- 
gleichungen und der Grenzbedingungen. Strömung der Flüssigkeit durch eine 
lange, cylindrische Köhre. Einführung der Annahme, dass die Flüssigkeit an 
festen Körpern, mit denen sie in Berührung ist, haftet, und dass die Geschwin- 
digkeiten unendlich klein sind. Gleichm&asige Drehung einer Kugel in der 
Flüssigkeit um einen Durchmesser oder eines Rotationsellipsoids um seine 
Symmetrieachse in dem Falle, dass die Flüssigkeit äusserlich unbegrenzt oder 
durch eine concentrische Kugelfläche, resp. durch ein confocales Ellipsoid be- 
grenzt ist. Berechnung des Drehungsmomentes der Kräfte, welche auf die 
Kugel oder das Ellipsoid wirken müssen. Widerstand einer Kugel, die gleich- 
massig in der Flüssigkeit fortschreitet. Drehende Schwingungen einer Kugel. 
Schwingungen einer Kugel, bei denen der Mittelpunkt auf einer Geraden 
hin- und hergeht.) 



§ 1. 

Wir wollen unsere hydrodynamischen Untersuchungen beschliessen 
mit der Betrachtung gewisser Bewegungen einer incompressibeln 
Flüssigkeit; bei denen die Reibung von Einfluss ist. Die Differential- 
gleichungen für solche Bewegungen haben wir bereits in der eilften 
Vorlesung aufgestellt. Wir bezeichnen wieder durch u, v, u; die 
Componenten der Geschwindigkeit im Punkte {x^ y, z) zur Zeit t, 
setzen ■ 

WO k einC; die Reibung bedingende Constante der Flüssigkeit , p 
eine unbekannte Function von Xj y, z, t bedeutet, und drücken die 
Componenten der Beschleunigung so aus, wie es im § 2. der fünf- 
zehnten Vorlesung geschehen ist; die Differentialgleichungen, um die 
es sich handelt, sind dann, wenn man annimmt, dass auf die Theile 
der Flüssigkeit keine Enlfte wirken, und die Dichtigkeit derselben 
durch fi bezeichnet, 
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du . du . du , du . \ fdX^ dX dX\ 

dt ^ dx ^ dy ^ dz * (i \dx ^ dy * Cz J 

c?/ * dx ^ dy * dz * iJ^ \dx ^ dy * dz / 

/ ' dx ^ dy ^ dz * ii> \dx ^ dy ^ dz / 



dw 

d 



2) 



dx~^ dy'^ dz 



Sabstituirt man hier für AT-^, Fy . . ihre Werthe aus 1) und benutzt 
die vierte der Gleichungen 2) zur Vereinfachung der übrigen ^ so 
erhält man * 

^11 I du . du . du I i dp * ^ A 

oi ^ dx * oy ^ dz * a ox fi 

dv . dv i dv , dv , 1 dp k . f. 

dt ^ dx * dy * dz ^ fi dy fi 

dto , ^tr , dw , ^M> i i dp k ^ r. ^ 

0/ ' dx ' öy öx ' fp (7z ^ 

du tdv^ j^ dw .V 

dx*'dy'^dz 

An der Oberfläche der Flüssigkeit; also an den Flächen^ in denen 
dieselbe einen andern Körper , der fest oder flüssig sein kann^ be- 
rührt; sind gewisse Bedingungen zu erfüllen. Einige von diesen 
sind aus dem § 6. der zehnten Vorlesung und dem § 4. der eilften 
zu entnehmen. Nennen wir ds ein Element der Berührungsfläche 
und n die nach dem Innern der betrachteten Flüssigkeit gerichtete 
Normale von ds, so muss die Componente der Geschwindigkeit nach 
der Richtung von n für die Theilchen auf den beiden Seiten von ds 
gleichen Werth haben und es müssen Xn, Yn^ Zn für diese Theilchen 
gleiche Werthe haben. Diese Bedingungen sind aber nicht ausreichend; 
um die Losungen der Differentialgleichungen 2) oder 3) zu bestimmen; 
es ist eine Hypothese nothig ; um dieselben zu ei^änzen. Eine ge- 
eignete Hypothese; die in gewissen Fällen sich bewährt hat; ist die, 
dass Uj Vf w selbst für die Theilchen auf beiden Seiten von ds 
dieselben Werthe besitzen, dass also die Theilchen der beiden 
Körper; die einmal mit einander in Berührung sind; immer mit ein- 
ander in Berührung bleiben. Wir führen noch eine allgemeinere 
Hypothese, die aufgestellt ist, an. Wir beziehen u, Vj w auf die 
Theilchen der betrachteten Flüssigkeit, die an ds liegen; u^, v^, w^ auf 
die Theilchen auf der andern Seite von ds] es ist dann; wie erwähnt, 

{u — tij) cos (nx) + (v — ^i) cos (ny) -j- (w — Wy) cos (nz) = . 

u — t/j ; V — f/j , w — tv^ können wir als die Componenten der 
relativen Geschwindig keii der betreffenden Theilchen bezeichnen und 
diese Gleichung dahin aussprechen, dass diese relative Geschwindig- 
keit senkrecht auf n^ also parallel mit ds ist. Den Druck; der auf 
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ds ausgeübt wird, den Druck nämlich, dessen Componenten nach 
den Goordinatenachsen Ä„j ¥„, Zn sind, denken wir uns in zwei 
Componenten zerlegt, von denen die eine parallel mit n, die andere 
parallel mit d$ ist; die letztere hat nach der in Rede stehenden 
Hypothese die entgegengesetzte Richtung, als jene relative Ge- 
schwindigkeit und ist dieser proportional. Den analytischen Ausdruck 
dieser Hypothese findet man durch die folgende Ueberlegung. 
Es ist 

Xn COS (nx) + Vn COS (wy) -|- ^n cos {nz) 

die Componente des auf ds ausgeübten Druckes nach der Richtung 
von n] multiplicirt man diesen Ausdruck mit cos (;ia;), cos (ray), 
cos (nz), so erhält man die Componenten nach den Coordinaten- 
achsen dieser Componente ; %ieht man diese Producte von JC^^ Fn, Z^ 
ab, so hat man in den Differenzen die Componenten nach den 
Coordinatenachsen der mit ds parallelen Componente des auf ds 
wirkenden Druckes. Nach der ausgesprochenen Hypothese ist daher 

Xn — (Xn cos {nx) + Yn COS {ny) + Zn cos {m)\ cos(«a:) = A (t/, — u) 
Vn — (Xn cos {nx) + Yn COS {ny) + Zn cos {n zj\ cos {ny)=k {v^ — t;) 4) 

Zn ~ (Xn cos {nx) + Fn COS {ny) -|- Z„cos (mz))cos (nz)=A (m?, — ir), 

wo A eine von der Natur der Flüssigkeit und des berührenden Kör- 
pers abhängige Constante bedeutet. 

Nimmt man k unendlich gross an, so führen die Gleichungen 
4) zu der specielleren, vorher erwähnten Hypothese, nach der 
tis=ti, , f; = «;i, w = w^ ist. Der andere Grenzfall ist der, dass 
A = 0. Für ihn geben die Gleichungen 4) 

Xni Yn- Zn = COS {nx) i COS {ny) : cos {nz) , 

wie man sieht, wenn man sie durch cos {nx)f cos {ny), cos {nz) 
dividirt, und je zwei von einander abzieht; der Druck, dessen Com- 
ponenten Xn, Yn, Zn sind, ist hiemach ein senkrechter; dieses muss 
stattfinden, wenn der berührende Körper eine Flüssigkeit ist, in der 
man die Reibung vernachlässigen darf. 

§ 2. 

Wir wollen jetzt particuläre Lösungen der im vorigen § auf- 
gestellten Gleichungen suchen. Wir nehmen zuerst an, dass 

w = und t; = , 

d. h., dass die Bewegung überall parallel der z- Achse ist. Die 
erste, zweite und vierte der Gleichungen 3) werden dann 

a«~^' dy~^' dz!^^^ 
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d. h. es ist p von x und y^ w von z unabhängig. Die dritte der 
Gleichungen 3) wird 

'^ a« "t" e?2 "" '^ \^aar« "^ a^y """ ^ ' 

woraus der eben gemachten Bemerkung wegen folgt 

dp , (d^v) ^^ d^w\ dw 

wo c von Xy i/y z unabhängig, also eine Function der einen Varia- 
bein t ist. Wir specialisiren den betrachteten Fall noch weiter, 
indem wir annehmen, dass die Bewegung eine stationäre ist; es ist 
dann c eine Constante und 

Diesen Gleichungen gemäss kann eine Flüssigkeit sich bewegen in 
einer festen und unbewegten, der z- Achse parallelen, cylindrischen 
Rohre. Bilden wir die Grenzbedingungen, die an der inneren Ober- 
fläche einer solchen Röhre zu erfüllen sind. Aus 1) ergiebt sich für 
unseru Fall 

^ ' •* ^ ()X 

Z^ = p Xy == Yj, = , 

und, da 

cos(wz)==0 

ist, so folgt daher aus den Gleichungen 7) der eilften Vorlesung 

jr„=pcos(na:), F,i=pco8(ny), Z„= — aY ,y^cos(wa:) -j-^**' cos (wy) J 

und 

Xn cos {nx) -f- Yn cos {ny) -j- Z« cos {n z) = p , 

In den Gleichungen 4), die wir als Grenzbedingungen anwenden 
wollen, hat man u^ zz= v^ = w^ = i) zu setzen; die beiden ersten der- 
selben werden daher identisch erfüllt und die dritte giebt 

oder, was dasselbe ist, 

dw X /iv 

Sn = k"'- <5) 

Nun nehmen wir an, dass der Querschnitt der Rühre ein Kreis von 
dem Radius B ist, dessen Mittelpunkt in der r- Achse liegt, und dass 
die Bewegung in gleichem Abstand von dieser Achse die gleiche ist. 
Setzt mau 

Kirchhoff, Mechanik. 25 
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so wird dann die zweite der Gleichungen 5) 

d^w ^^ 1 dw c 

rf^' * Q dg k ^ 

woraus 

folgt, wo ^ und B willkührliche Constanten bedeuten. Die erste 
von diesen muss verschwinden, da w für q = nicht unendlich 
werden darf; die zweite ergiebt sich aus 6), d. h. aus der Bedingung, 
dass für (> = Ä 



ist; es folgt hieraus 



also 



dw l • 

dg k 



^ = --l,^-u^'' 



W 



= -^•('^••'+¥.'«-90 



Die Constante c findet man aus der ersten der Gleichungen 5), 
wenn die Werthe von p für zwei Werthe von z bekannt sind; ist 
p = p^ für z = und p =pi für z = l, so ist 



{r==^'"~-- 



Nennt man Q das Volumen der in der Richtung der z- Achse durch 
einen Querschnitt in der Zeiteinheit strömenden Flüssigkeit, so ist 

= 2;r I tvQdg , 
also 

Diese Resultate sind sehr nahe für den Fall gültig, dass eine schwere 
Flüssigkeit durch eine horizontale, sehr lange und dünne Rohre aus 
einem geräumigen Gefasse in die Atmosphäre ausströmt; die Quer- 
schnitte z = und z = l kann man dann in Entfernungen von den 
beiden Enden der Röhre wählen, die gross gegen den Durchmesser 
derselben, aber klein gegen / sind, und p^ dem Drucke gleichsetzen, 
welcher in der Röhre stattfindet, wenn die Flüssigkeit ruht; pt dem 
Drucke der Atmosphäre. 

Messungen über die Ausflussmenge bei einer Anordnung der 
bezeichneten Art sind von Poiseuille ausgeführt; es fand dieser 
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wo K eine Grosse bedeutet, die ungeändert blieb, wenn p^, l oder 
R geändert wurde. Die Vergleichung dieser Gleichung mit 7) 
führt zunächst zu dem Schlüsse , dass X als unendlich gross 
anzusehn, also anzunehmen war, dass die Flüssigkeitstheilchen , die 
die Röhren wand berührten, an dieser hafteten ; die für K gefundenen 
Werthe erlauben dann weiter die Werthe von k für die den Ver- 
suchen unterworfenen Flüssigkeiten zu berechnen. 



§3. 

Die ferneren Betrachtungen, die wir über die Reibung einer 
Flüssigkeit anstellen wollen, wollen wir durch die Annahme ver- 
einfachen, dass die Flüssigkeitstheile, die einen festen Körper be- 
rühren, an diesem haften, und durch die Annahme, dass die Ge- 
schwindigkeiten unendlich klein sind. Die letztere macht, dass die 
Gleichungen 3) 





— kJii 


iv 1 dp 

^ dl "T" dl/ 


— kJv 


dw . dp 
^ rji ' dz 


— k zl m 



^) 



du , cv I dw 



^) 



dx ' dy ' dz 
werden. Ist die Bewegung eine stationäre, so gehen sie über in 

^r^=kJu, ^^^kJv, ^J'^kJw 

ox ^ öy ^ (>z 

^«^ I ^ w^ I dw .V 

dx ' dy ' ^r ' 

Eine Lösung dieser Gleichungen ist 

. dW dW f. in\ 

p = const. , u = -^, t; == - .^^ , ?^ = 0, 10) 

wenn W der Gleichung 

^ W = const. 

genügt. 

Wir können hiernach in 10) 

^=^ r = yx^ + y^ + ^ 
setzen, wenn c eine Constante bedeutet, und haben in 

p = const. , t/ = — ^ y , V = —^^ y tv = H) 
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eine particuläre Lösung unserer Differentialgleichungen. Die durch 
dieselbe dargestellte Bewegung ist leicht zu übersehn. Betrachtungen, 
wie wir sie zuerst im § 5. der vierten Vorlesung durchgeführt haben, 
zeigen, dass Punkte, für welche 

u = — ^y, v = tl;x,w = ' 12) 

ist, wo tif eine Constante bedeutet, ihre relative Lage nicht ändern 
und so sich bewegen, als gehörten sie einem festen Körper an, der 
mit der Winkelgeschwindigkeit ^ um die z- Achse sich dreht. Den 
Gleichungen 11) zufolge werden die Bedingungen 12) erfüllt für 
die Punkte einer mit dem beliebigen Radius r um den Anfangspunkt 
der Coordinaten beschriebenen Kugelfläche, wenn man 

i> = , 

macht. 

Befindet sich in der Flüssigkeit eine feste Kugel, deren Ober- 
fläche die Gleichung r = r^ hat, und die mit der constanten Winkel- 
geschwindigkeit ^1 um die z- Achse sich dreht, so stellen die 
Gleichungen 11) eine mögliche Bewegung der Flüssigkeit dar, wenn 
man in ihnen 

setzt. 

Ist die Flüssigkeit durch zwei concentrische Kugelflächen be- 
grenzt, deren Gleichungen r = r, und r == r^ sind, von denen die 
erste, kleinere, mit der constanten Winkelgeschwindigkeit ^, um die 
z- Achse sich dreht, die zweite, grössere, ruht, so geben die Gleichun- 
gen 10) eine mögliche Bewegung, wenn man in ihnen 

setzt und die Constanten h und c passend bestimmt. Es wird bei 
dieser Annahme über W 

u=-[% + b^y, ,;=(^+*)x, «^ = 0, 13) 

und die Grenzbedingungen werden erfüllt, wenn man 

^. = ^ + *, <> = /, + * 

macht; woraus 

/ 1 1 \ 



(r.» r.'j 



folgt. 

Soll die Kugel vom Radius r, mit gleichbleibender Geschwindig- 
keit sich drehen, so muss auf sie im Sinne der Bewegung ein 
Drehungsmoment M wirken, welches dem Drehnngsmoment der 
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Drucke gleich ist^ welche sie auf die Flüssigkeit ausübt. Ist ds 
ein Element der Oberfläche der Eugel und n die mit der Ver- 
längerung des Radius zusammenfallende Normale von d$, so ist 
daher 

M^Jds{xVn — yXn). 14) 

Man hat aber 

und nach 1) und 13) 

Ä^ = /y - 6 A-c l^ y, = Z„= 3 Ac •^;- 

y,=p-\-Qkc^^ Z.. = Ä.^-3kc 11 15) 



in welchen Gleichungen überall r := ri zu setzen ist. Hieraus er- 
giebt sich 

^« = ';. P + -,.-r ^ 7 X. = ,: P — ;.4- y » 
also 

oder, da 

/ a;^d5 = I fj^ds = / 2-^5 = -^ r^ , 

j1I/== 8 Ttkc , 

Da r in diesem Ausdrucke nicht vorkommt, so erleidet derselbe 
dadurch keine Veränderung, dass r = r, gesetzt wird. 

Die Gleichungen 10) lassen sich auch dem Falle anpassen, dass 
die Flüssigkeit durch zwei confocale Rotationsellipsoide begrenzt ist, 
deren Rotationsachse die z- Achse bildet, und von denen das äussere 
ruht, das innere mit der constanten Winkelgeschwindigkeit il^^ um 
die 2 -Achse sich dreht. Wir schreiben die Gleichung des inneren 
Ellipsoids 

^*+y^i* .^ 10) 

• 

und bezeichnen durch Sl das Potential der Masse 1 , die mit gleicher 
Dichtigkeit den durch dasselbe begrenzten Raum erfüllt, in Bezug 
auf den äusseren Punkt (x, y, z). In dem Falle, dass die Flüssig- 
keit äusserlich als unbegrenzt anzusehen ist, welchen Fall wir zuerst 
betrachten, lässt sich den Grenzbedingungen genügen, wenn man 
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setzt und die Constante c passend bestimmt. Der Gleichung 3) der 
achtzehnten Vorlesung zufolge ist nämlich 



J w - 



+ »* _ -L 



ß = f . - - - 

J W + i) Ye,* + i. 

wo die positive Wurzel der Gleichung 

bedeutet; die Gleichungen 10) geben daher 

wenn 

00 



^=*^/^ 



+ ^)' Kri« + i 



gemacht wird. Hiernach bewegen sich die Punkte der Flüssigkeit, 
die auf dem durch einen Werth von 6 bestimmten, mit dem EUip- 
soide 16) confocalen Ellipsoide liegen, so als ob sie einem festen 
Körper angehörten, der mit der Winkelgeschwindigkeit t um die 
z- Achse sich dreht; der Werth von c ist daher aus der Gleichung 

00 

zu bestimmen. 

Für das Drehungsmoment M, welches auf das Ellipsoid wirken 
niuss, um dieses in gleichmässiger Drehung zu erhalten, gilt auch 
hier die Gleichung 14). Die Berechnung desselben wird durch die 
folgende Bemerkung erleichtert, die sich an die Definition anknüpft, 
die von den Druckkräften in den Gleichungen 1) und 2) der eilften 
Vorlesung gegeben worden ist. Wenden wir die letzte dieser Glei- 
chungen auf einen beliebigen Theil der Flüssigkeit an, beachten, 
dass die Bewegung eine stationäre ist, die Geschwindigkeiten unend- 
lich klein sind und Kräfte auf die Theile der Flüssigkeit nicht 
wirken, so erhalten wir 

wo ds ein Element der Oberfläche des gewählten Theiles, n die 
nach dem Innern dieses gerichtete Normale von ds bedeutet. Nun 
sei dieser Theil begrenzt durch das Ellipsoid und eine unendlich 
grosse, concentrische Kugelfläche; die eben gemachte Bemerkung 
lehrt dann, dass M gleich dem Integrale 

Jds{xYn-yXn) 
ist, wenn dieses über die unendliche Kugelfläche ausgedehnt und 
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unter n die Normale verstanden wird , die mit der Verlängerung des 
Radius zusammenfällt. Tn der Unendlichkeit gelten aber auch hier 
die Gleichungen 15); auch hier ist also 

M=87tkc, 18) 

wo c aber durch 17) zu bestimmen ist. 

Ist die Flüssigkeit äusserlich durch das ruhende ElIi])Soid 

g' + .V* I ±_ 1 

begrenzt; welches mit dem Ellipsoid 16) confocal ist, so dass 

«•/ — öl' = r.;^ — ^1^ , 
so hat man 



2 

ZU setzen und die Constanten b und c so zu bestimmen, dass 

{) 
oo 



' ^ J W + J-yVct' + Ji^ 







dX 



ist, woraus folgt 



Berechnet man das Drehungsmoment M^ welches auf das innere 
Ellipsoid wirken muss, um die Bewegung gleichmässig zu erhalten, 
mit Hülfe der Gleichung 14), so tritt die Constante b nicht auf 
und man findet dasselbe durch die Constante c gerade so ausgedrückt, 
wie wenn die Flüssigkeit äusserlich unbegrenzt ist; auch hier gilt 
also die Gleichung 18), wenn der Werth von c aus 19) ge- 
nommen wird. 

§4. 
Aus den Gleichungen 9) folgt 

hat man dieser Bedingung gemäss p angenommen und eine Function 
V bestimmt, die der Gleichung 

genügt, so erfüllt man die Gleichungen 9), wenn mau 
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"-ä^ + "' ^ = äy+^' t^; = -^ + t.. 
setzt und ii^ v\ w so wählt; dass 

und ir- + ->^ — r-:r- = — t P 

ex ^ oy ^ dz k ^ 

ist. 

Wir können hiernach 

gl 

und; da 



ist, 



und 



2 r 






xz xz 



b -r — C -r 

v=^ 3b^-—c^- 20) 

'*' = « + * (^' - ,^) - «^ (h + ■ ) 

machen, wo a, b, c willkQhrliche Constanten bedeuten. Es lassen 
diese sich so bestimmen, dass für einen Werth von r, der ß ge- 
nannt werden möge, 

1/ = , v = 0, tt; = 

ist; hierzu dienen die Gleichungen 



aus denen folgt 



3 /> * I f 



. «»« 3Ra 



Es stellen dann die Gleichungen 20) die Bewegung einer Flüssig- 
keit dar, die in der Unendlichkeit überall mit der Geschwindigkeit 
a in der Kichtung der z- Achse strömt, und in der eine um den 
Anfangspunkt der Coordinaten mit dem Radius R beschriebene 
Kugel ruht. 

Es sei Z die Kraft, die in der Richtung der z- Achse auf die 
Kugel ausgeübt werden muss, um sie an ihrer Stelle zu halten; es 
ist dann 
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Z = Cä$Z^ = r^ {xZ. + yZy + zZ,) , 21) 

wo ds ein Element der mit dem Radius r um den Anfangspunkt 
der Coordinaten beschriebenen Kugel bedeutet, und r = Ä zu setzen 
ist. Statt dieses Werthes von r kann aber auch ein beliebiger 
grosserer gewählt werden; denn aus der dritten der Gleichungen 1) 
der eilften Vorlesung geht hervor, dass 

ist, wenn ds ein Element der Oberfläche eines beliebigen Theiles 
der Flüssigkeit bedeutet. Es gewährt einen V ortheil in der Glei- 
chung 21) r unendlich gross anzunehmen; man kann dann nämlich 
bei der Berechnung von Z^^ Zy, Z^ aus den Gleichungen 1) mit 
Hülfe von 20) hier die mit dem Factor b behafteten Glieder ver- 
nachlässigen. Für ein unendlich grosses r findet man 

.^-Qkc'l^, z, == - 6 A-6- f^ , 



Z.r 


Qkc 




z, 


1 daher ist 










Z = 


, 


6ÄC 



•'/ 



z'^ds 

^--Sjtkc oder ==— 6:n:^Äa. 22) 

Nach einer von uns schon mehrfach benutzten Bemerkung 
gelten die hier entwickelten Gleichungen auch in dem Falle, dass 
das Coordinatensystem, auf welches sie sich beziehn, statt zu ruhen, 
in irgend einer Richtung mit gleichbleibender Geschwindigkeit fort- 
schreitet. Lassen wir dasselbe in der Richtung der z- Achse mit der 
Geschwindigkeit — a fortschreiten, so ist die Flüssigkeit in der 
Unendlichkeit in Ruhe und in ihr bewegt sich die Kugel vom Radius 
R in der Richtung der z- Achse mit der Geschwindigkeit — a. Die 
Gleichung 22) lehrt den Widerstand kennen, den diese Kugel dabei 
erleidet. 

§ 5. 

Wir wollen nun noch von den Gleichungen 8), die für nicht 
stationäre Bewegungen gelten, zwei Anwendungen machen, die sich 
auf Schwingungen beziehn, die eine Kugel in einer äusserlich un- 
begrenzten Flüssigkeit unter dem Einfluss gewisser Kräfte aus- 
führen kajin. 

Den genannten Gleichungen wird genügt, wenn man 

p = const. 
setzt und u^ Vj w so wählt, dass 
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a du ^ ß dv ^ u dw ^ 

dx ^ dy ^ dl 
ist; diese Gleichungen erfüllt man, wenn man 

oy ex 

macht und W der Gleichung 

*^'=^^ 23) 

gemäss bestimmt. Nun nehmen wir an, dass W eine Function der 

beiden Variabein i und r ist, wo r wieder die Grösse l/x^ + y^ + ^^ 
bedeutet; wir haben dann 

r or ^ ^ r Cr ' 

Diese Gleichungen stellen eine Bewegung dar, bei der die Punkte, 
die in dem Abstände r vom Anfangspunkt der Goordinaten liegen, 
so sich bewegen, als gehöi-ten sie einem festen Körper an, der um 
die z- Achse mit der Winkelgeschwindigkeit rl> sich dreht, wenn 

^ = - 7 "äT 24) 

gesetzt wird. Wir dürfen daher annehmen, dass in der Flüssigkeit 
eine Kugel sich befindet, für deren Oberfläche r=Ä ist, und die 
um die z- Achse mit einer Winkelgeschwindigkeit sich dreht, die 
dem Werthe gleich ist, den der für ^ gegebene Ausdruck für 
r = R erhält. 

Ist M das Drehungsmoment der Drucke, welche die gedachte 
Kugel auf die Flüssigkeit ausübt, so gilt auch hier die Gleichung 14) 
und eine Rechnung, die derjenigen ganz ähnlich ist, welche wir an 
diese Gleichung geknüpft haben, giebt 

M^.'^kr^-in^-f) für r = Ä. 

3 dr yr Cr J 

Nun sei %^ der Winkel, um den die Kugel zur Zeit / aus einer ge- 
wissen Lage gedreht ist, so dass 

1?=^ für r = Ä; 25) 

ferner sei M' das Drehungsmoment der Kräfte, welche ausser den 
von der Flüssigkeit ausgeübten Drucken auf die Kugel wirken, und 
K das Trägheitsmoment dieser; dann ist 
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Diese Gleichungen bilden, wenn M' gegeben ist, eine Grenzbedingung 
für die, bis jetzt nur durch die partielle DiflFerentialgleichung 23) 
definirte Function W. Gesetzt, es sei 

M' = — d}^^ 

wo a eine beliebig gegebene Constante sein soll; dann wird diese 
Bedingung, wenn man sie nach t differentiirt, 

r 



^f?: _ «^ ;t,4 1 A a'_^:\ +^f^, = für r-=.Ä. 26) 

er 3 dT\^r ordtj ' r orCl^ ' 



Die Gleichung 23), die sich 

^ a{rW)_ d*(rJ V) 

~k dt di'^ 

seh reiben lässt, hat die particuUlre Lösung 

TF = Ce^* - ei'Vj - 27) 

WO C und ß wilikührliche Constanten bedeuten; die zweite von 
diesen lässt sich so bestimmen, dass der Gleichung 26) genügt wird; 
es ist hierzu nöthig, dass ß eine Wurzel der Gleichung 

(/ * - Ä^p + l^ßi) + ?-^ fi> /'- ß^(S '- - 3/* Rß-{-Ii'ß^)^o 28) 
kt Wenn /r = ist, so sind die Wurzeln derselben 

wir nehmen an, dass k so klein ist, dass, wie in diesem Falle, von 
den fünf Wurzeln zwei complex mit negativem reellen Theile sind, 
und setzen in 27) für ß eine von diesen beiden Wurzeln ; dann wird 
die Geschwindigkeit in der Unendlichkeit Null. Es ist dabei W 
complex; aber auch der reelle Theil des in 27) für fV aufgestellten 
Ausdrucks genügt, für W gesetzt, den Gleichungen 23) und 26). 
Diesen reellen Theil wählen wir für W, Setzen wir dann 



ß a + ö/- 1, 

berechnen %^ mit Hülfe von 24) und 25) aus W , bezeichnen durch 
V eine neue, reelle wilikührliche Constante und verlegen den An- 
fangspunkt der Zeit, so finden wir 

Diese Gleichung bestimmt die Schwingungen, die die Kugel aus- 
führt. Nennt man T die Dauer einer einfachen Schwingung und S 
das logarilhmische Decrement der Schwingungen, d. h. den natürlichen 
Logarithmus des Verhältnisses zweier auf einander folgenden Schwin- 
gungsbögen, so ist hiernach 
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7* _ "^ 



^ab 



Es ist leicht a und b za finden^ wenn man k als unendlich klein 
annimmt und von den Gliedern, auf die der Werth von k von Ein- 
äuss ist; nur diejenigen der niedrigsten Ordnung berücksichtigt. 
Man bezeichne zu diesem Zwecke den Werth, den ß für A:==0 
erhält, durch /S^, setze 

ß = ßü + ^j 
schreibe die Gleichung 28) 

F{ß) = 
und mache 

man hat dann b aus der Gleichung 

F(/}o) + £/"(/?,) = () 

zu berechnen. So ergiebt sich 

F (/Jo) = «/ Ä* fk^ ß,* , F-{ß,) = -ARK ß,* , 

also € = ^ Ä* j/k(i j^ • 

Bezeichnet man noch die Schwingungsdauer der Kugel für den Fall, 
dass die Flüssigkeit keine Einwirkung auf sie ausübt, durch Tq, d.h. 
setzt man 

so hat man hiernach 

und 

T = tJi -\- i i/^y (J = 6^2^. 

Die particuläre Lösung der Gleichungen 23) und 26), die wir 
jetzt discutirt haben, setzt einen gewissen Anfangszustand der Flüssig- 
keit voraus; wir wollen noch andere particuläre Losungen derselben 
Gleichungen, die sich auf andere Anfangszustände beziehn, aufsuchen. 
Eine Losung der Gleichung 23) ist 

;^ = ^fPi 1 (cei^V^: r ^ c'e- P^\ , 
wo L\ C und /J willkührliche, cotaplexe Constanten bedeuten. Es 



r^ 
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genügt dieselbe der Bedingung 26), wenn zwischen diesen Constanten 
die Gleichung 

besteht. Diese Gleichung bestimmt das Verhältniss C : C, wenn ß 
beliebig angenommen ist. Der Ausdruck, den man auf diese Weise 
für ff erhält, ist complex; sein reeller Theil genügt auch den Glei- 
chungen 23) und 26). Wählt man diesen reellen Theil für W j so 
wird im Allgemeinen die Geschwindigkeit in der Unendlichkeit un- • 
endlich; eine Ausnahme hiervon kann nur stattfinden und die Ge- 
schwindigkeit in der Unendlichkeit verschwinden, wenn entweder 
eine von den beiden Constanten C und C' gleich Null oder die Con- 
stante ß rein imaginär ist. Der erste Fall ist derjenige, den wir 
vorher betrachtet haben, und auf den die Gleichung 27) sich be- 
zieht; der zweite führt auf die neuen Lösungen, die wir bezeichnen 
wollten. 

§6. 

Die folgenden Betrachtungen werden uns auf die Schwingungen 
einer in einer reibenden Flüssigkeit befindlichen Kugel führen, deren 
Mittelpunkt in einer geraden Linie sich hin und her bewegt. 

Eine particuläre Lösung der Gleichung 8) ist 



wenn 

eine zweite ist 






^P = 0', 



die genannten Gleichungen werden daher auch erfüllt durch 

^~ dxdz ' dydz ' ^~ dx'^ " dy^ 

d^p 

wenn 



z/ />=(), kjfi'^ii': . 29) 

' ^ et 
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Nun nehmen wir an, dass P und W nur Functionen der beiden 
Variabein r und i sind; wir erhalten dann 



r er \^r er J 

r er \r er J 



rv = — ^'+y' A/l ?if +j^\ _ - ^ (^+ ^'» 






30) 



r ^rlr ^r y ?' dr 



_ z ^P 

P — — ^r d7di ' 
wir nehmen ferner an , dajss für r = R 

dr yr Cr J ■' 

ist; dann ist für r = Ä 

und die entwickelten Gleichungen stellen eine mögliche Bewegung 
in dem Falle dar^ dass in der Flüssigkeit eine Kugel sich befindet^ 
für deren Oberfläche r = R ist, und die in der Richtung der 
r- Achse mit einer Geschwindigkeit sich bewegt, die gleich dem 
Werthe von 

r or 

ist. 

Es sei Z die Summe der z-Componenten der Drucke, welche 
die Kugel auf die Flüssigkeit ausübt; es gilt dann die Gleichung 
21), d. h. 

Z= C^ixZ^-^-yZy + zZ,). 

Erwägt man, dass nach 1) 

Z, + yZ, + zZ: = zp - A- (.g + yl^+ .|-) 

dass femer 

ist und benutzt die Gleichung 31), so findet man aus 30) 

Nun sei 5 ^^^ Verrückung der Kugel zur Zeit t aus einer gewissen 
Lage, so dass 



X. 
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dl 



= w fuT r= R, 33) 



m die Masse der Kugel und Z' die Kraft ^ die in der Richtung der 
^- Achse auf die Kugel wirkt, abgesehen von den Drucken, die^die 
Flüssigkeit auf sie ausübt; es ist dann 

Gesetzt, es sei 

Z' «'g, 

wo « eine beliebig gegebene Constante bedeutet; dann erhält man, 
der Gleichung 26) entsprechend, 

2 a« d(P+ W) _ 1« „2 i io kr -^ (1- ^^(^+ ^)\ „ d^P) 

^ ^ 34) 

2.a3.(j+^_0fürr = Ä. 

Den beiden für P und W in 29) aufgestellten Gleichungen genügt 
man durch 

p = Bcf' ^ , W = Cel*'^ -- e^y^k - , . 35) 



wo B, C und ß willkührliche Constanten sind. Die Bedingungen 
31) und 34) geben für diese Constanten zwei Gleichungen, die in 
Bezug auf B und C linear und homogen sind, und aus denen das 
Verhältniss B : C und ß zu berechnen sind. Mit Hülfe der Differen- 
tialgleichungen 29) findet man leicht für r = R aus 31) 

er ^ k ^ 

a* /l d{P+ ^0\ ^t ß2\^^ 
dr* l r dr J k '^ r d r 

und dann aus 34) 

= («' + mß*) W - \^ r^ß^ (9 k ^-^ - ^^V ff)) 

oder, da für jeden Werth von r 

'," - (- ' + Vj) - 

ist, 

= a^ -f w/J^ + ^ Rß'' {(iR^ß^ — dj/kliRß + 9 A). 36) 

Setzt man 

bezeichnet also durch m die Masse der von der Kugel verdriingten 
Flüssigkeit, so geht diese Gleichung für A: = über in 
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= a*+(»i + ^»')^« 



Daraas folgt; dass, wenn k klein genug ist (was wir annehmen), 
ihre 4 Wurzeln in der Nähe der Werthe 



^ ^ I . m y., 






liegen. Wir wählen für ß eine der beiden Wurzeln, deren reeller 
Theil negativ ist; dann wird die Geschwindigkeit in der Unendlich- 
keit gleich Null. Dabei sind die in 35) für P und W aufgestellten 
Ausdrücke complex; aber auch die reellen Theile dieser Ausdrücke 
genügen den Gleichungen 29), 31) und 34), und diese reellen 
Theile denken wir uns nun für P und fT gesetzt. Machen wir 
wieder 



berechnen £ mit Hülfe von 32) und 33) aus P und fF, bezeichnen 
durch C eine neue, reelle, willkührliche Gonstante und verlegen den 
Anfangspunkt der Zeit, so ergiebt sich dann 

g=Cß(«'-fr')'sin2«&/, 

woraus für die Schwingungsdauer T und das logarithmische Decre- 
ment der Schwingungen d wieder die Gleichungen 

folgen. Nimmt man k als unendlich klein an, so findet man hier- 
aus und aus der Gleichung 36) durch eine Rechnung, wie sie für 
einen ähnlichen Fall im vorigen § durchgeführt ist, 

7=7'oA + f/^), S^ey2:iX, 
wo T,==l /i 







rn 
m 



Es hat keine Schwierigkeit andere particuläre Losungen der 
Gleichungen 29), 31) und 34), welche einem andern Anfangszustande 
der Flüssigkeit entsprechen, als die erörterte, anzugeben; es hat 
diese ein hervorragendes Interesse, weil sie sehr nahe den Einfluss 
zu beurtheilen erlaubt, den die Luft auf die Schwingungen eines 
Pendels ausübt, das aus einer Kugel und einem dünnen Faden besteht 
Wir verweisen in Bezug hierauf auf eine Abhandlung von Stokes 
(Transactions of the Cambridge philosophical society. Vol. IX, part 2, 
p. 8) und eine von Emil Meyer (Borchardt's Journal, Bd. 73). 



Siebemmdzwanzigste Vorlesung. 

(Gleichgewicht und Bewegung elastischer fester Körper. Aufstellung der 
Differentialgleichungen für Körper, die in verschiedenen Richtungen verschie- 
dene Elasticität besitzen. Die Zahl der Constanten der Elasticität ist im All- 
gemeinen 21, sie verringert sich, wenn Ebenen der Symmetrie vorhanden sind, 
und reducirt ^sich bei einem isotropen Körper auf 2. Das Gleichgewichtsproblem 
hat nur eine Lösung. Wenn keine Kräfte auf die Theile des Körpers wirken, 
so kann derselbe im Gleichgewicht sein, wenn die Druckcomponenten Con- 
stanten gleich sind. Zusammendrückbarkeit, Elasticitätscoefficient. Gleich- 
gewicht eines isotropen , cylindrischen Körpers, auf dessen Grundflächen Drucke 
von gewisser Art wirken. Durchführung der Rechnung für den Fall, dass der 
Querschnitt ein Ejreis ist. Gleichgewicht einer Hohlkugel, auf deren Ober- 
flächen constante und senkrechte Drucke wirken.) ' 

§ 1. 

Wir wenden uns jetzt zur Betrachtung des Gleichgewichts und 
der Bewegung elastischer fesler Körper. Die allgemeinen Differential- 
gleichungen hierfür haben wir bereits im § 7. der eilften Vorlesung 
unter gewissen Voraussetzungen aufgestellt; diese Voraussetzungen 
werden wir beibehalten und aus jenen Gleichungen Folgerungen 
ziehen; die dort gebrauchten Bezeichnungen werden wir auch hier 
anwenden^ nur die Verrückungen, die dort g, i^, ^ genannt sind, 
sollen hier u, v, w heissen. Wir denken uns also einen Körper, 
dessen Punkte in eine solche relative Lage gebracht werden können, 
dass die sämmtlichen Druckcomponenten in ihm gleich Null sind ; den 
Zustand, in dem der Körper dann sich befindet, wollen wir seinen 
nalürlichen nennen, x^ y, z sind die Coordinaten eines Punktes des 
Körpers^ wenn dieser in seinem natürlichen Zustande in irgend einer 
Lage ist, a: + i/, y -{- v, z + t^ die Coordinaten desselben Punktes 
zur Zeit /; u, v, w sind unendlich klein. Wir setzen 

di' y* — ^y — g7 -t- ä^ 

dw _, du ^v 

Z^ — OTc— ^^-^^^ i; 
^" _i_ ^\ 

^y — y-' — df/Tci 
und bezeichnen durch f eine gewisse homogene Function zweiten 
Grades der 6 Argumente Xxj yy^ . . mit constanten Coefficienten ; 
es ist dann 

KircliliOff, Mecbauik. 26 



Xx 




dx^ 


Vy 


: 


dv 
dy' 


Zz 




dw 

dz' 
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Y ^Z" V 7 ^^ 

-^* — TZT 7 ^ ' — ^y — 



7 ^f_ Y V ^^ 



und 



f* ^^« = f*^ ^a; dy dz 

^dl2 — ^^ da: dy dz ^ 

d^w _ ^ dz^ dz^ dz,^ 

^ dt^ -- f*^ — 2ix "'di df ' 

WO ft die Dichtigkeit, X, Yy Z die Componenten der beschleunigen- 
den Kraft; die im Punkte {Xy yy z) wirkt, bedeuten. Die Function 
/ hat dabei die Eigenschaft, dass ffäx, wo dt ein Element des 
Volumens des Körpers bedeutet, das Potential der Kräfte ist, die 
durch die relativen Verschiebungen der Theile des Körpers erzeugt 
sind, d. h. der Kräfte, welche wir an dem angeführten Orte innere 
genannt haben. Aus dieser Bemerkung folgt, dass der Werth tod 
/ für irgend einen Zustand eines unendlich kleinen, den Punkt 
{Xy yy z) enthaltenden Theiles des Körpers unabhängig von dem 
Goordinatensysteme ist, das man benutzt; die in / vorkommenden 
Coefficienten, die die Constanten der Etasticität des Körpers heissen, 
sind aber durch die Richtungen der Coordinatenachsen bedingt. Die 
Zahl dieser Constanten ist im Allgemeinen 21 ; bietet die Substanz 
des Körpers aber Symmetrieen dar und wählt man die Richtungen 
der Coordinatenachsen passend, so wird sie erheblich verringert 

Wir setzen 

/'=«iia:x^+2fl,2^*yy+2öi3^a:-^z+2ö,4a:xy,+2ai5a;arZx+2fl,üa:xXy 

+ «22J^/ +2«23yy^*+2ö24yyy^+2öf25yy^x+2ö26!'y^i< 4) 

• • ■ • 

und sagen: in Bezug auf die Elasticität des Körpers ist die x^- Ebene 
eine Symmetrie- Ebene, falls dieser Ausdruck für f gültig bleibt, wenn 
man die Richtung der 2: -Achse in die entgegengesetzte verkehrt. 
Wenn die Richtung der 2 -Achse in die entgegengesetzte verwandelt 
wird, während der Anfangspunkt der Coordinaten derselbe bleibt, so 
nehmen z und tu die entgegengesetzten Werthe an und x, yy Uy v 
werden nicht geändert; den Gleichungen 1) zufolge behalten daher 
dabei x^r, Vy* Zgy Xy ihre ursprünglichen Werthe, yz und z^ aber 
bekommen die enigegengesetzten. Soll hierbei der in 4) für f an- 
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gegebene Ausdruck ungeändert bleiben, welches auch die Werthe 
seiner Argumente sind, so müssen 

^14 ; ^24? ^34' ^46 
^15» ^25? %5; ^5G 

verschwinden. Ist die o;^- Ebene eine Symmetrie -Ebene, so ist daher 
/■= a^^xj + 2a^^x^i/y + 2a^^Xa:Z^ + 2 a^^X:^yy 
+ 2 «22 y/ + 2 a^^yy z= + 2 a^^ y^ Xy 

+ 2 «33^,2 4-2fl3oZ,a:y 5) 

+ 2aeoV 

+ . «44 y«* + 2 flf45 yz Z^ + 055 Z,2 , 

Sind die a:y- Ebene und die yz- Ebene Symmetrie -Ebenen, so 
ist hiemach 

f^ Oi^x^'^ + a.^^yy^ + flf33Z^2 ^ ^^^y^2 ^ ff^^^^j ^ a^^Xy^ 
+ 2 f^nyy^^ + 2 «13^*^;^ + 2a^^x^yyy 

woraus hervorgeht, dass dann auch die zx- Ebene eine Symmetrie- 
Ebene ist. 

Sind die 3 Coordinatenebenen Symmetrie -Ebenen, gilt also die 
Gleichung 6), und behält diese Gleichung üültigkeit, wenn man die 
o;- Achse und die y- Achse mit einander vertauscht, so sollen die 
yz-Ebene und die xr-Ebene gieichwerthige Symmetrie -Ebenen 
heisseu. Bei der Vertauschung der x- Achse und y- Achse gehen 
Xx und yy, sowie Zjc und yz in einander über, während z- und Xy 
ungeändert bleiben ; soll sich dabei der in 0) für f gegebene Ausdruck 
nicht ändern, so muss 

^11 =^ ^22 9 ^44 = ^55 9 ^13 ^^ ^23 

sein. 

Es folgt hieraus, dass, wenn die 3 Coordinatenebenen gieich- 
werthige Symmetrie -Ebenen sind, 

/ = 0,1 (a:,^ + yy2 ^ ^^2) ^ 2 0^23 {yyz, -f z,x^ + x^yy) 

'^a,,{y.^ + zj + x'') ^ 

ist. Ein Beispiel für diesen Fall bietet das Steinsalz dar.*) 

Man nennt den Körper isotrop, wenn derselbe Ausdruck von 
f für jedes Coordinatensystem gilt. Um diesen Ausdruck für einen 
solchen Körper zu finden, können wir von dem in 7) angegebenen 
ausgehn, der den gesuchten als speciellen Fall in sich enthalten muss. 
Wir schreiben die Gleichung 7), indem wir an Stelle der Constanteii 
«i,, a23, a^^ andere, K, ö, L einführen, 

*) Untersuchung der Elasticitätsverhältnisae des Steinsalzes, Inaugural- 
dissertatiou von Woldemar Voigt (1874). 

26* 
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+ Z(xJ + yy^ + z.^), 
und bemerken^ dass 

^x + yy + ^» 

und 

^.' + y/ + ^.' + iy.' + i^^'^ + ix,* 

ungeändert bleiben, wenn das Goordinatensysiem geändert wird. Um 
diese Behauptung zu beweisen, fähren wir die Hauptdilationen ein, 
und nennen 

/|, A2, A3 
die Grössen dieser, 

«1; /^u y\} «2; ßip ^2; «3> ft; yz 

die Cosinus der Winkel, welche ihre Richtungen mit den Coordi- 
natenachsen bilden; nach den Gleichungen 21) der zehnten Vorlesung 
und den 9 letzten Gleichungen der Seite 121 ist dann 

CCj^ -— CCt Aj ~t~ CCti A« ~| CCn A>o 

zz = y,U, + yj^Aj + ^3^3 

^ z^ = yja, A, + y2«2^2 + y3«3^3 
^Xy = «i/S, A, + a^ß-^X^ + «3^3 ^3 ; 

woraus bei Rücksicht auf die Relationen, die zwischen den Grossen 
Uj ß, y bestehen, die Richtigkeit der Behauptung hervorgeht. Zu- 
gleich sehen wir, dass der mit L multiplicirte Ausdruck in der 
Gleichung 8) von der Richtung der Goordinatenachsen abhängig ist 
Soll diese Gleichung für jedes Goordinatensystem bestehen, so 
muss also 

Z = 

sein; so sind wir für einen isotropen Körper zu demselben Aus- 
drucke von /■ gelangt, der schon in der Gleichung 30) der eilften 
Vorlesung aufgestellt ist. 

§2. 

Für den Fall des Gleichgewichts gehen die Gleichungen 3) in 
die einfacheren 

dz, . dz.. . dz. 



f»^=^+^:f + 



dx ^ dy dz 
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über. Hierzu kommt, Tvenn die Druckkräfte gegeben sind, die au 
die Elemente der Oberfläche des «Körpers wirken, die Bedingung, 
dass für diese Elemente X^, V», Z„, wo n wieder die nach dem 
Innern des Körpers gerichtete Normale bedeutet, gegebene Werthe 
erhalten. Diese Werthe und die Werthe von JC, F, Z müssen dabei 
6 gewisse Relationen erfüllen-, es müssen nämlich die Summen ihrer 
Componenten und ihre Drehungsmomente in Bezug auf die Coordi- 
natenachsen verschwinden^ wie aus den Gleichungen 1) und 2) der 
eilften Vorlesung hervorgeht. 

Durch die angegebenen Bedingungen sind die Grössen u, v, w 
noch nicht völlig bestimmt; es kommen diese sowohl in den Glei- 
chungen 9), als in den Grenzbedingungen nur in den Verbindungen 
^^7 t/ift ^z> t/t> ^^) ^y ^0^5 gesetzt, es seien die letzteren bestimmt, 
so sind u, v, w aus den Differentialgleichungen 1) zu ermitteln; hat 
man Ausdrücke für u, r, w gefunden, die diesen genügen, so kann 
man zu ihnen t/', r, w resp. hinzufügen, wenn 



^ dx' 


= V- + r- 

cz \cy 


— ^^' 

dy ' 


^ dw . cn 
dx ' rz 


^"'' 
^ dz ' 


^"' J- ^''' 
dy "• dx 



10) 



ist. Es ist leicht, die allgemeinsten Lösungen dieser Gleichungen 
zu finden; differentiirt man nämlich jede von ihnen noch einmal 
nach Xy y und z, so ergiebt sich, dass die sämmtlichen zweiten 
Differentialquotienten von w', r', tv nach x, y^ z verschwinden; es 
sind also ti, v\ w lineare Functionen von .r, y, z mit constanten 
Coefficienten; substituirt man diese Functionen in 10), so findet man 
zwischen den Coefficienten solche Relationen, dass 

w' s= öTq -}- ^z — cy 
V = ^„ + ex — az 
w = Cq -{- ay — hx 

wird, wo Oq, ^„, c^y a, by c willkührliche Constanten sind. Die 
Veränderung des Körpers, welche der Hinzufügung dieser Ausdrücke 
z\x Uy v^ w entspricht, besteht nach den in der fünften Vorlesung 
gemachten Auseinandersetzungen in einer Verschiebung und einer 
Drehung um den Anfangspunkt, deren Componenten a^, />„, c^ und 
n^ b, c sind. Statt dessen kann man auch sagen: Eine Verände- 
rung der Grössen a^, b^^j c^, a^ b^ c entspricht einer Veränderung 
der Lage des Körpers in seinem natürlichen Zustande, von der aus 
die Verrückungen w, r, tv gerechnet werden. Sollen u, v, w voll- 
sülndig bestimmt sein, wenn Xjr, y,j^ . . es sind, so müssen noch 
Bedingungen festgesetzt werden, welche zur Bestimmung der 6 Con- 
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stauten ^o» ^o; ^o; ^> ^; ^ genügen; solche Bedingongen sind z. B. 
die , dass für a: = 0, y = 0, z«=»0 

^M ^ ^»^ rx ^ ^v 11) 

dz ~^' az ~^' da:~^ 

ist. Die 3 ersten von diesen Gleichungen sprechen aus, dass der 
Anfangspunkt der Coordinaten keine Yerrückung erlitten hat; die 
Bedeutung der 3 letzten erkennt man leicht mit Hülfe der Glei- 
chungen 7) der zehnten Vorlesung. Bei der dort gebrauchten Be- 
zeichnung sind die 3 letzten der Gleichungen 11); wie die Gleichun- 
gen am Ende der Seite 121 zeigen , 

fl,3 = 0, «23 = 0; «21 = 05 
die Gleichungen 7) der zehnten Vorlesung werden hierdurch 

r'^'= ra,,ß 

ry' = r (flfg, « + 03^ /S -f a^^^y) . 

Daraus folgt erstens: wenn a = und /3 = ist, so ist auch 
a' = und /J' = 0, d. h. ein der z- Achse paralleles ^ durch den 
Anfangspunkt gehendes Linienelement erleidet keine Drehung; zwei- 
tens folgt: wenn /J = ist, so ist auch /J' = 0, d, h. ein der zx- 
Ebene paralleles , durch den Anfangspunkt gehendes Flächenelement 
bleibt sich selbst parallel. 

Wollte man in den Gleichungen 1) Xxy yy> • • als willkührliche 
Functionen von x^ y, z annehmen, so würden dieselben, da sie nur 
3 zu bestimmende Functionen, u, v, w, enthalten, im Allgemeinen 
sich widersprechen; wir bemerken, dass sie immer vereinbar mit 
einander sind, wenn a;^, ^y, . . . von x, y, z unabhängig sind, aber 
beliebige Werthe haben. Setzt man nämlich u, v, tv linearen 
Functionen von x, y, z gleich, so kann man die 12 Coefficienten 
dieser so bestimmen, dass ^^, 2/y7 • • beliebig gegebene constante 
Werthe erhalten und zugleich den Bedingungen 11) genügt wird. 

Diese Bemerkung benutzen wir, um eine wichtige Eigenschaft 
der Function /, die bis jetzt nicht erwähnt ist, abzuleiten. Wir 
setzen von dem Körper voraus, dass er, wenn auf seine Theile 
keine Kräfte, auf seine Oberfläche keine Druckkräfte wirken, und 
er den Bedingungen 11) unterworfen ist, in stabilem Gleichgewichte 
sich befindet, wenn überall m=äO, t; = 0, w = i) ist. Nach der 
Bedeutung von f., an die wir erinnert haben, und nach § 2. der 
vierten Vorlesung muss dann unter den Bedingungen 11) 

ffdx 
ein Maximum sein, wenn überall m = 0, t; = 0, m? = ist, d. h. 
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wenn überall Xx^ Vyy • » verschwinden. Dieses Maximum muss auch 
stattfinden^ wenn den Grossen x^^ t/y, * , die Beschränkung aufgelegt 
wird, dass sie von x, y, z unabhängig sind, ihre Werthe aber 
willkührlich bleiben. Es muss also f ein Maximum sein für .r^ = 0, 
yy = 0, . ., wenn x^, y^, . . . als unabhängige Variable angesehn 
werden. Da nun / eine homogene Function zweiten Grades der 
genannten Argumente ist, so ist dieser Ausspruch gleichbedeutend 
mit dem, dass / nie positiv ist und nur verschwindet, wenn jedes seiner 
Argumente verschwindet. Die letztere Eigenschaft hat /" nicht, wenn 
der Körper eine compressible, nicht reibende Flüssigkeit ist. Wir 
können eine solche als einen isotropen Körper ansehn, bei dem die 
Constanten A' und ö, die wir in Bezug auf einen isotropen Körper 
eingeführt haben, solche Werthe besitzen, dass Ä^=0 und A'ö 
endlich ist 5 in diesem Falle verschwindet f immer, sobald 
^jc +yy + Zz = isi 

Aus dem Umstände, dass für einen festen Körper, wie wir ihn 
hier betrachten, f nie positiv ist und nur verschwindet, wenn jedes 
seiner Argumente gleich Null ist, lässt sich weiter beweisen, dass 
u, V, w eindeutig bestimmt sind durch die Gleichungen 9), die Be- 
dingung, dass an der Oberfläche X„y F„, Zn gegebene Werthe 
erhalten und die. Gleichungen 11). Um das darzuthun, braucht man 
nnr zu zeigen, dass diese Bedingungen u = 0, v = 0, w = er- 
gehen, wenn JC, Y, Z, Xnj Yn^ Z„ überall verschwinden. Zu diesem 
Zwecke addire man die Gleichungen 9), nachdem sie mit udx, vdx, 
wdx multiplicirt sind, und integrire über das Volumen des Kör- 
pers; mit der resultirenden Gleichung nehme man eine Umformung 
vor, ähnlich derjenigen, die uns zu der Gleichung 18) der eilften 
Vorlesung geführt hat; benutzt man, dass 

2/*= Xa:X:^ + YyVy + Z,Z:+ Y,y, -f Z,rZx + ÄyXy 

ist, so findet man dann für den genannten Fall 

J/-dr = 0. 

Hieraus folgt aber bei Rücksicht auf die Eigenschaften, die /" besitzt, 
dass Xx^ y^, ' ' überall verschwinden, und dann weiter aus 11), 
dass auch u, v, w überall == sind. 

Lässt man die Bedingungen 11) fallen, so bestimmen die Glei- 
chungen 9) und die Werthe von Xi, -^«, Zn den Zustand des 
Körpers, wie wir sagen wollen, nämlich die relativen Verschie- 
bungen seiner Theile, während die Lage des Körpers unbe- 
kannt bleibt. 
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§3. 

Verschwinden die Kräfte X^ Yy Z, so werden die Gleichungen 9) 

^ d X_ d X„ d X_ 

= - 4- —^ -4 -' 

dx * dy ^ dz 

a£^ aj^* a£. 12) 

^ dx ^ dy ^ dz ^ 

= ^4-^4-1:^. 

^ar ' ^y ' dz 

Von diesen Gleichungen wollen wir nun particuläre Losungen bil- 
den ; die mit den Bedingungen 1) verträglich sind. 

Man erhält eine solche ; wenn man die 6 Druckcomponenten 
^x, Yy, • • beliebigen Gonstanten gleichsetzt; dann werden nämlich 
auch die Grössen x^j yyy - » gleich Constanten und wir haben 
bereits im vorigen § gesehn, dass in diesem Falle die Gleichungen 
1) erfüllt werden können, und zwar dadurch, dass man Uj Vy w 
linearen Functionen von x, y, z gleichmacht. Der letzte Umstand 
bewirkt, dass bei der genannten Annahme die Veränderung, die der 
Körper aus seinem natürlichen Zustande erfahren hat, der Art ist, 
dass die neuen Coordinaten eines jeden seiner Punkte lineare Func- 
tionen der alten sind, dass also eine jede Ebene eine Ebene, eine 
jede Kugel ein Ellipsoid geblieben ist. 

Ist 

x^ = y, = z, = p 

Vx = Zx = Xy = U , 

WO p eine Constante bedeutet, so erleidet ein jedes Flächenelement 
im Innern des Körpers und ein jedes Element seiner Oberfläche einen 
senkrechten Druck, der =p ist. Bei einer beliebigen Gestalt des 
Körpers lässt dieser Fall sich verwirklichen, wenn der Körper in 
eine Flüssigkeit gebracht ist und der Druck io dieser vergrössert 
wird; die Wirkung der Schwere ist dabei unmerklich. Im Allge- 
meinen bleibt der Körper dabei nicht sich selbst ähnlich; das findet 
aber statt, wenn er isotrop ist, oder, wenn es drei gleichwerthige, 
auf einander senkrechte Symmetrie -Ebenen für seine Substanz 
giebt. Unter der Zusammendrückbarkeit des Körpers versteht man 
den negativ genommenen Werth, den die räumliche Dilatation 
für p = 1 besitzt; für einen isotropen Körper ergiebt sich aus den 
Gleichungen 28) der eilften Vorlesung die Zusammendrückbarkeit 

3 

Wenn 

^x} -«y; Xy, Ixj Zx 
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verschwinden und Z, einen constanten Werth hat, so erleidet irgend 
ein Flächenelement, welches der z- Achse parallel ist, keinen Druck 
und ein Flächenelement, welches senkrecht zu dieser Achse ist, 
den senkrechten Druck Z.. Dieser Fall lässt sich verwirklichen, 
wenn der Körper die Gestalt eines geraden, der z- Achse parallelen 
Cylinders von beliebigem Querschnitt hat, indem man die Mantel- 
fläche frei lässt und an jedem Element der Grundflächen einen senk- 
rechten, constanten Druck anbringt. Den Werth, den 

dann hat, nennt man den Eiasticiiäis-Coeffictenten der Substanz für 
die Kichtung der 2^ -Achse 5 dieser ist immer von der Richtung der 
z- Achse abhängig, ausser, wenn der Körper isotrop ist. Für 
einen isotropen Körper ist er den Gleichungen 28) der eilften Vor- 
lesung zufolge 

-^^i + iö' 



§4. 

Ist der Körper isotrop, so lässt sich ohne Schwierigkeit eine 
allgemeinere Lösung der Gleichungen 12), die mit den Bedingun- 
gen 1) verträglich ist, finden, bei der 

^, = 0, ^3, = 0, Fy = 0, 

ist; ist der Körper überdies durch eine der z- Achse parallele Cy lin- 
derfläche und zwei Querschnitte dieser begrenzt, so lässt diese Lösung 
dem Falle sich anpassen, dass die Cylinderfläche frei ist und auf die 
Elemente eines der Querschnitte Druckkräfte wirken, deren Compo- 
nentensummen und Drehungsmomente beliebig gegeben sind. Die 
so bestimmte Lösung ist deshalb von besonderer Wichtigkeit, weil 
sie die Formänderungen eines cylindrischen Stabes, auf dessen Enden 
beliebige Druckkräfte wirken, im Allgemeinen mit grosser Genauig- 
keit darstellt, falls die Länge des Stabes gross gegen die Dimensionen 
des Querschnitts ist. Wir werden in den beiden folgenden Vor- 
lesungen uns ausführlich mit den Formänderungen eines dünnen 
Stabes beschäftigen, indem wir von vornherein die Voraussetzung 
einführen, dass die Dimensionen des Querschnitts des Stabes unendlich 
klein sind, während seine Länge endlich ist. Die Betrachtungen, die 
wir hier durchführen wollen, sind in gewisser Hinsicht specieller, in 
anderer aber allgemeiner, als jene späteren. 

um die bezeichnete Lösung abzuleiten, untersuchen wir zuerst, 
welche Beziehungen zwischen den 6 Grössen x^^^ tjy^ . , stattfinden 
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müssen, damit die Gleichungen 1) erfüllbar sind. Wir erhalten die- 
selben, indem wir die Gleichungen aufstellen^ durch welche die 
Functionen u, v, w, wenn sie existiren^ aus x^o ^y; • • zu berechnen 
sind. Von dem Punkte a; «= 0, y«=0, z'=0, den wir im Innern 
des Körpers annehmen, denken wir uns in diesem eine beliebige Linie 
nach dem Punkte {x, y, z) gezogen und bezeichnen durch dXy dy^ dz 
die Projectionen eines Elementes derselben. Ist (t/)^ der Werth von 
M für a; = 0, y = 0, z «« 0, so haben wir dann 

1^ ist hier als unmittelbar gegeben zu betrachten^ denn es ist = Xx\ 

^ und ^ aber sind erst zu berechnen. Aus den Gleichungen 1) 
folgt leicht 



dxdy dy 

a«M ^ ^ 

^y' dy dx 



und 



dz * V dx^dy^dzj 



dyd 
dßu dx^ 



dxdz dz 



dydz ~ * V dx"^ dy'^ 'dz ) 
Jz* dz dx 



diese Werthe sind in die Gleichungen 






d 

d 



in denen der Index dieselbe Bedeutung, wie eben, hat, zu setzen« 

'du 

dx 



•1 
Der für ^ angenommene Ausdruck, nämlich x^, ist eine Func- 



tion von x, y, z] auch die für J^ und ^ aufgestellten Ausdrücke 

müssen solche Functionen, d. h. unabhängig von dem Integrations- 
wege sein, die in ihnen unter den Integralzeichen stehenden Grossen 
also vollständige Differentiale. Die Bedingungen hierfür sind durch 
die folgenden 5 Gleichungen ausgesprochen: 



[ 
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dy^ ' 3ar* dxdy 



dl/dz *^ dx^ dz'dx '^ dydx 



2 






dxdy dz* dyoz ' ^a:^z 

o o o 

Dass die Ausdrücke, die dann für ^, «^ , rr^ erhalten werden, die 

' ox' dy ' oz 

partiellen DiflFerentialquotienten einer Function sind, bringt keine 

neue Bedingung hinzu. 

Ersetzt man in den durchgeführten Betrachtungen u durch v 

oder 10, so erhält man nur die eine neue Gleichung 

?!^" I ^ _ ^'-'/^ 14^ 

^;« "T" ay* dyd'z' ^ 

welche den Gleichungen 13) hinzuzufügen ist. 

Substituirt man die für die ersten DiflFerentialquotienten von u 
aufgestellten Ausdrücke und die entsprechenden der ersten DiflTereu- 
tialquotienten von v und w in die Gleichungen 1), so werden diese 

für alle Werthe von x, y, z erfüllt, wenn nur (^) , (^; ) > (pt) > 

(ö-^l » 15^1 9 1^1 so ge wählt sind, dass sie für den Punkt a; = 0, 
\dxj^> \dxj^' \dy)^ ^ 

y = 0, z = erfüllt werden. 

Das Resultat dieser Betrachtungen ist, dass die Gleichungen 13) 
und 14) die vollständigen Bedingungen dafür sind, dass u, v, w 
den Gleichungen 1) gemäss sich als Functionen von .r, y, z be- 
stimmen lassen. Um die Beziehungen zu finden, die dabei zwischen 
den Druckcomponentcn .r.^, 1^^, . . stattfinden müssen, hat man nur 
noch zu erwägen, dass x,r, yy, - ^ lineare homogene Functionen dieser 
Druckcomponentcn sind, deren Coefficienten von den Constanten der 
Elasticität in gewisser Weise abhängen. 

Wir haben bereits bemerkt, dass die Gleichungen 1) mit der 
Annahme verträglich sind, dass Ä-^j Yy^ . . beliebige constante 
Werthe besitzen; wir sehen jetzt, dass sie auch gestatten, Xxy Yyy - . 
beliebigen linearen Functionen von *t, y, z gleichzusetzen, da die 
Gleichungen 13) und 14) nur zweite DiflTerentialquotienten nach 
X, y, z enthalten. 

Ist der Körper, wie wir nun annehmen wollen, isotrop, so hat 
man nach den Gleichungen 28) der eilften Vorlesung 
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^' "^ "" 27? (^' "" r+i$ (^' + ^y + ^Oj 



-1 j' 



^jf "iT Ar 






— ^ r 
Xy — yt y 

Führt man femer die Voraussetzung 

^x=0, JCy = 0, yy = 15) 

ein, so erhält man hieraus 

^ _ J ^__ y 

^' ~ 2K r+Je ^' ' 

^y '^ 27? 1 + 3Ö '^^ ' ^""^"'k ^' ^^^ 

^ L1+.-Ö7 

^* 'iÄ-i + äö '' 

Die Gleichungen 12) werden dabei 

-Tz — *^' "äT^^' -Tz Jx-^W' ^ 

Die Gleichungen 13) und 14) ergeben daher 

^=0 ^=0 ^^0 ^=0 



Vz 


=— 


1 


n 


Zx 


= 


1 
A 


-?, 


Xy 







• 



und 



a»z, a«/^^ a»x, 



l + 3öayaz dx» dxdy 

Die vier ersten dieser 6 Gleichungen sagen aus, dass Z, linear ist 
in Bezug auf jede der Grössen x^ ij, z und auch das Product xfj 
nicht enthält; es ist daher 

« • 

wo a, a^, ^2, ^, ^j; ^2 willkü&rliche Constanten bedeuten; die beiden 
letzten werden dadurch 

eJorVaa: dy J " 1 + 3^2 



^y\dx dy ) ~ 1 + 3^^1' 
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Hieraus folgt 

WO c eine willkührliche Grösse bedeutet, die von x, y und, wegen 
17) auch von z unabhängig ist. Diese Gleichung verbinden wir mit 
der Gleichung 

die aus 17) und 18) folgt. Gesetzt es seien Xl und Y^ die DiflFe- 
renzen der Werthe von Xz und F, in zwei verschiedenen Lösungen 
der Gleichungen 19) und 20), so ist 

dx dy 

dx *^ dy ' 

also 

Y ' dSi y * dSl 

Hiemach kann man die allgemeine Lösung der Gleichungen 19) 
und 20) angeben, sobald man eine particuliire gefunden hat; eine 
solche findet man aber, indem man für X^ und Yz Ausdrücke zweiten 
Grades in x und y annimmt und die Coefficienten derselben 
passend bestimmt, wobei der Willkühr nach einiger Spielraum 
bleibt. So findet man als allgemeine Lösung der Gleichungen 19) 
und 20) 

^•* 2 ^ 2 ^ 4 l + S^^"^ +y^ 2 1 + 30^^+aa: 

wo Sl der Gleichung 21) gemäss zu wählen ist. 

Nun wollen wir annehmen, dass der Körper, um den es sich 
handelt, durch eine der z- Achse parallele Cylinderflächo und zwei 
senkrechte Querschnitte begrenzt ist, und wollen die aufgestellten 
Formeln dem Falle anzupassen suchen, dass die Cy linderfläche frei 
von jedem Drucke ist. Es sei dl ein Element des Umfangs eines 
zur z- Achse senkrechten Querschnitts, n die nach dem Innern dieses 
gerichtete Normale von dl\ es muss dann 

= Xr cos (nx) + Xy cos iny) + X^ cos (nz) 
= Yx cos (nx) + Yy cos {ny) + Yz cos {nz) 
= Zjc cos {nx) + Zy cos {ny) + Zx cos {nz) 
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sein. In Folge der Gleichungen 15) und des Umstaudes^ dass 

cos (nz) = 

ist; sind die beiden ersten dieser tileichungen erfüllt; die dritte wird 

= ^z cos (nx) + Vz cos (ny) . 23) 

Substituirt man hier für X: und Fz ihre Werthe aus 22), so erhält 
man einen Ausdruck für 

^f cos (nx) + 1^ cos (ny), d. h. für |^, 

der die, bis jetzt nur durch 21) definirte Function Sl bis auf eine 
additive Constante, deren Werth gleichgültig ist, bestimmt. 

Damit es eine Function gebe, die den für Sl aufgestellten Be- 
dingungen genügt, muss, wie wir in der sechszehnten Vorlesung 
gesehn haben, 

'1^ dl = 24) 



/ 



sein. Bildet man diese Gleichung mit Hülfe von 22) und 23), so 
spricht sie aus, dass eine Summe von Gliedern verschwindet, die 
von der Form 

f V cos {nx) dl oder J V cos {ny) dl 

sind, wo V eine, in dem Querschnitt des cylindrischen Körpers stetige 
Function* von x und y bedeutet. Ist df ein Element dieses Quer- 
schnitts, so hat man aber, den Gleichungen 6) der eilften Vorlesung 
entsprechend, 

f V cos (nx) dl /l^^/" 

f r coa (ny) dl ^-fl^df. 

Wir wollen die z- Achse so legen, dass 

fxdf=0 und fydf = 

ist^ d, h. die Linie, auf der die Schwerpunkte der Querschnitte 
liegen, zur z- Achse wählen; ein Blick auf die Gleichungen 22) zeigt 
dann, dass die Gleichung 24) 

bfd/'=0, d. h. b = 

wird. Die 6 übrigen Gonstanten, die wir eingeführt haben, 

a, «1, «29 ^If ^2} ^ ' 

bleiben unbestimmt und können so gewählt werden, dass die Com- 
ponentensummen und Drehungsmomente der auf die Elemente einer 
Endfläche wirkenden Drucke, nämlich die Grössen 



§ 4. Gleichgewicht eines isotropen Kreiscylinders. 403 

fZ^df, J{xY, — yX,)df, 

beliebig gegebene Werthe annehmen. 

Wir wollen die Rechnung nur weiterführen für den Fall, dass 
der Querschnitt des Körpers ein Kreis von dem Radius R^ die Glei- 
chung seines Umfangs also 

x2 + y2 = ^2 
ist. Der Gleichung 21) genügt man durch 

% 

Sl = A,'x + A^y + B^ {x^ - Sxy^) + B^ (y' - 3a:'y), 
wo ^j, A^, B^, B^ willkührliche Gonstanten bedeuten; es wird sich 
zeigen, dass diese sich so bestimmen lassen, dass ^— den verlangten 
Werth erhält. Da 

cos (nx) = - -^- , cos (ny) = — ^ , 



so ist 



^^^--1? + .^^ 



dn dx ^ ^ dy "* 

also 

=^A^x+A^y-\-^B, {x^ - 3 xy^-) + 3 ^^ {v^ - 3 x'^y) , 

oder auch, da das Zeichen k- sich nur auf den Umfang des Quer- 
schnitts bezieht, 

-R^-^ = A,x + A^y + 32?, {a? - ^xy'') + 3 /?2 {y^ - 3a:^y) 

+ {C,x + C^y){x'^ + y^-^R^), 

wo C^, C2 zwei neue Constanten bedeuten. Andererseits folgt aus 
den Gleichungen 22) und 23) 

Diese beiden für — R ^ -- aufgestellten Ausdrücke werden identisch, 
wenn man 

^1 — ^ "8iHF3l ^2 — ^ äHTsl 

1 241 + 3Ö 2 24 1 + 3Ö 

r = *i3_+_4d ^ _ *tM^4d 

^ 8 1 + 30 ^2— 8 1+3Ö 

macht. Bei diesen Werthen von A^, A^, B^, B., werden die Glei- 
chungen 22) 
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-*»— 2^"«"8 1 + 3Ö 1 + 804^*' 

WOZU wir fügen 

Die Berechnung der Constanten a, a^, a,^, b^, h^, c aus den Com- 
ponentensummen und Drehuugsmomenten der Druckkräfte, die auf 
ein Ende des Cyiinders wirken , ist hier sehr einfach, nehmen wir 
dieses Ende zur a;^-Ebene und benutzen, dass 

ist, so finden wir 

Jjc,dr=bJ- ÄS J(yZ,-zV:)df^ ^,^/2* 

/>, df=^b^\ R*, C(zX, ~ a:Z,) df a,\R^ 

Cz,df=anR\ C {xV,-- yÄ,) df = c ~R'. 

In Bezug auf die weitere und allgemeinere Discussion der iu 
diesem § entwickelten Formeln verweisen wir auf Clebsch"^) und 
Saint -Venant.**) 

§ 5. 

Für einen isotropen Korper lassen sich in Folge der Gleichungen 
28) der eilften Vorlesung, wenn man 

^ + ?Il 4- ?r = (y 25) 

und wieder 

setzt, die Gleichungen 3) schreiben 

,*^^^ = fi^-H- A-^^u^- (1 + 29)|^) 

^0 = ^J' + A'(^r + (l + 2e)|i) 26) 

*) Theorie der Elasticität fester Körper von A. Clebsch, Leipzig 1862. 

**) Mdm. sur la flexion dee prismes, Liouville Journal II ^me s^rie, Tome I 
(1856). 
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Für den Fall, dass das Gleichgewicht besteht und keine Kräfte auf 
die Theile des Körpers wirken, gehen dieselben über in 

de 



= z/t/ + (l+2ö)^^ 

äff 

dy 
de 

dz 



= ^v +(l + 2ö)|^ 27) 

= z/t^; + (l + 2ö)?f, 



woraus folgt 

Es ist leicht, eine particuläre Lösung der Gleichungen 25) und 27) 
zu finden, deren Kenntniss von Interesse ist. Man genügt ihnen, 
wenn man 

a = fl 

setzt, wo a eine willkührliche Constante bedeutet, und 

dV dy dV 

dx ' dy' oz ' 

wo V die Gleichung 

erfüllt. Demgemäss kann man annehmen 

wo 

r^ = a;2 + y2 ^ z^ 

und b eine zweite willkührliche Constante ist. Für die Druckcom- 
ponenten hat man dann die Ausdrücke 

d. h. 

Dieselben haben die Eigenschaft, die Gleichungen 

{X^ — p)x-\- Xyy + X,z = 
Y.rX-\-{Yy-p)y^Ya^QS 
Z^x + Zyy + (^, — p) z = 

Kiiohhoff, Hechkoik. 27 



^y = 
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zu befriedigen, wenn 

P = -2ä'((1 + 3ö)| + 2;^) 

gesetzt wird. Erinnert man sich an den Begriff der Hauptdrucke, 
der im § 3. der eilften Vorlesung definirt ist, so ist hieraus zu 
schliessen, dass die durch den Punkt (x^ y, z) und den Anfangs- 
punkt der Coordinaten gezogene Gerade die Richtung einer Haupt- 
druckachse für jenen Punkt hat und die Grosse des entsprechenden 
Hauptdruckes der für p angegebene Ausdruck ist. Da dieser Aus- 
druck eine Function von r ist und zwei willkührliche Constanten 
enthält, so folgt weiter, dass die aufgestellten Formeln dem Falle 
sich anpassen lassen, dass der Körper durch zwei um den Anfangs- 
punkt der Coordinaten als Mittelpunkt beschriebene Eugelflächen 
begrenzt ist, auf deren jede ein constanter und senkrechter Druck 
ausgeübt wird. Sind die Radien der beiden Kugelflächen r^ und r^, 
und p^ und pj ^^^ entsprechenden Drucke, so sind a und b aus den 
Gleichungen 

p,=-2A'((l + 39)| + 2^^,) 

p, = -2A'((l +39)^ + 2^^) 
zu bestimmen. 



Achtundzwanzigste Vorlesung. 

(Endliche Formänderungen eines unendlich dünnen, ursprünglich cjlindri- 
sehen Stabes. Dilatationen eines kleinen Theiles desselben. Vereinfachungen, 
die eintreten, wenn der Querschnitt eine Ellipse, oder seine Ebene eine Sym- 
metrie-Ebene ist. Potential der durch die Dilatationen erzeugten Kräfte. 
Lebendige Kraft des Stabes. Gleichgewicht des Stabes unter dem Einfluss von 
Druckkräften, die auf seine Enden wirken. Uebereinstimmung des hierauf be- 
züglichen Problems mit dem Problem der Rotation eines schweren Körpers um 
einen festen Punkt. Der Stab kann eine Schraubenlinie bilden. Gleichgewicht 
eines krummen Stabes, der ursprünglich eine Schraubenlinie bildet) 

§ 1. 

Wir werden uns jetzt mit dem Gleichgewicht und der Bewegung 
von Körpern beschäftigen ^ deren Dimensionen theil weise unendlich 
klein sind; dünne Stäbe und Platten können näherungsweise als 
solche angesehen werden. Körper , wie wir sie nun betrachten 
wollen; können endlidie Formänderungen erleiden , ohne dass die 
Dilatationen aufhören unendlich klein zu sein. Auch auf solche 
Fälle können wir unsere Theorie anwenden, indem wir den Körper 
in Theile getheilt denken, deren jeder Dimensionen hat; die alle von 
derselben Ordnung sind, und die aufgestellten Gleichungen zunächst 
auf einen dieser Theile beziehen. 

Denken wir uns einen Körper (oder Körpertheil), dessen Dimen- 
sionen alle von der Ordnung der unendlich kleinen Grösse r sind^ 
und stellen für diesen die Bedingungen des Gleichgewichts zusammen. 
Zu diesen gehören zunächst die Gleichungen 9) der vorigen Vor- 
lesung, also die Gleichungen 

^X^ d^,. dX^ 

ii A' = — ^ + — ^ + 
^ " dx * '(^y * dz 

cjo "^ dy ' dz 
Bs sei ff eine Function von x, y, z, 

die Gleichung der Oberfläche des Körpers und ff positiv im Innern 
desselben; n wiederum die nach dem Innern gerichtete Normale eines 
Elementes der Oberfläche. Es ist dann 

27* 



liZ= ^^+-,-f + -,-^ 
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COS (nx) : cos (wy) : cos (nz) = ^ : ^ : ?^- 

und jene Cosinus haben dieselben Vorzeichen wie diese Differential- 
quotienten, da «- positiv ist. Hiemach ist an der Oberfläche 

^' II + ^4 + X, if = ^y (|f+^^^TW 

^' H + ^^ If + ^^ If = ^- /(H)^ + (f/ + (ff)'' 

wo die Wurzelgrösse positiv zu nehmen ist und X^ Yn^ Zn als 
gegeben betrachtet werden sollen. 

Damit u^ v^ w völlig bestimmt seien, setzen wir noch fest, dass 
die Lage des Körpers in seinem natürlichen Zustande, von der aus 
Uy Vy w gerechnet werden, so gewählt sei, dass für den Anfangs- 
punkt der Coordinaten, der im Innern des Körpers sich befinden soll; 
also für a; = 0, y = 0, z = 

du A^ 0^** ^ 

ist. 

Nun setzen wir 

X = ix , y ^=iy j z = iz ; 4) 

den gemachten Voraussetzungen zufolge sind dann x, y\ z in dem 
Körper endlich und, ist 

die Gleichung zwischen x\ y, z', die der Oberfläche entspricht, so 
enthält g' nur endliche Constanten. 

Die Substitutionen 4) denke man sich auch in den Gleichungen 
1), 2) und 3) ausgeführt. Macht man 

/ dw , ^M j^ dv 

OZ ^ cy Cx 

• 

und bezeichnet durch Äj, Äy\ . . die Ausdrücke, die man erhält, 
wenn man Xx, Xy, . . durch xj, Xy, . . in den Ausdrücken ersetzt, 
die Jr^r, -^y, . . als Functionen von x^, Xy, . , darstellen, so erhält 
man dadurch: 
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' +^5- + -^-i'^l^ 



dx- sx; dx; 

dx ^ dy "" dz 

8z: , dz' , dz^- 

für i^' == 

"^^ dx' "T" "^y ä7 "T" ^' dz —^^-y \dx') -r y,jy) + Kj^) 

und für x = 0, y' = 0, z = 

du f\ dv c\ ^^ c\ '^) 

Die Werthe von t/, «;, u;, welche ans 5), 6) und 7) sich ergeben, 
lassen sich darstellen als die Summen von Gliedern, von denen die 
einen die Gleichungen 6) und 7), statt 'der Gleichungen 5) aber 
diejenigen erfüllen, die aus 5) entstehen, wenn man die rechten 
Theile durch Null ersetzt, und von denen die anderen die Gleichun- 
gen 5) und 7), statt der Gleichungen 6) aber diejenigen erfüllen, die 
aus 6) entstehen, wenn man hier die rechten Theile durch Null er- 
setzt. Die erstgenannten Glieder sind von der Ordnung voji iX„y 
iYnt iZn, die andern von der Ordnung von PX^, ^'^^/*; ^^^ri diese 
sind also unendlich klein gegen jene, wenn wir annehmen, dass die 
Kräfte Ä, F, Z nicht unendlich gross gegen die Druckkräfte X„, 
F„, Zn sind, d. h. dass die relativen Verrücbungen, die jene bei 
einem Körper, dessen Dimensionen alle endlich sind, hervorbringen, 
nicht unendlich gross sind gegen diejenigen, die bei demselben 
Körper diese erzeugen. Unter dieser Voraussetzung sind also für 
unsem unendlich kleinen Körper die Gleichungen 5) zu ersetzen 
durch diejenigen, die aus ihnen entstehen, wenn man Ä, V, Z gleich 
Null setzt, die Gleichungen 1) also durch 

^a; ' ^y ' dz 

ox ' öy dz 

?_?f 4. ^ _L. ^ =, 
dx '^ dy dz 

Die durchgeführte Betrachtung zeigt zugleich, dass u, v, w von der 
Ordnung von iXnj iVn, iZ» sind; von derselben Ordnung sind die 
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Differentialquotienten von u, v, w nach x\ y', /, die Diflferential- 
quotienteu von u, v, tv nach x, y, z also von der Ordnung von 

"^u} ^nj ^H* 

Auch für den Fall der Bewegung gelten diese Resultate und 
die Gleichungen 8) treten an die Stelle der Gleichungen 1) der 

vorigen Vorlesung, vorausgesetzt, dass die Beschleunigungen ^, 

^ • t t4 die Grenzen nicht überschreiten, die wir für die Kräfte 

Ä^ Y y Z angenommen haben. Es folgt das daraus, dass, um vom 
Gleichgewicht zur Bewegung überzugehn, wir JT, JK, Z zu ersetzen 

haben durch ^ ~ ^]i' , ^' " ^7^ ' ^ ~" l7^ ' 



§2. 

Nun wollen wir annehmen, dass der Körper, um den es sich 
handelt, ein unendlich dünner, in seinem natürlichen Zustande 
cylindrischer Stab ist. Bei diesem Zustande denke man sich in dem 
Stabe ein* rechtwinkliges Achsensystem; eine Achse soll die Linie 
sein, in der die Schwerpunkte der Querschnitte liegen, die beiden 
andern sollen parallel disn Hauptachsen eines Querschnitts sein, die 
durch den Schwerpunkt desselben gehn. Auf der erstgenannten 
Achse wähle man einen Punkt P, nenne s den Abstand desselben 
von dem Anfange des Stabes und fasse drei Linienelemente ins 
Auge, welche von P aus in den Richtungen der drei Achsen gezogen 
sind; sie mögen 3, 1, 2 heissen und 3 soll dasjenige sein, welches 
die Richtung der Länge des Cylinders hat. Diese drei Linienelemen£e 
werden, wenn der Zustand des Stabes geändert ist, im Allgemeinen 
nicht mehr senkrecht ' auf einander stehen, sondern Winkel bilden, 
die von rechten um Grössen abweichen, die von der Ordnung der 
Dilatationen sind, die stattgefunden haben. Es soll die Lage der 
Punkte des Stabes in der Nähe von P auf ein rechtwinkliges Coor- 
dinatensystem bezogen werden, dessen Anfangspunkt P ist, dessen 
z- Achse die Richtung des Linienelementes 3 hat, und dessen zx- 
Ebene durch die Linien demente 3 und 1 hindurchgeht. In Bezug 
auf dieses Coordinatensystem seien x -\- u^ y + ^> z '\' w die Coor- 
dinaten eines Punktes des Stabes nach der Veränderung, x, y, z die 
Coordinaten desselben Punktes, wenn der Stab in seinem natürlichen 
Zustande und in der Lage sich befindet, bei der die Linienelemente 
1, 2, 3 in die Achsen der x, y, z fallen. Bei diesen Festsetzungen 
gelten die Gleichungen 3) oder die Gleichungen 11) der vorigen 
Vorlesung, wie aus der Bemerkung heiTorgeht, die bei diesen ge- 
macht ist; für die Oberfläche des Stabes besteht eine Gleichung 
zwischen x und y\ es ist 
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Jxdxdy ^=^0y fi/dxdy =^0, Jxydxdy =^Q y 9) 

wenn die Integrationen über den Querschnitt ausgedehnt werden; 
endlich ist jeder materielle Punkt des Stabes charakterisirt durch 
gewisse Werthe von x, y und ^ -f- z. 

Es seien femer S; 17, ^ die Coordinaten des Punktes P nach 
der Formänderung des Stabes in Bezug auf ein beliebig im Räume 
gewähltes Coordinatensystem ; das die Eigenschaft haben möge, dass 
durch Drehung die Achsen der x, y^ z parallel den Achsen der 
^1 ^} i gemacht werden können; 

^2 7 ßi? n 

«3; ßz7 ^3 

seien die Cosinus der Winkel, die die Achsen der 1^, rj, t mit den 
Achsen der x, y, z bilden, so dass die Indices 1, 2, 3 sich auf 
die Achsen der x^ y, z resp. beziehn. Diese 9 Grössen, so wie 
5; ^; S> sind im Falle des Gleichgewichtes Functionen der einen 
Variabein s^ im Falle der Bewegung Functionen von s und /. 
Bei diesen Bezeichnungen sind 

I + a, (x + m) + «2 (y + t;) + «3 (z -f- xv) 

1? + /5, (X + i/) + ^, (y + r) + /53 {z +.«;) 10) 

S + yi (^ + w) + ^2 (y + «') + ^3 (^ + ^) 

die Coordinaten in Beziehung auf die Achsen der |, 17, ^ des 
Punktes, dessen Coordinaten in Beziehung auf die Achsen der x^ y, 
z sind X '\- Uy y -\- v^ z -^ w. Die Ausdrücke 10) müssen Functionen 
von s -f" ^ sein, da die Werthe von 5 + z , o; und y einen materiellen 
Punkt des Stabes bestimmen; die partiellen Differentialquotienten 
dieser Ausdrücke nach z und nach s müssen daher einander gleich 
sein. Es ist also 






"' Tz + «» ä^ + "3 (1 + 8ij = «1 a, + «» ä^ + «»ä; 



ds ^ ds ^ ' ^ * ds ^^ * ^ * ds 



ß,t + ß, l"- + ßz U + I^W /», 1^ + ^, I- + ^» 1" 

+ 'i+Ä(-+«) + S(y+^)+^'^(^+«'). 

Diese Gleichungen multiplicire man der Reihe nach mit aj, /3|, y^, 
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mit cc.^^ ß^j y2', niit a^, ß^, 73 and addire sie jedesmal. Dabei 
setze man 

da nach den gemachten Festsetzungen 

rfg dri di ^ 

ds ' ds = rf7 ~ "3 • P3 • ^3 

ist^ so folgt hieraus 

f-^a,{l+0), J^=/S3(1 + <T), 2=y,(l + a) 12) 

und es ist C die Dilatation, die das. Element ds erfahren hat; man 
setze ferner 

^ = «• S + ^. f. + y^ -l: 13) 

'^ — "^2 -j7 + P2 rf7 + y-i rf, 

Vergleichen wir diese Ausdrücke mit den in den Gleichungen 19) 
der fünften Vorlesung gleich /?', q\ r gesetzten und erinnern uns 
an die Bedeutung, die dort für p\ g\ r sich ergab, so sehen wir, 
dass pds, qäs, rds die Winkel sind, um welche das Achsensystem 
der X, tj, z um die Achsen der x, f/^ z gedreht wird, wenn sein 
Anfangspunkt das Element ds durchläuft. Es heisst rds die Torsion 
des dem Elemente ds entsprechenden Theiles des Stabes und p, q 
sind die reciproken Krümmungsradien der Projectionen des Ele- 
mentes ds auf die yz- und die a:z- Ebene. 

Mit Hülfe der 6 Relationen, die zwischen den Cosinus a, ß, y 
bestehen, und derjenigen, die durch Differentiation nach s aus diesen 
sich ergeben^ erhält man dann 

fe °° Ij + *■ (^ + "^ ~ '^ (^ + "*) 

|7 = f-: + p(y + «')-9(aj + «) + ff. 

Gestützt auf die am Ende des vorigen § gemachte Bemerkung 

nehmen wir an, dass o", ^, ^ unendlich gross gegen w, v, to 

sind, wenn wir dem z nur Werthe geben, die von der Ordnung der 
Dimensionen des Querschnitts des Stabes sind. Ferner nehmen wir 

an, dass ^, «^, ~ von derselben Grössenordnung als t/, t;, umsind. 



§ 2. unendlich dünner Stab. 413 

Benatzen wir ausserdem, dass u^ v, w unendlich klein gegen x, y, z 
sind; so werden die abgeleiteten Gleichungen 

du 

^ = gz^ry 

dv 

=s= rx — pz 

dz ^ 

dto I _ 

^^py - qx-\-G . 
Durch Integration folgt hieraus 

w = Wo + 2 ^^ - ryz 

«^ = w'o + (py — ö'^ + ^) ^ > 

wo Uq, Vq^ Wq Functionen von x und y bedeuten, nämlich die 
Werthe, die u, v, w für z = erhalten. Diese Functionen finden 
ihre Bestimmung durch die Gleichungen 8), 2) und 3). 
Die für u^ v, w gefundenen Ausdrücke ergeben 

d vq dtÜQ 1^ 

^' — aa- y' ~ W"^ '"^ 

2z=py — rj(^ + <y ^// = gy + y:v ' 

Alle diese Werthe sind unabhängig von z\ in Folge hiervon verein- 
fachen sich die Gleichungen 8) in 

ex ' cy 

?^ + yi = o 16) 

Cx • ^y 

^ A^ + ^ ^^ = . 

dx "^ dy 

Wir wollen annehmen, dass auf die ursprünglich cylindrische Ober- 
fläche des Stabes keine Drucke wirken, und unter g die Function 
von X und y verstehen, die gleich Null gesetzt, die Gleichung der 
Grenzlinie des Querschnitts bildet; die Gleichungen 2) geben dann 
für ^ = 



Ä, 


dg 

' dx 


+ -^', 


eg 
dy 


= 


Ya 


dg 

' dx 


+ y. 


dg 
dy 


= 


z. 


dg 
dx 


+ Zy 


dg 
dy 


= 0. 



17) 
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Von den Gleichungen 3) endlich werden zwei identisch erfüllt, die 
andern erfordern , dass für a; = und y = 

1/0 = 0, t;o = 0, w, = 0, 1^=0 18) 

ist. 

Die Gleichungen 17) haben wir aus der Voraussetzung abge- 
leitet , dass die Drucke, die auf die Mantelfläche des Stabes wirken, 
gleich Null sind. Dieselben Gleichungen dürfen wir aber auch bei- 
behalten, wenn diese Drucke irgend welche Werthe haben, die nur 
gewisse Grenzen nicht übersteigen. Sie müssen solche Werthe 
haben, dass Drucke von ihrer Grössenordnung bei einem Körper, 
dessen Dimensionen alle von gleicher Ordnung sind, nur Dilatationen 
hervorbringen, die unendlich klein gegen die durch 15) bestimmten 
Dilatationen sind. Indem man die Grossen, die die linken Seiten 
der Gleichungen 17) bilden sollten, vernachlässigt, vernachlässigt 
man dann nur Grössen, die gegen die einzelnen Terme, welche die 
linken Seiten zusammensetzen, unendlich klein sind. 

Setzt man in den Gleichungen 16) und 17) für Äj^, ^y, . . 
ihre Ausdrücke durch x^:, Xyj , . und für diese Grössen die in 15) 
angegebenen Werthe, so bestimmen die Gleichungen 16), 17) und 
18) die Grössen Uq, Vq^ Wq eindeutig als lineare homogene Functionen 
von p, g, r, 6. Um diese Behauptung zu beweisen, hat man zu 
zeigen, dass die genannten Gleichungen, wenn p, q, r, a verschwin- 
den, nur erfüllt werden können durch i/^ e=a 0, r^ = 0, tc;^ = 0, und 
das gelingt durch Betrachtungen, die denen ganz ähnlich sind, durch 
welche im § 2. der vorigen Vorlesung ein ähnlicher Satz bewiesen 
ist. Sind Vq, Vq, w^^ auf die genannte Weise ausgedrückt, so er- 
geben die Gleichungen 15) :r^, Xy, . . als lineare homogene Func- 
tionen von p, g, r, ö] eben solche Functionen werden die Druck- 
componenten Ä,r, Xy, , , und / wird eine homogene Function zweiten 
Grades derselben 4 Elemente. 

Wir wollen hier eine Bemerkung anknüpfen, welche die An- 
wendbarkeit unserer Betrachtungen wesentlich erweitert. Wir denken 
uns den Stab aus seinem natürlichen, cylindrischen Zustande durch 
Kräfte, die auf sein Inneres, und Druckkräfte, die auf seine End- 
flächen wirken, einmal in einen, dann in einen andern Zustand 
übergeführt. Auf den zweiten dieser Zustände mögen sich die Zei- 
chen Xjc, Xy, . ' p^ g^ r, 6 beziehen, auf den ersten die Zeichen 
x.vf Xy, . . /?', g', r, a\ Wird der Stab aus dem ersten in den 
zweiten Zustand übergeführt, so bestimmen die Differenzen o;« — xj, 
Xy — Xy, . . die dabei stattfindenden Dilatationen gerade so, wie 
Xje, Xy, . , selbst die Dilatationen bestimmen, die bei dem Ueber- 
gange des Stabes aus seinem cylindrischen Zustande in denjenigen, 
den wir den zweiten genannt haben, eintreten; das gilt auch, wenn 
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nicht der cylindrische; sondern der als der erste bezeichnete Zustand 
der natürliche ist, wenn der Stab also in seinem natürlichen Zu- 
stande so gekrümmt und tordirt ist, wie es den Werthen von 
p\ 4i f entspricht. In diesem Falle sind daher die Druckcompo- 
nenten vY^r, JT^, . . und die Grosse /" dieselben Functionen von 
Xje — Xa, Xy — Xyy . ., wie in dem bisher betrachteten von oTj., 
Xyy , . ,, und (da x^ — xj ^ Xy — Xyy . . dieselben linearen Func- 
tionen von p — Pj ^ — y'j r — ^' ) ^ — ^' sind, wie .r^, Xy^ , . von 
py qy r, <r) dieselben Functionen von p — p\ q — q^ r — r, (S — tf', 
wie in dem bisher betrachteten Falle von p, q^ r, ö. Diese Bemer- 
kung ist namentlich dann von Wichtigkeit, wenn die Substanz des 
Stabes isotrop ist; mit Hülfe derselben kann man dann immer die 
Gleichungen des Gleichgewichts und der Bewegung für einen un- 
endlich dünnen Stab aufstellen, dessen Querschnitt überall dieselbe 
Gestalt hat, wenn er in seinem natürlichen Zustande beliebig ge- 
krümmt und tordirt ist. Die Grösse, die wir mit <S' bezeichnet haben, 
kann dabei = gesetzt werden. 

§ 3. 

Die Ausführung der Bestimmung von t/^, r^, w^ ist verhält- 
nissmüssig leicht, wenn der Querschnitt des Stabes eine Ellipse ist^ 
welches auch die Constanten der Elasticität sein mögen. Setzen 
wir dieser Annahme entsprechend 

die Gleichungen 16) und 17) (die letzteren nicht allein für ^ == 0, 
sondern allgemein) werden dann erfüllt durch 

T.. = o, r^ = o, jry = o 

wo c eine willkührliche Constante bedeutet. Diese 5 Gleichungen 
in Verbindung mit der in 15) vorkommenden Gleichung 

erlauben mit Hülfe der Relationen, die zwischen den 6 Grössen 
Xa^, Zy, . . und den 6 Druckcomponenten -ir.r, A^yy . . bestehen, 
^.r> yyy ^y ) Und z^., Zy als lincarc Functionen von x und y auszu- 
drücken. Die 3 ersten von ihnen führen bei Rücksicht auf die 
Gleichungen 15) zur Bestimmung von m^, Vq, die beiden letzten zur 
Bestimmung von w^. Damit diese Bestimmungen möglich sind, muss 

dy^ dx* dxdy 

und ^II _ ^^/ = 2 r 

dx dy 



416 Achtundzwanzigsie Vorlesung. 

sein; die erste von diesen Gleichungen^ die aus Betrachtungen sich 
ergiebt, die denjenigen ganz ähnlich sind, durch welche wir die 
Gleichungen 13) und 14) der vorigen Vorlesung abgeleitet haben, 
ist in Folge davon erfüllt, dass a:„ y^, Xy linear in Bezug auf x 
und y sind; die z^weite bestimmt die Grosse c. Die Integrationen, 
die ausgeführt werden müssen, um dann u^ und v^ zu berechnen, 
bringen 3 willkührliche üonstanten mit sich, die Integration, die w^ 
giebt, führt eine solche ein; diese Constanten sind gerade ausrei- 
chend, um die Gleichungen 18) zu erfüllen. So ergeben sich i/q, ^q, 
Wq als Functionen zweiten Grades von x und y. 

Eine Vereinfachung in der Bestimmung von t/ß, Vq, Wq tritt bei 
beliebiger Gestalt des Querschnitts ein, wenn die Ebene desselben 
eine Symmetrie -Ebene ist. In diesem Falle hat man nach der 
Gleichung 5) der vorigen Vorlesung 

\ Yy = a^^Xa: + a^iVy + «23^* + ^26^y 

\Xy = öß, Xa: + a^^yy + fl63^z + a^^Xy 
^ Zy '^-a^^Zy + a^r^z^ 



wo 



^12 ==* ^21 » ^13 — ^31 1 



20) 



Bei Rücksicht auf die Gleichungen 15) wird hiernach die letzte der 
Gleichungen 16) 

und die letzte der Gleichungen 17) 

Aus diesen beiden Gleichungen und der dritten der Gleichungen 18) 
ist Wf^ zu bestimmen. Die übrigen der Gleichungen 16), 17) und 
18) dienen zur Bestimmung von Uq und Vq] man genügt ihnen, in- 
dem man 

^^ = 0, ry=0, Äy = 20a) 

setzt. Löst man nämlich diese Gleichungen nach x^, yy, Xy auf, 
so erhält man für diese Grössen, indem man für z, seinen Werth 
aus 15) setzt, lineare Ausdrücke von x und y; in Folge hiervon ist 
es möglich t/^ und Vq den Gleichungen 

_ ^"ü „ dvo dup . dvp 
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gemäss zu bestimmen-, die Integration dieser führt 3 willkührliche 
Constanten ein, durch die man die noch zu berücksichtigenden der 
Gleichungen 18) erfüllen kann. 

§4. 

Sind Wq, t;„, Wq gefunden, so handelt es sich darum, p, q, r^ a 
im Falle des Gleichgewichts als Functionen von s, im Falle der Be- 
wegung als Functionen von s und / zu bestimmen. Zu diesem Zwecke 
kann im ersten Falle das Princip der virtuellen Verrückungen, im 
zweiten das Haroilton'sche Princip dienen. In beiden ist es dann 
zunächst erforderlich, einen Ausdruck für das Potential der durch 
die Dilatationen erzeugten Kräfte Uufzustellen. Bezeichnet f die- 
selbe homogene Function zweiten Grades von Xa:, Xy, , ,j wie früher, 
so ist dieses Potential 

= JfdxdydSy 

wo die Integration nach x und y über den Querschnitt, nach $ über 
die Länge des Stabes auszudehnen ist. Hier setze man für a^^-, Vy, - • 
ihre Werthe aus 15); da diese Werthe lineare homogene Functionen 
von p, q, r, a sind, so ist / eine homogene Function zweiten Gra- 
des von p, g, r, 0] die Coefficienten hängen nur von x und y ab. 
Nun mache man 

F^jfdxdy, 21) 

dann ist F eine homogene Function zweiten Grades von p, q, r^ 6 
mit Constanten Coefficienten und jenes Potential ist 

Bezeichnet man durch U' die Arbeit der Kräfte, die auf das Innere, 
und der Druckkräfte, die auf die Mantelfläche und die Endflächen 
des Stabes wirken, für gewisse Variationen von p, q, r, cJ, durch 
T die lebendige Kraft, so ist also die Bedingung für das Gleich- 
gewicht 

ü' + 8jFds = 0, 22) 

und für die Bewegung gilt die Gleichung 

Jdt (ü' + ST+ SjFds) = . 23) 

Um den Werth von T zu bilden, haben wir die Ausdrücke 10) 
nach / zu differentiiren, die Summe der Quadrate der Diflferential- 
quotienten mit dem halben Elemente der Masse des Stabes zu 
multipliciren und über diesen zu integriren. Wir vernachlässigen 

dabei ö^; oy, -^ a's unendlich klein gegen Glieder, die damit 

additiv verbunden auftreten , und setzen is = 0, was erlaubt ist, da 
die Ausdrücke 10) Functionen von ä + z sind, und wir s als 
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variabel betrachten. Die Differentialquotienten dieser Ausdrücke 
sind dann 

di^^ 'd'i ^^ dt 

dt^^dt^^ dl 

Die Summe der Quadrate dieser Ausdrücke ; mit dxdy multiplicirt 
und über den Querschnitt des Stabes integrirt, ist in Folge der 
Gleichungen 9) 

+ (l^)' + (f )' + ^^j'j/^Vxrf, 24) 

Nun setze man 

Aus den Gleichungen, die dann nach dem Muster der Gleichungen 
20) der fünften Vorlesung gebildet werdetL können, ergiebt sich 

(It)' + (W + (|7 )' == 0» + Ä' 

Man erwäge nun, dass den Gleichungen 12) zufolge ~y ^, -J^ 

nicht unendlich gross gegen -^y , -Jj , ^- sein können, vorausgesetzt, 

dass die Differentialquotienten dieser Grössen nach s nicht unendlich 
gross gegen sie sind. Daraus folgt, dass P und Q nicht unendlich 

gross gegen ^; ^; 07 s^i^ können, während das Entsprechende 

in Bezug auf R sich nicht behaupten lässt. Bedenkt man endlich, 
dass von den 3 Integralen, die in dem Ausdrucke 24) vorkommen, 
die beiden letzten unendlich klein gegen das erste sind, so sieht man, 
dass dieser Ausdruck 
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ist. Macht man 

Jdxdy = k, f(x^ + y'^)dxdy=^x 26) 

und bezeichnet wieder durch ^ die Dichtigkeit^ so ist daher 

7- = f p. j A ((||)^ + i^f + (|-f)^) + X Ä^ j . 27) 

§ 5. ■ 

Wir wollen nun das Gleichgewicht des Stabes unter der Voraus- 
setzung näher untersuchen, dass auf seiue Theile keine Kräfte und 
nur auf seine Endflächen Druckkräfte wirken. Statt aber von dem 
Princip der virtuellen Verrückungen dabei Gebi*auch zu machen^ 
wollen wir unmittelbar anknüpfen an die Definition des Druckes, die 
durch die Gleichungen 1) und 2) der eilften Vorlesung gegeben ist. 
Wir wenden diese auf den Theil des Stabes zwischen zwei beliebigen 
Querschnitten an. Bezeichnen wir durch A, B, jT die Summen der 
Componenten nach den Achsen der g, iy, g der Drucke, welche in den 
Elementen des Querschnitts, der durch einen beliebigen Werth von 
s bestimmt ist, von dem Theile des Stabes, in dem s kleinere Werthe 
hat, auf denjenigen ausgeübt werden, in dem s grossere Werthe be- 
sitzt, und durch Ma, Mrij My die Drehungsmomente derselben Drucke 
in Bezug auf dieselben Achsen, so erhalten wir in Folge der Voraus- 
setzung, dass Gleichgewicht besteht und keine Kräfte auf das Innere 
des Stabes wirken, 

A = const. B = const. F = const. 
Ma == const. M^i = const. My = const. 

Ist für das eine Ende des Stabes 5 = 0, für das andere s = l und / 
positiv, so sind hiernach A^ B, F, Ma, M(i, My gleich den Com- 
ponentensummen und Drehungsmomenteu der Drucke, die auf die 
Elemente des Querschnitts »v = von Aussen ausgeübt werden; die- 
selbe Bedeutung haben — A^ — ' ^? — ^7 — ^a^ — M^^ — My für 
das andere Ende. 

Wir wollen nun die Drehungsmomente derselben Drucke, von 
denen May M^y My herrühren, in Bezug auf die Achsen der x^y, z, 
die dem gewählten Werthe von s entsprechen, einführen und durch 
Mg, M,jj Mz bezeichnen. Zugleich wählen wir (was immer möglich 
ist) die J- Achse so, dass y^ = 0, J5 = und F negativ oder = 
ist. Den im § 4. der fünften Vorlesung abgeleiteten Relationen zu- 
folge ist dann 

Ma = «1 Mx + «2 ^h + ^3 ^s + ^ -'^ = const. 

M^ = /J, Mx + ^^^ly + /33/V. — S r= const. 28) 

My = y, i!/^ -f" y., My -{- y^Mz «= const. 
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Diese Gleichungen differentiire man nach s, multiplicire sie mit ctp 
ßi, y^ oder a^y ß^, ^2 ^^^^ ^Zf ßs* y% ^^^ addire sie jedesmal. Bei 
Rücksicht auf die Relationen, die zwischen diesen 9 Cosinus bestehn, 
und auf die Gleichungen 12) und 13) ergiebt sich so 

dM 

-^=pM.-rM.^y,r 29) 

dM. 

Wir leiten nun ab; in welcher Beziehung die Drehungsmomente 
Mxy Myy Mz zu der im vorigen § besprochenen Function F stehen. 
Zu diesem Zwecke betrachten wir den Zuwachs d/", den f erßhrt, 
wenn der Zustand des Stabes in der Nähe des einem constanten 
Werthe von s entsprechenden Querschnitts so geändert wird, dass 
P^ Q) ^} ^ um öpf dq, dr, da wachsen. Zunächst hat man 

da Xjcy Yyy . . dic partiellen Differentialquotienten von f nach x^, y ? • • 
sind. Mit Hülfe der Gleichungen 15) erhält man hieraus 

+ n(»^« + x*r)+Z.(dg--ydr)+^,a(|^ + |f). 

Diese Gleichung multiplicire man mit dxdy und integrire ober den 
Querschnitt des Stabes. Die linke Seite derselben ist nach 21) dann 
SF\ die rechte transformire man mit Hülfe der Gleichung 



0=Jdxrfy{^.d||+M|? 



die man durch partielle Integrationen bei Rücksicht auf die Glei- 
chungen 17), in denen cos {nx) und cos (ny) für |^ und ^- geschrie- 
ben werden können, erhält , wenn man die Gleichungen 16) mit 
dxdyduQ, dxdyöv^, dxdydtÜQ multiplicirt, addirt und über den 
Querschnitt integrirt. Setzt man 

Z= fdxdyZ^ 
Mj, = fdxdy yZz 
My = — fdxdy xZ: 
Mz^ fdxdy (xF. — yÄ,), 
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wobei Z die Componente der Kraft T nach der z- Achse bezeichnet 
und Mxj Myj Mt die Bedeutung haben, in der sie in den Gleichungen 
28) und 29) gebraucht sind, so erhält man dadurch 

woraus folgt 

Es ist 2 F eine homogene Function zweiten Grades von p, g, r^ ö, 
deren Coefficienten von den Constanten der Elasticitat und den Con- 
stanten des Querschnitts des Stabes abhängen; man hat daher 



da 

^ = M:, = A^^6 + A^^p+'A^^q + A^.^r 

— ^My = A^^G + ^2,p + A.^.^q + A.^^r 



31) 



wo A^y .^o|S=s^]Q, A^^y .. die genannten Coefficienten sind. £s 
sind diese nicht alle von derselben Grössenordnung. Da 6 eine 
reine Zahl ist, p, qy r aber reciproke Längen sind, so müssen die 
Aj welche einmal den Index haben, eine Dimension weniger ent- 
halten , als diejenigen ; bei welchen der Index nicht vorkommt, 
und eine Dimension mehr^ als ^o„; die Längen, welche in den Aus- 
drücken der Grössen A vorkommen ^ sind aber von der Ordnung der 
Dimensionen des Querschnitts des Stabes, also unendlich klein; es 
müssen daher A^^, A^^^ A^^ unendlich klein gegen A^^ und unendlich 
gross gegen die audern A sein; aus diesem Grunde dürfen die mit (7 
behafteten Glieder in 31) nicht vernachlässigt werden ^ obwohl a un- 
endlich klein ist, p, q, r aber als endlich angesehen werden sollen. 
Aus der ersten der Gleichungen 31) folgt 

setzt man diesen Werth von in die für Mxy My, Mz in 31) an- 
gegebenen Ausdrücke und nimmt an, dass F nicht unendlich gross 
gegen Mj^ My, Mz ist, so folgt aus den oben angefahrten Verhält- 
nissen zwischen den Grössen A^ dass die dann auftretenden, von F 
abhängenden Glieder als unendlich klein gegen Mxj My, M^ ver- 
nachlässigt werden können. So ergeben sich diese Drehungsmomente 
als lineare homogene Functionen von p, q, r. Es lassen dieselben 
sich folgendermassen darstellen: Es sei G die Function von p, q, r, 

Kirchhoff, Mechanik. 28 
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in welche F übergeht; wenn man hier c mit Hülfe der Gleichung 
. =0 durch Pf g, r ausdrückt; dann ist 

In der That wird, wenn ö aus — = durch p, q, r ausgedrückt 

wird, 

df^ dG 

dp dp ' 

da, wenn G dadurch aus jP abgeleitet würde, dass man eine beliebige 
Function von p, q, r für ö setzte, 

dG^df^oFda^ 
dp dp* da dp 

wäre; und ähnlich verhält es sich mit den entsprechenden Differen- 
tialquotienten nach q und r. Die Gleichungen 29) werden daher 

d dG dG dG . r» 

- ry, 34) 



ds dp 


' dg 


^ar 


d dG 
ds dq 




dp 


d dG _ 

ds er " 




r,dO 



Diese Gleichungen, in denen G eine homogene Function zweiten 
Grades von p^ q^ r mit constanten Coefficienten bedeutet^ haben 
dieselbe Form als die Gleichungen 17) der siebenten Vorlesung, 
welche sich auf die Botation eines schweren, starren Körpers um 
einen festen Punkt beziehn; sie stimmen mit diesen völlig überein, 
wenn man s == t, G '=^ T und — F = dem Producte aus dem Ge- 
wichte des Körpers in den Abstand seines Schwerpunktes von dem 
festen Punkte setzt. Auch die Bedeutung der 9 Cosinus a, ß, y 
und der Grössen p, q, r wird dabei, hier und dort, dieselbe. Da 
dort als z- Achse die von dem festen Punkte durch den Schwerpunkt 
gezogene Linie gewählt war, hier aber die z-Ächse die Tangente 
des Stabes ist, so giebt es daher stets einen schweren, starren, um 
einen festen Punkt rotirenden Körper, der dem Stabe in der Art 
entspricht, dass die durch den festen Punkt und den Schwerpunkt 
gehende Linie immer der Tangente des Stabes parallel ist, wenn 
s = t angenommen wird. Ist das Botationsproblem gelöst, so hat 
man, um die Gestalt des Stabes kennen zu lernen, noch die 
Gleichungen 

i=fa^d$, ri=Jß,^ds, t,=Jy^ds 34«) 

zu bilden. 
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§6. 

Das Problem der Rotation eines schweren Körpers um einen 
festen Punkt ist, wie in der siebenten Vorlesung aus einander gesetzt; 
nicht allgemein losbar; ein Fall; in dem es gelöst werden kann^ ist 
der, dass die Schwere nicht wirkt; diesem Falle entspricht hier der, 
dass F s ist; d. h. dass die Summe der Gomponenten nach irgend 
einer Richtung der Druckkräfte verschwindet; die auf die Elemente 
eines Endes des Stabes ausgeübt werden. Ein anderer Fall, in dem 
das Rotationsproblem gelöst worden ist; ist der; dass die Schwere 
wirkt; der Körper aber ein Rotationskörper und der feste Punkt ein 
Punkt der Rotationsachse ist; diesem Falle entspricht hier der; dass 
zwischen den Constanten der Elasticitat des Stabes und den Con- 
stanten seines Querschnitts gewisse Beziehungen bestehn. Diese 
Beziehungen bestehen; wie wir nun zeigen wolle D; wenn die Substanz 
des Stabes isotrop und sein Querschnitt ein Kreis ist. 

Für einen isotropen Körper ist nach § 1. der vorigen Vor- 
lesung 

Aus den Gleichungen 20») folgt daher 

Xx — yy — 1 I 2 ö ^* ' "^y — 
Die Gleichungen 19) und 20) werden 

^5^+1^ = 35) 

und für ^ = 

Der Querschnitt des Stabes soll ein Kreis sein; wir haben daher 

^ = a;2 -J- y2 — const. 

zu setzen. Bei diesem Werthe von g folgt aus 35), 36) und 18) 
Die Gleichungen 15) geben daher 
Es ist also 

f-- ^(itM (^^ - ^^ + ^y + *^' (^' + y')) 

und nach 21), wenn man die durch 26) definirten Zeichen x, k 
benutzt; 

28 • 
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Hiernach erhält man endlich für die bei 33) definirte Fanetion G 

^ ^1 (rHl (P' + 9') + r») . 37) 

Hierdurch ist die oben ausgesprochene Behauptung bewiesen , dass 
für den isotropen Stab von kreisförmigem Querschnitt G dieselbe 
Function von p, q, r ist, wie die lebendige Kraft für einen Rota- 
tionskörper, der um einen Punkt seiner Symmetrie -Achse rotirt, und 
es ist gezeigt; dass die allgemeine Lösung der Gleichungen 34) für 
einen Stab der genannten Art auf demselben Wege gefunden werden 
kann; der für das entsprechende Rotationsproblem im § 4. der sie- 
benten Vorlesung angegeben ist. 

Wir wollen uns darauf beschränken, die Lösung für einen 
speciellen Fall wirklich zu bilden. Wir setzen 

und führen die durch die Gleichungen 8) der fünften Vorlesung 
definirten Winkel d', tp, f ein, wodurch das Zeichen f eine andere 
Bedeutung erhält, als diejenige, in der wir es bisher in unseren 
jetzigen Untersuchungen gebraucht haben. Die Gleichungen 34) 
werden dann 

Ai 57 = ''^ (^11 "~ ^33) 4- ^ ßiii /sin ^ 

^^j ^ = rp (^33 — ^„) — r cos f sin & 39) 

Zu diesen fügen wir die Gleichungen 

^j=pamf— q cos / 

sin ^ ^ = P cos f-\' q sin f 40) 

df Q. dqt 

-±- -= COS -ö" -- — r, 

ds dt ' 

welche aus den Gleichungen 21); 13) und 16) der siebenten Vor- 
lesung bei Rücksicht auf die Gleichungen 8) der fünften sich ergeben, 
wenn man s statt t schreibt. Wir werden sehn, dass den Gleichun- 
gen 39) und 40) bei der Annahme 

9^ = const. 

genügt werden kann; die Lösung, die unter dieser Annahme gilt, 
ist eben diejenige, die wir bilden wollen; sie entspricht der Bewe- 
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gung eines um einen Punkt der Symmetrieachse rotirenden schweren 
Rotationskörpers, bei der diese Achse einen geraden Eegel um eine 
verticale Linie beschreibt. Ist 0* constant, so ist die erste der Glei- 
chungen 40) 

= p sin /* — q cos f , 
wofür wir schreiben können 

p = j/p2 _j_ qi. cos /*, q = yp^ + ^ sin /', 41) 



wo das Vorzeichen von ^ p^ -f- q'^ unbestimmt bleibt. Hiernach geben 
die beiden ersten der Gleichungen 39), wenn man sie mit p und q 
multiplicirt und addirt, 

p2 _j. ^2 __ const. , 

während aus der dritten immer 

r = const. 

folgt Weiter ergeben dann die beiden letzten der Gleichungen 
40), wenn man unter 9?^, und /„ zwei willkührliche Gonstanten 
versteht, 

^ ^0 — gin ^ * ; / /o — \^ tg ^ ^/ ^ • ^ 

Es ist noch eine der beiden ersten der Gleichungen 39) zu 
erfüllen; setzt man in sie für p und q ihre Werthe aus 41), so 
verwandelt sie sich in eine Gleichung zwischen Constanten, nämlich 
in die Gleichung 



= A,, ^±^^ - A,^r + r^iß^.. 43) 

Um die Gestalt zu finden, die der Stab hat, wenn die aufgestellten 
Gleichungen gelten, hat man noch die Gleichungen ?Aa) zu ent- 
wickeln. Setzt man in diesen, den Gleichungen 8) der fünften Vor- 
lesung gemäss 

«3 = cos 9 sin «ö" , /J3 = sin «p sin '^ , y^ = cos O", 

macht bei der Berechnung von \ und y\ nach 42) 



sin <& 



dS == :rj=:. dw 



und verfügt auf gewisse Weise über den Anfangspunkt der 5; ^> 6; 
so erhält man 

fc sin* ^ . sin* ^ ^ o. aa\ 

§ = -. — sm cp , 17 = — cos cp , £ = 5 cos % . 44) 

Hiernach bildet der Stab eine Schraubenlinie^ deren Achse die J- Achse 
ist; der Radius des Cylinders, auf dem sie liegt, ist 
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^ sin«» 

die Höhe eines Schraubenganges 

2 9c sin ^ cos '0' 



45) 



— ,, 46) 

Was die Druckkräfte betrifft^ die auf das Ende ^ == des Stabes 
von Aussen ausgeübt werden müssen^ damit dieser in der berechneten 

Gestalt, bei beliebig gegebenen Werthen der Constanten d', j/p^ + q^ 
und r im Gleichgewichte sei, so ist die Kraft F durch 43) bestimmt. 
Wir haben, um die Analogie zwischen dem Problem des Gleich- 
gewichts eines elastischen Stabes und dem Problem der Rotation 
eines schweren Körpers vollständig zu machen, die g- Achse so gewählt, 
dass r, wenn es nicht verschwindet, negativ ist. Halten wir diese 
Annahme fest, so müssen wir es als eine Bedingung, der die Werthe 

von d'f yp^-\- g^, r zu genügen haben, ansehn, dass die Gleichung 
43) nicht einen positiven Werth für F ergiebt. Diese Bedingung 
fällt aber fort, wenn wir, was wir thun wollen, auf die Vollständig- 
keit jener Analogie verzichtend, positive und negative Werthe von 
F zulassen. Es bleibt noch übrig, die Drehungsmomeiite Ma, M^^ My 
zu ermitteln. Aus 33), 37), und 38) findet man zunächst 

wofür nach 41) sich schreiben lässt 

^^ ~ ^1« ^^¥~ ^1 ' •'' ~ ^1» sin«- ^'^ > 



M -A yj^^v ^Ar^4 ^''^ + ^ 



t 



sin-^ ^^ ' '^^ " tg^ 

Substituirt man diese Werthe in die Gleichungen 28), so findet man 
bei Rücksicht auf die Relationen, die zwischen den 9 Cosinus «j , «2' • * 
bestehen, und auf die Gleichungen 43) und 44) 

My = ^,1 Yp'^ + q^ sin 0- + A^^r cos # . 
Ein specieller, hierher gehöriger Fall möge noch erwähnt werden. 
Besteht zwischen den Gonstanten O-, j/p^ + 0'^» '^ <^6 Relation 

tg^ = ?5L;Q, 47) 

SO ist /*, wie aus 42) folgt, einer Constanten, nämlich /q, gleich; 
nach 41) sind daher dann auch p und q, wie r, constant. Den 3 
Grössen Py q^ r kann man beliebige constante Werthe ertheilen, in- 
dem man über ^z?^ + q^j f^, r passend verfügt; der Fall, dass p, 
q^ r constant sind, ist also immer in dem vorher behandelten einbe- 
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griffen. Auch in ihm bildet der Stab eine Schraubenlinie ; der Radius 
des Cylinders, auf dem sie liegt, ist 

die Höhe eines Schraubeuganges 

?_?''_ 

~ p* +T* + '•* ' 

wie aus den Ausdrücken 45) und 46) folgt, wenn man erwägt, dass 
aus 47) 

cos d = -~-_-.^L^— - , sin # = - -i^^-: 48) 

sich ergiebt, wo das Vorzeichen der Wurzelgrösse ^^p^ + ^^ + r^ 
passend zu bestimmen ist. 

§ 7. 

Es soll nun ein Beispiel für das Gleichgewicht eines isotropen, 
im natürlichen Zustande gekrümmten Stabes behandelt werden. Nach 
der am Ende des § 2. gemachten Auseinandersetzung haben wir, um 
von dem Falle eines ursprünglich geraden zu dem eines ursprünglich 
gekrümmten, isotropen Stabes überzugehn, in dem Ausdrucke der Func- 
tion f an Stelle von p, q, r zu setzen p — p, q — g', r — r, wo 
p, q', r die Werthe bezeichnen, die ;?, ^, r erhalten, wenn der Stab 
aus einem Zustande, in dem er gerade ist, in seinen natürlichen Zu- 
stand übergeht. Nimmt man dieselbe Substitution bei F und G vor, 
so gelten auch dann alle Schlüsse, welche in den §§ 4. und 5. an 
die Function f geknüpft sind, und es behalten die Gleichungen 34) 
ihre Gültigkeit. 

Ist der Querschnitt des Stabes ein Kreis, so treten daher an 
Stelle der Gleichungen 39) die folgenden 

^11 —^7"^- = ^nri^ - q) - A,,q (r - r) + Tsin/sin ^ 

^11 ^ ~rf7^^ = ^33^ {r ~ r') - A,, r{p- p) - Fcos/sin ^ 49) 

^33 -^dr~ == ^n (^ (;> — P) — P (^/ — </)) ' 

Dazu kommen ungeändert die Gleichungen 40). 

Im Allgemeinen werden /?', q, r Functionen von s sein, die 
bedingt sind durch die ursprüngliche Gestalt des Stabes; wir wollen 
annehmen, dass sie constant sind, d. h. nach der am Ende des vori- 
gen § gemachten Bemerkung, dass der Stab ursprünglich eine 
Schraubenlinie bildet. Wir wollen zeigen, dass den Gleichungen 49) 
und 40) sich dann durch die Annahme genügen lässt, dass auch 
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p, q, r constant sind; d. h. durch die Ännalime, dass der Stab eine 
Schraubenlinie bleibt. Die letzte der Gleichungen 49) giebt bei 
dieser Annahme 

P 9 

und die beiden andern reduciren sich bei Bücksicht hierauf auf 
die eine 

wenn man benutzt, dass nach 41) und 48) 



sin / sin -O" = -^z- __: , cos /* sin -9^ = - .^ 



Vp^+ q*+ ^' Vp* +9'+ '•* 

ist. Die Gleichungen 40) aber werden erfüllt, wenn man 

cos d' = ■ -T-^ 

Vp^ + 9* + r« 



^> = n + s Vp^ + q^ + r^ 

setzt; welche Gleichungen im vorigen § aus den Gleichungen 40) 
unter der Voraussetzung, dass 0* und f constant sind, abge- 
leitet sind. 

Weiter ergiebt sich dann 



und, wenn man benutzt, dass 

Mv = A^^{p'- p) , My = ^,, {q — q) , M: = A.^,^ (r — r) 
ist, 

^« = 0, yV^ = 0, 

i/, = ^,, -^±4L_ fi - -^^\ + ^,3 - ^ll^^L . 



Neunundzwanzigste Vorlesung. 

(Unendlich kleine Formänderungen eines unendlich dünnen, ursprünglich 
cylindrischen Stabes. Biegung und Torsion für den Fall, dass der Stab isotrop 
und nicht gespannt ist. Arbeit der durch die Dilatationen erzeugten Kräfte 
für einen isotropen gespannten Stab. Biegung eines gespannten Stabes. Me- 
thode von s'Oravesande zur Bestimmung des Elasticitätscoefficienten von 
Drähten. Biegung eines horizontal ausgespannten Drahtes durch seine Schwere. 
Longitudinal- und Torsionsschwingungen eines Stabes. Transversalschwingungen 
eines nngespannten Stabes. Transversalschwingungen einer schwach gespannten 
und einer stark gespannten Saite.) 

§ 1- 

Es sollen nun Gleichgewicht und Bewegung eines cylindrischen, 
unendlich dünnen Stabes unter der Voraussetzung weiter untersucht 
werden, dass die Verschiebungen seiner Theile unendlich klein sind, 
dass also p, q und r unendlich klein sind. Wir fassen zuerst den 
Fall ins Auge, dass der Stab im Gleichgewichte ist und auf seine 
Theile keine Kräfte wirken. Dann gelten die Gleichungen 34) der vori- 
gen Vorlesung. Da die Aenderungen, welche die 9 Cosinus a^, ß^, . , 
auf der ganzen Länge des Stabes erfahren, unendlich klein sind, so 
können in ihnen y^ und y^ ^^ constant angenommen werden, voraus- 
gesetzt, dass sie selbst endlich sind, dass also die Richtungen der 
Theile des Stabes nicht bis auf unendlich kleine Unterschiede mit 
der Sichtung der Kraft F übereinstimmen. Diesen Fall schliessen 
wir vorläufig aus. Wir können dann 

setzen, indem wir unter A und B Constanten verstehn. Bei Vernach- 
lässigung unendlich kleiner Grössen höherer Ordnung werden die 
genannten Gleichungen dadurch 

ä dG n ä_ dO j d d_G /v ^ V 

dsdp~ ' d8dq~ ' dJdr~^> ^^ 

und diese Gleichungen gelten, welches auch das Cpordinatensystem 
der 5, 71 f i sein möge, obwohl die Gleichungen 34) eine gewisse 
Richtung der g- Achse voraussetzen; man sieht das ein, wenn man 
erwägt, dass die Grössen Pj q, r ihrer Bedeutung nach von dem 
Achsensystem der ^, ri, ^ ganz unabhängig sind, ebenso wie die in 
der Function G vorkommenden Coefficienten. Durch Integration 
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dieser Gleichungen erhält man p, ^^ r als lineare Functionen von 
$ ausgedrückt; die drei willkührliche Constanten enthalten ^ diese 

lassen sich durch die Werthe bestimmen, die t^- , ^- , 5-^, d. h. die 

' cp ' oq ' dr ' 

Drehungsmomente Mjc, Myj M.^ an einem Ende des Stabes besitzen. 

Die Achsen der S, 17; S können und wollen wir so legen^ dass die 

Richtungen der Achsen der x, y^ z überall unendlich wenig von 

ihren Richtungen abweichen-, es sind dann a^^ ß^^ y^i unendlich 

wenig von 1 verschieden und a^, «3, ß^, ß^, yi, yj unendlich 

klein. Aus 

— P = «2 ^- + ßi as + ^2 -^7 

^ ^ rf« ' ^^ li8 ^ ^^ ds 



folgt daher 



^ — ^2 rf,. "t- P2 rf, -1- Yi as 



P~ ds' '^~ ds ^ ^ ~ ds 



Berücksichtigen wir die Gleichungen 12) der vorigen Vorlesung und 
schreiben ^ für ß^, so erhalten wir hieraus 

^ rf««' ^~(i?' ^ — ds ^) 

Durch Integration dieser Gleichungen ergeben sich i und i; als 
Functionen dritten Grades und ergiebt sich ^ als Function zweiten 
Grades von s\ | und 17 bestimmen dann die Biegung und ^ bestimmt 
die Torsion des Stabes. 

Wir specialisiren den betrachteten Fall nun weiter durch die 
Annahme^ dass die Substanz des Stabes isotrop ist; den Querschnitt 
desselben lassen wir aber unbestimmt. Den am Ende des § 3. der 
siebenundzwanzigsten Vorlesung definirten 'Elasticitatscoefficienten, 
d. h. die Grösse 

bezeichnen wie durch L\ setzen 

fx^dxdy = Xj , fy^dxdy = Xj , fdxdy = A 3) 

und benutzen; dass die Achsen der x und y «o gewählt sind, dass 

fxdxdy = y fydxdy ^=0 j fxydxdy =^0 

ist. Eine Betrachtung; die ähnlich der im Anfange des § 6. der 
vorigen Vorlesung durchgeführten ist, lehrt F und G kennen. Die 
dort mit Wq bezeichnete Grösse muss den Factor r enthalten; mit 
Benutzung hiervon findet man 
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F=^§(x,q^ + x.y + gr^ + Acj^), 4) 

wo Q eine Constante bedeutet; die für den Fall, dass der Querschnitt 
des Stabes ein Kreis ist; 

i + si 2 

ist, während für einen anders gestalteten Querschnitt q = diesem 
Ausdrucke, multiplicirt mit einem Zahlenfactor ist, der für eine 
elliptische Gestalt nach der im § 3. der vorigen Vorlesung durch- 
geführten Rechnung sich leicht angeben lässt. Aus 4) folgt weiter 

Die Gleichungen 1) geben hiernach 

Ex,^ B, Ex,p-=A, ^ = 0. 

* ds ' ^ ds ' dx 

Für die beiden Enden des Stabes sei s = und &==/; dabei sei / 
positiv. A und B lassen sich dann definiren als die Summen der 
Coraponenten nach der x- und der y- Achse der Druckkräfte, welche 
von Aussen auf das Ende des Stabes s = ausgeübt werden. Statt 
// und B wollen wir lieber die entsprechenden Componentensummen 
der Drucke einführen, welche auf das andere Ende von Aussen her 
wirken; nennen wir diese Ä' und y\ so ist 

A = — Ä\ B = — V' 

und also 

^ da ' * a* ' ds 

■ 

Diese Gleichungen integrire man und bestimme die Integrationscon- 
stanten durch die Drehungsmomente der auf das Ende s = l von 
Aussen wirkenden Druckkräfte in Bezug auf die diesem Ende 
entsprechenden Achsen der x, ^, z. Nennt man diese Drehungs- 
momente Mjc\ My, Mz, so ist für s = l den Gleichungen 33) der 
vorigen Vorlesung zufolge 

Ex^p = Mj , Ex^q^=My, Egr = Mz * 

Daraus folgt für andere Werthe von s 

Ex^p = 3f^r — y'Q — s), Ex^q = My' + Ä' (/ — s), Egr = .¥/. 

Mit Hülfe der Gleichungen 2) erhält man hieraus bei passender 
Wahl des Goordinatensystems der S, ^, 5 

Ex^ s = ;' (ä' {i - l) + yi/;) , Ex,fi=^ ;' (y- (/ - y) - Jifj'j , 
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Auf den beiden ersten dieser Gleichungen beruht eine vielfach 
benutzte Methode zur Bestimmung des Elasticitatscoefficienten E 
aus Messungen über die Biegung eines Stabes. Ist der Elasticitats- 
coefficient bekannt^ so bietet die dritte Gleichung ein Mittel, um 
die Constante 0, die in dem Ausdrucke von q vorkommt, aus Mes- 
sungen über die Torsion zu berechnen. Es ist von Poisson die Be- 
hauptung ausgesprochen ; dass bei allen Körpern, wie wir sie hier 
betrachten, $ = ^ sei; man hat diese Behauptung mit Sicherheit 
weder beweisen, noch widerlegen können,, weil man bei keinem 
Körper mit Sicherheit voraussetzen kann, dass er homogen und 
isotrop ist. 

§ 2. 

Wir haben im vorigen § den Fall ausgeschlossen, dass die 
Richtungen der Theile des Stabes bis auf unendlich kleine Ab- 
weichungen mit der Bichtung der Kraft übereinstimmen, die in der 
vorigen Vorlesung mit F bezeichnet ist. Wir wollen jetzt diesen 
Fall mit ins Auge fassen. Dabei wollen wir das Princip der vir- 
tuellen Verrückungen benutzen und von der Gleichung 4) ausgehn. 
Für Pf Qf r haben wir ihre Werthe aus 2) zu setzen, um eineo 
Ausdruck für ö zu bilden, machen wir 

g = 5-4- CJ, 

wo dann (o eine unen41ich kleine Grösse bedeutet. Nach der in der 
Gleichung 11) der vorigen Vorlesung von o gegebenen Definition 
ist dann 

(1 + «)* = ©^ +(&'+(! + SA 

und hieraus folgt, wenn wir es unbestimmt lassen, in welchen Be- 
ziehungen die Grössenordnungen zu einander stehen, von welchen 
i, Tjy CD unendlich klein sind. 

Der Ausdruck der Arbeit, welche die durch die Verschiebungen 
erzeugten Kräfte für eine Verrückung leisten, bei denen g, 17, «, ^ 
um dg, drj, do, d^ wachsen, also der Ausdruck von 

ö JFds, 

wo und / als die den Enden des Stabes entsprechenden Werthe 
von s angenommen sind, ist dann 
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d^ dStj) 
da ds 



"T" '^^^ ^"^TT •+■ rf7 "r/V + rfi -^)j • 

Durch partielle Integrationen lässt sich derselbe in die folgende 
Form bringen: 

-^'.[jrr];+^[(".s-'"a)'6]: 

4- .EA /"rfs J do 



6) 







— EX lööcaY 
i 



Den Variationen dg, dtj, ^ \, y ^h^' ^^^ ^^ wollen wir nun 

die Beschränkung auflegen, dass sie für 5 = verschwinden^ und 
einen Ausdruck für die Arbeit der Druckkräfte bilden ; welche von 
Aussen auf das Ende des Stabes wirken , für welches s = l ist. Mit 
Hülfe des Ausdrucks 24) und der Gleichungen 18) und 19) der fünften 
Vorlesung, so wie der Gleichungen 12) der vorigen finden wir diese 
Arbeit 

-= Ä'St + rSt] + Z'Sa, - MJ8 g + yV/d ^ + M^di, . 7) 

wo die Variationen für 5 — / zu nehmen sind, die Zeichen X, Y\ 
Mj^ My\ Mz dieselbe Bedeutung, wie im vorigen § haben und Z' 
die Summe der Componenten nach der z- Achse der Druckkräfte be- 
deutet, auf welche jene Zeichen sich beziehn. 

Die Bedingung für das Gleichgewicht ist die, dass die Summe 
der Ausdrücke 6) und 7) verschwindet, welches auch die willkühr- 
lich gebliebenen Werthe der in ihnen vorkommenden Variationen 
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sind. Die hieraus folgenden Gleichungen enthalten die im vorigen 
§ für einen isotropen Stab abgeleiteten Resultate ; sind aber inso- 
fern allgemeiner, als sie auch den dort ausgeschlossenen Fall 
umfassen. 

Für die Torsion ^ ergiebt sich hier derselbe Ausdruck^ der dort 
gefunden wurde. Es folgt ferner, dass constant, und zwar durch 
die Gleichung 

Ela = // 8) 

bestimmt ist. Mit Hülfe dieses Werthes von a ist jede der Grossen 
if ri, welche die Biegung bestimmen, aus der für sie geltenden 
Differentialgleichung und den zugehörigen Grenzbedingungen zu be- 

//in 

rechnen. Ist das geschehn, so lehrt die Gleichung 5) — und, wenn 

man noch festsetzt, dass o mit s verschwindet, C9 selbst kennen. 
Die Differentialgleichung für g ist 

dazu kommen die Grenzbedingungen, dass für ^ := 

1 = 0, ^ = 10) 

und fOr $ = 1 



Ex, 



•Pfi _ ;u ' r.„ «*•« -7' «*« 



,^ = yl/;, i?x,^^-Z'^ X- 11) 

ist. 

Wenn Z' nicht unendlich gross gegen X' ist, so ist das zweite 
Glied der linken Seite der letzten dieser Gleichungen unendlich klein 
gegen ihre rechte Seite; die genannte Gleichung kann daher ge- 
schrieben werden 

^xi ^ = — JT' . 

Vorausgesetzt, dass ^-f und -^ von derselben Grössenordnung sind, 

folgt zugleich, dass Z' unendlich klein gegen Ex^ ist und hieraus 
wieder, dass die Gleichung 9) sich schreiben lässt 

Daraus ergiebt sich dann derselbe Werth von |, der im vorigen § 
abgeleitet ist. 

Aehnliche Betrachtungen, vrie über g, lassen sich über i? an- 
stellen. 
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§ 3. 

Um die allgemeineren, im vorigen § für die Biegung aufge- 
stellten Formeln auf ein Beispiel anzuwenden, behandeln wir eine 
Methode zur Bestimmung der Elasticitatscoefficienten, die für dünne 
Drähte sehr bequem ist und von s'Gravesande herrührt. Die Me- 
thode ist diese: es wird der Draht horizontal zwischen 2 Klemmen 
ausgespannt^ an seine Mitte ein Gewicht gehängt und die Senkung 
beobachtet, die dadurch diese Mitte erfährt. Eine Hälfte des Drahtes 
sehen wir als den Stab an, auf den unsere Formeln sich beziehn^ 
den Punkt, welcher das Gewicht trägt, als das Ende 5 = 0; die 
§• Achse nehmen wir vertical aufwärts gekehrt an. Der Stab be- 
findet sich dann in der §^- Ebene, es ist rj = 0^ l die halbe Länge 
des Drahtes, 5 für s = l die beobachtete Senkung und Ä' die 
Grosse des angehängten Gewichtes, ßfy und Z' sind hier. nicht direct 
gegeben; zur Bestimmung dieser Grössen hat man die Bedingungen, 
dass für s => l 

_,- = und CD = 0)' 

as 

ist, wenn o' die Verlängerung bedeutet, die die Hälfte des Drahtes 

erfuhr, als dieser zwischen den Klemmen ausgespannt wurde. 

Man setze 

y 

oder, was nach 8) dasselbe ist, 

/i'^ = -(y; 12) 

die Gleichung 9) wird dann 

Das Integral derselben, da.s den für ^ = zu erfüllenden Bedingungen 
10) genügt, ist 

\ = A (e^" — hs—\)-\-B (e?-^* + h& — 1), 

wo A und B willkührliche Constanten sind. Die Bedingungen 11) 
geben für diese 

^x, li^B {e^^ + ^-*0 = hMy' + e^^Ä\ 

während daraus, dass ^^ für 5 = / verschwindet, 

A{e^' — l)^B(— e-f" + 1) = 
folgt. Aus diesen 3 Gleichangen ergiebt sieb 
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hl hl hi _hi 

hl _hl _Al 

Exyh'^Aie^' -^-e '^j = — e ^ Ä' 
hl _hi hl 

* 
Bezeiclinet man den Werth von | für s ==l durch |' und setzt zur 
Abkürzung 

hl 

SO findet man hieraus 



i' = -?-^ ± /l _ ^ ^ - g"" ^ \ 



Um nach dieser Gleichung den Elasticitätscoefficienten E berechnen 
zu können^ muss man p noch ermitteln. Aus 5) und 12) folgt 





Es ist aber 



hiemach wird die letzte Gleichung, wenn man das durch 13) be- 
stimmte i' einführt; 



,ip^^-i 



3 1 



Der Factor von g'' ist stets positiv, ö' nehmen wir als positiv an. 
Hieraus folgt; dass, wenn eine der Grössen o'l und |'^ unendlich 

gross gegen ^~ ist, oder; wenn beide es sind; p unendlich gross sein 

muss. Dieser Fall ist bei den in Bede stehenden Versuchen nähe- 
rungsweise verwirklicht. Für sie ist daher nach 13) und 14) in 
erster Näherung 

^ 4ÄX, p«' ^P i — ^^-r ^ 7 
also 

Will man die Glieder nächst kleinerer Ordnung berücksichtigen; so 
hat man hierzu die Gleichungen 
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zu benutzen; deren zweite p kennen lehrt; wenn man in ihrer rechten 
Seite für p seinen ersten Näherungswerth setzt. 

Wir merken noch Folgendes an. Der Factor von g' ^ in der 
Gleichung 14) wird für keinen endlichen Werth von p unendlich; 

daraus folgt; dass; wenn (ol und §'^ unendlich klein gegen ^' 

sind, p unendlich klein sein muss. In diesem Falle giebt daher die 
Gleichung 13) 



r = 



12 Äx, 



§4. 

Wir wollen nun ein Beispiel für das Gleichgewicht eines Stabes 
behandeln; auf dessen Theile Kräfte wirken. Einen Draht denken 
wir uns horizontal zwischen zwei Klemmen ausgespannt und 
suchen die Biegung; die er erleidet; wenn auf seine Theile die 
Schwere wirkt. 

Die g- Achse sei vertical abwärts gekehrt, g die Schwere, fi die 
Dichtigkeit des Drahtes; aus dem Ausdruck 6) folgt dann 

*i ds' ^^d^~ £ ' ds ~^^ 

ist für die Enden des Drahtes s = l und s = — /, so soll für diese 
Werthe von s 

g = und ^ = 

ds 

sein; bedeutet a' die Verlängerung, welche eine Drahthälfte bei dem 
Ausspannen erlitten hat, so ist endlich 

«^ = ^ + hp^ (^' ■ 



Diese Gleichungen lassen sich in ganz ähnlicher Weise behandeln, 
wie die Gleichungen, die wir im vorigen § entwickelt haben. Wir 
wollen uns hier aber auf die Betrachtung der Grenzfälle beschrän- 
ken, der Fälle; dass x, gegen ka (oder gegen XPa, was dasselbe 
ist; da wir / als endlich ansehn) unendlich gross oder unendlich 
klein ist. 

Ist Xj unendlich gross gegen ka, so wird die für g aufgestellte 
Differentialgleichung 

ds* Äx, ' 

vorausgesetzt; dass \ nicht unendlich gross gegen , ist. Ihr und 

US (IS 

den 4 Grenzbedingungen wird genügt durch 

K i r c h h o f f , Mechanik. 29 
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5 = ,r-i!- n' - ^'7 . 



Es wird X, unendlich gross gegen ka, wenn }/a und | unendlich 
klein sind gegen die Dimensionen des Querschnitts des Drahtes. 

Ist eine der Grossen j/o' und g dagegen unendlich gross gegen 
die Dimensionen des Querschnitts; oder sind es beide, so ist x, un- 
endlich klein gegen l0 und die Differentialgleichung für 5 wird 

rf*S ^_ _ /^/7 

m 

Torausgesetzt, dass nicht ^ unendlich gross gegen ~-, ist. Das 

US (IS 

Integral dieser Gleichung, das der Bedingung gent^ dass | für t'= + / 
verschwindet, ist 

Der Bedingung, dass für die Enden des Drahtes auch —^ verschwin- 
det, kann dasselbe nicht angepasst werden*, unendlich nahe an den 
Enden ändert sich ^ unendlich schnell, hier ist - f unendlich gross 

gegen , und es gilt nicht die vereinfachte Differentialgleichung. 
Zur Bestimmung von a ergiebt sich die Gleichung 

* = r + '6 yiTc) ■ 

§ 5. 

Die folgenden Betrachtungen sollen sich auf die Schwingungen 
eines unendlich dünnen Stabes beziehn. Wir beschränken dieselben 
auf den Fall, dass die Schwingungen unendlich klein sind und der 
Stab ursprünglich gerade und isotrop ist. Die Differentialgleichungen 
der Bewegung findet man leicht mit Hülfe des Hamilton'schen 
Princips aus dem Ausdrucke 6) und der Gleichung 27) der vorigen 
Vorlesung. Bei der letzteren hat man zunächst zu beachten, dass 
bei unseren jetzigen Annahmen nach 25) der vorigen Vorlesung 

^ dt ' 
oder, wenn wir wieder ^ für ^, schreiben, 

ist; setzen wir ferner wieder 
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und fQhren die durch 3) definirten Constanten x^ und x.^ ein, so wird 
die genannte Gleichnng 

^ = f /^* t^ ((ll)' + (W + (ItO + (". + ^^) (^y\ ■ 

Daraus folgt für 

dfTdt, 

wenn man für die Grenzen der Zeit dg, ärj, äo, dtp gleich Null 
setzt, der Ausdruck 






15) 



Wir untersuchen specielle Fälle. Zuerst nehmen wir an, dass 
der Stab bei seiner Bewegung gerade bleibt, d. h. wir setzen 

g = und ri = 0. 
Da dann nach r>) 

CS 

ist, so liefert das Hamilton'sche Princip die Differentialgleichungen 
und wT =^ L \ 1 • 

c'r fi (x, + X,) et* 

Die erste Ton diesen bestimmt die Longitudinal' Schwingungen, die 
zweite die Torsions -Schwingungen des Stabes. Beide sind von der- 
selben Form, einer Form, die wir schon in der dreiundzwanzigsteu 
Vorlesung zu behandeln gehabt haben. Sie stellen Wellen dar, 
die theils in der Richtung, in der s wächst, theils in der ent- 
gegengesetzten Richtung mit einer constanten Geschwindigkeit sich 
fortpflanzen. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der longitudinalen 
Wellen ist 



die der Torsionswellen 



n/'E 

f^ f* («I + «2) 



Sowohl durch longitudinale , als durch Torsions -Schwingungen kann 
der Stab einfache Töne geben; es ist leicht die Schwinguugszahlen 
derselben und die Lage der Knoten y die ihnen entsprechen, zu be- 
rechnen. Es wird ausreichen, das für die Longitudinalschwin- 
gungen zu zeigen, da die Torsionsschwingungeu sich von diesen in 

29* 



440 Neunundzwanzigste Vorlesung. 

der Rechnung nur durch einen andern Werth der Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit unterscheiden. Wir schreiben die Differentialglei- 
chung der Bewegung 

dt* ~ ä»* ' 

indem wir mit a die Fortpflanzungsgeschwindigkeit einer longitudi- 
nalen Welle bezeichnen, und setzen 

Go = 2/ sin 2 nnt 

wo u eine Function der einen Yariabeln s sein soll; n ist dann die 
Schwingungszahl das Tones. Für u ergiebt sich dabei die gewohn- 
liche Differentialgleichung 

das allgemeine Integral derselben ist 

u = A BUx s + B cos S j 

wo Ä und B willkührliche Constanten bedeuten. Es sind nun 3 
Fälle zu unterscheiden, der Fall, dass beide Enden fest; der Fall; 
dass beide Enden frei sind; und der Fall; dass das eine Ende fest, 
das andere frei ist. Für ein festes Ende ist immer 

= 0^ also w = ; 
für ein freies ; wie aus dem Ausdruck 6) hervorgeht, 

1^ = 0, also f =0. 

Für die Enden des Stabes sei 

5 = und s = l . 

Sind beide Enden fest; so genügt man den für u geltenden Bedin- 
gungen; wenn man 

. . 2 nn 

w = ^ sm S 

a 

setzt; wo h eine ganze Zahl bedeutet j sind beide Enden frei; so 
hat man 

u = B cos s , 

während n denselben Werth besitzt; ist das erste Ende fest; das 
zweite frei; so ist 

ti «s ^ Sin s 

a 
a 



« = (2A-l)f^ 
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Bei jeder dieser Schwingungsarten giebt es Punkte, für welche 
u = ist, die also in Ruhe bleiben; es sind dieses die Knoten; für 
dieselben ist in den 3 unterschiedenen Fällen; wenn k eine ganze 
Zahl bedeutet; 



und s = l 



2 h 

2k 



2Ä— 1 



§ 6. 

Wir lassen jetzt die Voraussetzung fallen, dass der Stab gerade 
bleibt, machen aber die Annahme, dass ^ = und ly = ist. 
Ebenso, wie dieser Fall, wäre der zu behandeln, dass ^ = und 
1 = 0. 

Aus den Ausdrücken 15), 6) und 5) folgt mit Hülfe des Hamil- 
ton'schen Princips 

^ "8? - ^' a. = ^ 1^) 






Hierzu kommen gewisse für die Enden des Stabes, 5 = und s = l, 
geltende Bedinguugen, die aus dem Ausdrucke 6) abzulesen sind. 

Man erhält eine particuläre Lösung des vorgelegten Problems, 
wenn man 

cj = und a = 

setzt. Dabei ergiebt sich aus 16) für 5 die partielle Differential- 
gleichung 

für ein freies Ende muss nach 6) 

J| = und |1| = 0, 

für ein Ende, das so befestigt ist; dass es sich weder verschieben, 
noch drehen kann, 

g = und ^^ = 

OS 

sein. 

Wir nehmen au, dass der Stab einen einfachen Ton von der 
Schwingungszahl n giebt, und setzen 
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is=a u sin2xnt , 17) 

wo u eine Function von s bedeutet; die der Differentialgleichung 

genügt. Führt man eine Constante p durch die Gleichung 



ßX 



^{2nnY = (^^^' 18) 



eiu; so ist das allgemeine Integral derselben 

P 9 p 8 p S p 9 

wo J, Bf C, B willkührliche Constanten bedeuten. Die 4 Grenz- 
bedingungen bestimmen 3 von diesen und geben für p eine trans- 
cendente Gleichung, deren Wurzeln bei Bücksicht auf 18) die Werthe 
kennen lehren, die n haben kann. 

Das Ende s = sei frei ; die beiden hier zu erfüllenden Bedin- 
gungen geben dann 

C= A , D=^ B, 
also 

P 9 p S p S p S 

„ = ., (cos ^ + '-^-±/' ' ) + B (sin 7 + ''' -^--) . 19) 
Ist auch das Ende s => / frei , so müssen hiemach die Gleichungen 
^ ('lilfÜ _ cos p)+B (^/"- - sin p) = 

bestehen. Sie bestimmen das Verhältniss A : B und geben für p die 
Gleichung 

[—~2 ^^^^7 "" V 2 ~ j +8in'/; = 0, 

d. h. die Gleichung 

COS p \^ = 1 . 

Die Wurzeln derselben sind die Werthe von x , die den Durchschnitts- 
2)unkten der Curven entsprechen, deren Gleichungen 

V == cos o; und y == - — — 

sind. Die Discussion dieser Gleichungen zeigt, dass /? = eine Wurzel, 
und zwar eine 4- fache , ist, dass die nächst grössere Wurzel etwas 

grösser als '— , die folgende etwas kleiner als ^ u. s. f. ist, und 
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dass die Wurzeln um so mehr einem ungeraden Vielfachen Ton 

^ sich nähern, je grosser ihre Ordnungszahl wird, p = entspricht 

einer unendlichen Schwingungsdauer, also keinem Tone; für den 
tiefsten Ton des Stabes, für seinen Grundton ^ ist näherungsweise 

jo = -^, d. h. =4,712; einen genaueren Näherungswerth erhält man, 

wenn man p aus der Gleichung 

COSp= 3^-.3^ 
e^ +e '^ 

berechnet, aus der p = 4,730 sieh ergiebt. Durch ein ähnliches Ver- 
fahren kann man alle Wurzeln der in Rede stehenden Gleichung 
mit beliebiger Genauigkeit linden. 

Die Knoten sind durch die Gleichung 

w = 
bestimmt; setzt man 

s 

SO ist dieselbe 

[— 2— — Sin P) y- — Y 1- ^ös P^J 

= [—^, COS pj [^ ~ + sm pxj . 

Nach der Rechnung von Strehlke*) sind die Werthe von x für 
die ersten Töne 



Ton 1. 




Ton 2. 


Ton 3. 


0,2242 




0,1321 


0,0944 


0,7758 




0,5 


0,3585 






0,8679 


0,6415 


* 






0,9056 . 


Ist das Ende s = l fest. 


während 


das Ende s = frei ist, so 


gilt auch die Gleichung 


19), 


aber zur 


Bestimmung von A : B und 


p hat man 









^ ( '""':/ " + cosp) + B (— /-^ + sin p) = 
^ («— ^ _. sin p) + B ('-^~- + cos p) = , 



woraus 



cos p *- = — 1 



*) Dove's Repertorium der Physik III, 110. 
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sich ergiebt. Die kleinste positive Wurzel dieser Gleichung ist etwas 
grösser als ^ (genauer 1;875) , die folgende etwas kleiner als — , 

die nächste etwas grösser als -^ u. s. f. 

Für die Knoten ist; wenn wieder — = o; gesetzt wird, 

(^ 2 ^ ^^^ ^) \ 2 ^ ^^^ ^^) 

= \-^ h COS pj ^ f- sm pxj . 

Wir wollen noch den Fall betrachten, dass, während das Ende 
5 = frei ist, das Ende ^ = / in einer gewissen periodischen Bewe- 
gung erhalten wird. Es sei für s = I 

1=^ a sin 2 Ttnt j —^ = ß sm2nnt , 20) 

wo a, ß und n gegebene Gonstanten sind. Der für | geltenden 
partiellen Differentialgleichung und den für s = zu erfüllenden 
GrenzbedinguQgen genügt man auch dann durch die Gleichungen 17) 
und 19), wenn man p aus 18) berechnet ; die für s = l aufgestellten 
Bedingungen geben 

.— ^ + cospj + ^ (^ — 2 (- Sin pj 

zwei Gleichungen, die im Allgemeinen A und B voUsiändig be- 
stimmen. Nur wenn die Determinante der Coefficienten von A und 
B verschwindet, d. h. wenn p und n einem* der Töne entsprechen, 
die der Stab bei einem freien und einem befestigten Ende geben 
kann, werden A und B unbestimmt, falls das Verhältniss a : ß 
einen gewissen Werth hat, unendlich bei andern Werthen dieses 
Verhältnisses. 

In ganz ähnlicher Weise lässt sich der Fall behandeln, dass statt 
der Gleichungen 20) die Gleichungen 

I = «' cos 2nnt j ^= ß' cos 2 7tnt 

für $ = l bestehen sollen. Setzt man g gleich der Summe der 
Ausdrücke, die in diesen beiden Fällen für g gelten, so lernt man 
die Bewegung des Stabes in dem Falle kennen, dass für 5 = / 

5 = a sin 2 7tnt + «' cos 2 7cnt 



^J ^ ß sin 27t/?/ + /3' cos 2 jrn/ 



ist. 
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§7- 

Wir wollen jetzt particuläre Lösungen der Gleichungen 16) auf- 
suchen^ bei denen nicht o und a verschwinden und die auf die 
TransTersalschwingungen der Saifen sich beziehn. * Man nennt einen 
gespannten Stab eine Saiie, wenn seine Querdimensionen hinreichend 
klein sind auch gegen die Verschiebungen seiner Theile. In dem 
zweiten Gliede der ersten der Gleichungen 16) kommt der Factor 

j vor; dieser Factor ist von der Ordnung des Querschnitts; wir 

werden annehmen ; dass der Querschnitt so klein ist g^gen die Ver- 
schiebungen; die stattfinden, dass das genannte Glied unendlich klein 
ist gegen das dritte Glied* derselben Gleichung. Die Gleichungen 
16) sind dann 



£ dt* ds a* "• a** 



21) 



' - §r + i m ■ 

Wir fügen die Bedingungen hinzu, dass 

für 5 = g = ö = () 
für s = / 6 = cj = aj' 

ist, wo to eine gegebene Constante bedeutet; hierdurch ist ausge- 
sprochen, dass die beiden Enden der Saite befestigt sind ; der Werth 
von co' bestimmt die Spannung, die ihr gegeben ist. 

Wir wollen nur solche Bewegungen aufsuchen, bei welchen -^ 
unendlich klein gegen ^ ist. Bei dieser Annahme folgt aus den 
beiden ersten der Gleichungen 21), dass ^ unendlich klein gegen 
o^ö^ +<^- i ist: es ist aber x^^ unendlich klein ficecren ^^ , es 

CS OS ' OS* ' OS OS ^ ^ OS ' 

muss also c ^- f unendlich gross gegen ^ und um so mehr unend- 

lieh gross gegen w- —■ sein. Hiernach ist die erste der Gleichun- 
gen 21) 

Daraus, .dass a— unendlich klein gegen <y ^-, ist, folgt, dass -^ 

so mehr unendlich klein gegen (7, dass also 6 unabhängig von s ist; 
nach der dritten der Gleichungen 21) hat man daher 



um 



446 Neunundzwanzigste Vorlesung, 

und also nach 22) 

E aT« — (^7 + üj ^Ts^ ^7 ~a*« • "^"^^ 

Diese Gleichung yereinfacht sich sehr wesentlich, wenn die Span- 
nung der Saite gross genug ist; wenn nämlich o' so gross gegen g i 

ist; dass das zweite Glied des Factors Yon x-| gegen das erste 

vernachlässigt werden kann. Bevor wir auf die Betrachtung dieses 
Falles näher eingehn, wollen wir gewisse particuläre Lösungen der 
Gleichung 23) ableiten, welche gelten, wie klein auch die Spannung 
sein möge. 

Wir setzen 

V • ms 

§ = tt Sin -y Ä ; 

wo m eine ganze Zahl, u eine zu bestimmende Function von / 
bedeutet; den Bedingungen; die | für s = und s = l zu erfüllen 
hat; wird dadurch genügt; es wird auch der Gleichung 23) genügt, 
wenn man u aus der Differentialgleichung 

bestimmt. Das allgemeine Integral dieser ist 

u = a cos am Ä (/ — t^) , mod. x , 

wo a und t^ zwei willkührliche Gonstanten sind, h und x zwei 
Constanten ; die in gewisser Weise von a abhängen. Aus dieser 
Annahme für u ergiebt sich nämlich 

und diese Gleichung wird mit 24) identisch, wenn man 



d*u 

dt* 



2x2 = 



to'w*«' 



macht. 






§ 8. 

Wir wenden uns zur Erörterung des Falles, auf den schon hin- 
gewiesen wurde, dass die Spannung der Saite so gross ist^ dass in 

der Gleichung 23) das zweite Glied des Factors von ^ , gegen das 

erste vernachlässigt werden kann. Die genannte Gleichung ist dann 
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d'i _E m_ r»6 

Dazu kommen die Bedingungen , dass g für s =^0 und für s = l 
verschwindet. 

Dieselbe Differentialgleichung haben wir schon mehrmals zu 
behandeln gehabt, zuletzt bei der Untersuchung der Longitudinal- 
und Torsions- Schwingungen eines elastischen Stabes; unter den 
dort betrachteten Fällen befindet sich auch der, dass dieselben 
Grenzbedingungen, wie hier, zu erfüllen sind. Die für diesen Fall 
angegebenen particulären Lösungen gelten auch hier, und auch hier 
gilt, was dort über die möglichen einfachen Töne und die ent- 
sprechenden Knoten gesagt ist. Aus den bezeichneten particulären 
Lösungen wollen wir nun für die transversal schwingende Saite all- 
gemeinere zusammensetzen. Um die Formeln etwas zu kürzen, 
führen wir dabei solche Einheiten der Länge und der Zeit ein, dass 
l =s jt und die Dauer einer einfachen Schwingung beim Grundton 
= 7t wird. Eine particuläre Lösung ist dann 

g = sin mt sin ms , 
eine andere 

g = cos mt sin ms , 

wo m irgend eine positive ganze Zahl bedeutet; eine Lösung ist 
daher auch 

g = 2^ C^ff* ^^^ ''^ i -\- Bm cos w A sin »15 , 

wo J,n, Bm willkührliche Constanten sind und die Summe in Bezug 
auf m von m = \ bis m = oo zu nehmen ist. Diese Lösung lässt 

sich der Bedingung anpassen, dass g und ^- für i = und für die 

ganze Saite beliebig gegebene Functionen von s sind. Gesetzt, es 
sei für t = 

wo U und U' Functionen von s bedeuten, die von s = bis s = tc 
beliebig gegeben sind, so wird erfordert, dass für dieses Intervall 

1/ = ^ B,n sin ms 

^ 25) 

U' = ^ m Am sin m s 

ist. Vorausgesetzt, dass die Functionen U und ü' in dieser Weise 
darstellbar sind, lassen sich die Werthe, die den Constanten -^„, und 
B,n zu geben sind, leicht finden mit Hülfe des Satzes, dass, wenn m 
und m' zwei verschiedene ganze Zahlen sind, 
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n 






n 

sin ms sin ms ds ==^0 , 



und; wenn m eine beliebige ganze Zahl ist; 

ff 
I sin^ ms ds = 

ist. Man beweist diesen Satz leicht, indem man benutzt; dass 

2 sin ms sin m's = cos {m — m') s — cos {m + m') j? 
2sin2»i5 = l — C0S2/W5 

ist. Mit seiner Hülfe findet man aus 25) 

ff 
B^ = - I U sin ms ds 



- if" » 



IM 



ir 
o 

mA„ = 



/ü' sin WS ds . 



Dass ^ und ^' immer in der gedachten Weise darstellbar sind, 
hat zuerst Dirichlet*) strenge bewiesen^ indem er gezeigt hat; dass 
die unendliche Reihe (eine sogenannte Fourier'sche Reihe) 

^ Cm sin ms, 

in der die Coefficienten durch die Gleichung 

n 
2 /* 

C,n = - i f (s) sin ms ds 

bestimmt sind, wo /"{s) eine beliebige überall einwerthigC; endliche 
und stetige Function von s bedeutet; für alle Werthe von s zwischen 
und 7t gegen f (s) convergirt. 

Wir erwähnen noch eine andere Form der Losung des behan- 
delten Problems der Saitenschwingungen. Behalten wir die zuletzt 
gebrauchten Einheiten der Länge und der Zeit bei; d. h. setzen wir 
wieder die Länge der Saite und die Dauer einer einfachen Schwin> 
gung des Grundtons s= ^r ; so ist die Di£ferentialgleichung für die 
Verrückung | 

dt* CS* 
und das allgemeine Integral derselben 

6 = 9) (/ + 5) + ^ (/ — 6-) , 



•) Dove's Repertorium der Physik I, 152; Crelle's Journal, Bd. 4, p. 157. 
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wo q> und ^ zwei willkührliche Functionen der beigesetzten Argu- 
mente bedeuten. Aus der Bedingung, dass für 5 = immer ^ ver- 
schwindet, folgt 

also 

und aus der J3edingung, dass auch für s = n immer S = ist, 

(f {i -\' 7l) = (p (t — Jt) 

oder (p {x -^ 2 7t) = (p (x) ] 

m 

d. h. q) ist eine um 2 7t periodische Function. Es würde hiemach 
97, und damit |, vollständig bestimmt sein, wenn 9 (x) für das Inter- 
vall von X = — 7t bis x = tc ermittelt wäre. Hierzu führt die 
Eenntniss des Anfangszustandes der Saite. Es sei für / = 
wieder 

wo U und U' Functionen von s bedeuten, die von s = bis s = 7t 
gegeben sind. Es muss dann für dieses Intervall 

U =ip{s) — (p(—s) 

sein, wenn tp' den nach dem Argumente genommenen Differential- 
quotienten der Function (p bedeutet. Multiplicirt man die letzte 
Gleichung mit ds und integrirt sie, so erhält man 

fO'ds=^ip{s) + fp{-s), 

wo die untere Grenze des Integrals eine willkührliche Constante ist, 
und dann weiter 

9) (-5) — iiU+^firds. 

Durch diese Gleichungen ist qp (s) für das Integral von s = — 7t 
bis s = -\- 7t, und somit allgemein, bestimmt bis auf eine additive 
Constante; der Werth dieser ist aber ohne Einfluss auf den Werth 
von g, da dieses der Differenz zweier Werthe von qp gleich ist. 



Dreissigste Vorlesung. 

(Gleichgewicht und Bewegung einer unendlich dünnen , ursprünglich ebenen, 
isotropen Platte. Dilatationen eines kleinen Theiles der Platte. Potential der 
durch die Dilatationen erzeugten Kräfte, unendlich kleine Formänderung. 
Gleichgewicht bei longitudinalen Yerrückungen. Differentialgleichungen für 
die Transversalschwingungen einer freien Platte. Integration derselben für den 
Fall, dass die Platte kreisförmig ist. Transversalschwingungen einer gespann- 
ten Membran.) 

§ 1. 

Aehnliche Betrachtungen, wie wir sie in Bezug auf einen 
unendlich dünnen ^ elastischen Stab in den letzten Vorlesungen 
durchgeführt haben, lassen sich auch in Bezug auf eine unendlich 
dünne ^ elastische Platte austeilen. Mit dem Gleichgewicht und der 
Bewegung einer solchen Platte wollen wir uns jetzt beschäftigen, 
dabei aber allein den Fall ins Äuge fassen^ dass dieselbe in ihrem 
natürlichen Zustande eben ist. 

In der Mittel fläche der Platte, d. h. in der Fläche, die in der 
Mitte zwischen den parallelen Oberflächen derselben sich befindet, 
denken wir uns bei dem natürlichen Zustande ein rechtwinkliges 
Coordinatensystem und nennen s^ und ^2 die Coordinaten eines 
Punktes P der Mittelfläche in Bezug auf dieses. Wir stellen uns 
ferner 3 Linienelemente, 1, 2, 3, vor, welche von dem Punkte P 
ausgehen, und von denen die beiden ersten den Achsen der ^, und 
^2 parallel sind, während das dritte senkrecht auf diesen steht. 
Nach der Formänderung der Platte sollen diese Linienelement§ die 
Achsen eines rechtwinkligen Coordinatensystems bestimmen, auf 
welches wir die Punkte in der Nähe von P beziehn; P soll der 
Anfangspunkt sein, das Linienelement 1 in der o;- Achse liegen und 
die Ebene der Elemente 1 und 2 die a;y -Ebene bilden; die letztere 
berührt dann die durch die Formänderung gekrümmte Mittelfläche 
im Punkte Pj und die y- Achse bildet einen unendlich kleinen 
Winkel mit dem Element 2, die z- Achse einen unendlich kleinen 
Winkel mit dem Element 3. In Bezug auf dieses Coordinaten- 
system seien x -{- u^ y -^ v, z -^ w die Coordinaten eines materiel- 
len Punktes der Platte nach der Formänderung, während a;, y, z 
die Coordinaten desselben materiellen Punktes in Bezug auf das- 
selbe Coordinatensystem sein sollen , wenn die Platte in ihrem 
natürlichen Zustande und in der Lage sich befindet, bei der die 
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Linienelemente 1, 2^ 3 in die Achsen der x, y, z fallen Es sind 
dann u, v, w solche Functionen von x, y, z, dass für x = 0, 
y = 0, z = 

w = 0, i; = 0, u; = 0, f =0, |-=0, ^'^ = 1) 

wird. Ferner seien wieder §, iy, g die Coordinaten des Punktes P 
nach der Formänderung in Bezug auf ein beliebiges im Räume 
festes Coordinatensystem und er,, /3, , y, «2, /Sj, yi «3, /Sg, yg die 
Cosinus der Winkel; welche die Achsen der x, y, z mit den Achsen 
der ^; 12; S bilden ; so dass die Indices 1, 2; 3 den Buchstaben x 
y, Zy die Buchstaben a, ß, y den Buchstaben ^,12»^ entsprechen. 
In Bezug auf das System der §; 17* i ^^^^ ^i^ Coordinaten des 
materiellen Punktes, der durch die Werthe von $, + a:, ^2 + y> ^ 
charakterisirt ist, nach der Formänderung 

g -j- a, (a: + w) + «2 (y + i;) + «3 (z + w) 

riJ^ß,(x + tt) + /32 {y + v) + ß, (z + w') 2) 

5 + ^1 (^ + w) + ^2 (y +•*') + ^3 (^ 4- w;) . 

Es sind diese Grössen Functionen von 5, + a: und Sj + y und daher 
sind ihre Differentialquotienten nach x gleich denen nach s^ und 
ihre Differentialquotienten nach y gleich denen nach s.>. So ergeben 
sich die beiden folgenden Systeme von Gleichungen: 

^1 (1 + ä-) + «2 ^ — r «3 ö- = «1 y — r ^2 ä — r^'\ :^- 

+ li + l?(^ + "^ + a?(«' + ''^ + S(^ + ''') 

/»I (1 + g-) + h äi +/?3 gi = /». äi; +^» 8*, +P3 37; 

r, (i + ai) + y-i g^ + y^ 3^ = y. g„ + y? st. + ^3 a^ 

und 3) 

«.^ + «2(1 + g,) + «3 a^ = «. gi; +.«2 ^. + «3 3,, 

ßt dy + ßi (^ + 8^) + ß3 si = ßi 3J, + P2 87, + P3 ä7, 

^M , ,- , dv^ , 6»«^ du , dv , dw 

yi 3^ + y* a + ä-) + ys äy = yi a*. + ^^ ä7. + ?'» äi. 
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Die Gleichungen eines jeden dieser beiden Systeme multiplicire 
man einmal mit a^, ß^, y^, dann mit ctj; ßi^ y-z^ dann mit a^, ß^, y-^ 
und addire jedesmal. Dabei setze man 

Es verhalten sich aber ^ irA : —■ wie die Cosinus der Winkel, die 

Oft\ CSi dsi 

das Linienelement 1 nach der Formänderung mit den Achsen der 
i, tj, i bildet, und da dieses Linienelement auch nach der Form- 
änderung in die o;- Achse fällt ^ so ist 

a*i • CS, • ds, — «1 • Pi • ^1 • 

Daraus folgt 

|i=.a.(l + <T,), fs =*./?. (! + (.,), fj = y.(i + ».). 5) 

Bezeichnet man durch (2, g), (2, i]), (2, g) die Winkel, die das Linien- 
element 2 nach der Formänderung mit den Achsen der 1^, rj^ ^ hil- 
det, so hat man 

li = I7. = f^ =" ''«^ (^' ^) •■ ''"^ (^' ^> : ''"^ (^' s) ' 

und daher 

||^=(l+ff2)co8(2,|), |5=(i+<,^)cos(2,ij), |i = (l+ff,)co8(2,e). 

Die Cosinus der Winkel, welche das Linienelement 2 nach der 
Formänderung mit den Achsen der x, y, z bildet, findet man aber 
aus den Gleichungen 7) der zehnten Vorlesung bei Rücksicht auf 
die Gleichungen am Ende der Seite 121 (in denen u, v, w für 
ii V} t gesetzt zu denken ist) bei Vernachlässigung von Grossen, 
die von höherer Ordnung unendlich klein sind, als die stattfindenden 
Dilatationen 



(0 U\ . /^M?\ 



WO (ö-^i und (ö^l die Werthe bedeuten, die 0- und ^-füra:=0, 

y = 0y z = erhalten. Der zweite von diesen Werthen verschwin- 
det nach 1); bezeichnet man den ersten mit r, wo dann t den 
unendlich kleinen Winkel bedeutet, um den der Winkel zwischen 
den Linienelementen 1 und 2 nach der Formänderung von einem 
rechten sich unterscheidet, so folgt hieraus 

cos (2, 1) = «2 + «1^ ; cos (2, 7]) = /J^ + /J,r , cos (2, g) = ^3 -f y,T 



V 
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und daher 

ai = («^ + «'')(i + <^^) 

ij = (?2 + ^. ») (1 + <^2) 6) 

1^ = (^2 + y« ^) + *2) • 

Setzt man femer 

^' =^ "•» ^,. + P^ ds, + ^3 ^,, 

^> "2 ^*, ^ ''^ ^,^ -T Vi ^,^ 
'^2 — «3 '^,^ -r P3 ^,^ -h ^3 ^^^ 

'■^ = «» ä»^ +-^' Ä + ^^ «S ' 

SO werden die auf die angegebene Weise aus den Gleichungen 3) 
gebildeten Gleichungen 

fe = |^, + *,(- + ««)-r.(y + «') + «. 
li = li + «^. (^ + ") -Pii^ + «') 

^i = ä*, +^«^ä' + ")-*' (^ + ") 

1^ "^ 1,^ + ** (^ + «») — ^2 (y + ") + 1^ (1 + ff'i) 

1^ = g° + '-2 (« + «) - /'2 (« + «<') + <^2 

ä7, = ^, + ''•i (y + «') — 92 {z + w^) . 

Betrachtungen^ die mit denen übereinstimmen, welche wir an 
die entsprechenden Gleichungen bei der Untersuchung eines unend- 
lich dünnen Stabes geknüpft haben , zeigen, dass diese Gleichungen 
in die folgenden sich vereinfachen lassen 

Hier tritt aber noch eine weitere Vereinfachung ein; die für 

Kirchboff, Mechauik. 30 



und 





a« 
ay 




ay 


8^ p.y «'.^ 


dw 

du 
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o " und ^ , J- und ~- , ö^ und ^^ aufc^estellten Ausdrücke müssen 

ex oy öx ' oy ox oy ^ 

die nach x und y genommenen Differentialquotienten derselben 
Functionen sein; daraus folgt 

r, =0, TjCi^O, /7, + <7.^ = 
und also 

= — P-i^ + ^'i 

= P2y + Pi^' 

r 

Durch Integration findet man hieraus 

w = Wo — P\y^ + *h^^ + ^1^ + ^y 

w = Wq— ^j 0^ + />, a:y + ^ y^ 

wo 1/q, v,,, w;o ^^® Werthe sind, ^ie u, v, w für a: = und y = 
annehmen. Man hat hiemach 

yy = — /^22^ + <y2 ^*= ^l 8) 

Alle diese Grössen sind von x und y unabhängig; dieselbe Eigen- 
schaft haben daher auch die Druckcomponenten Jf^, Vy, Z^, Fz, 
Zxy Xy^ und die Gleichungen 8) der achtundzwanzigsten Vorlesung 
werden 

r/r rfz rft 

Nun wollen wir annehmen, dass auf die beiden Oberflächen der 
Platte Druckkräfte von solcher Grossenordnung wirken, dass sie bei 
einem Körper^ dessen Dimensionen alle von gleicher Ordnung sind, 
nur Dilatationen erzeugen würden, die unendlich klein sind gegen 
die Dilatationen, die in der Platte stattfinden. Man darf dann, zu- 
nächst für die Oberfiächen der Platte, und dann in Folge der ab- 
geleiteten Gleichungen allgemein 

^, = 0, r. = 0, Z, = 9) 

setzen ; man vernachlässigt dabei in den Dilata.tionen und in dem 
Ausdrucke des Potentials der durch diese erzeugten Kräfte, den wir 
zu bilden haben werden, nur Glieder, welche unendlich klein sind 
gegen die beibehaltenen. 
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Die Gleichungen 9) führen in Verbindung mit der Bedingung, 
dass Uq, v^y tÜQ für z «= verschwinden; die aus 1) sich ergiebt, zur 
Bestimmung von u^, Vq, Wq. Ist die Substanz der Platte; wie wir . 
Toraussetzen wollen , isotrop ; so sind diese Gleichungen 

oder 

und es ergiebt sich aus 8) 

Xx=qx^ + ^i t/z^O 

Vy = — i?2^ + ^2 Z^ = 

z^ = ^-^ Up^ — q^z^^^ - C^ Xy = — 2p^z + r . 

Da 

f=-A'{xJ + yy^-\-z,^+iy,^ + izJ + ix,^ + n^:c + yy + Zzy}, 

so folgt hieraus 

/ = - A- j(^, z + a,y + ip,z- ö,Y + i {2p, z - zf 

+ 1 + Ö ((/^2 — ^i) ^ - ^^1 — ^^^\ • 

Wir schreiben die Gleichungen der Oberflächen der Platte 

z =i h und z = — h 
und setzen 



+.A 



F=j fdz', 



dann wird 

-2Kh (^0,^ + (T,^ + ^ r2 + ^-^^ (cy, + (T,)^) , 

und das Integral 

jFds^ds^, 

ausgedehnt über die Mittelfläche der Platte ist das Potential der 
durch die Formänderung dieser erzeugten Kräfte. Die 6 unbe- 
kannten Grössen a,^ (Jj; ty Pi, p^y Qu welche Functionen von s,, s^ 
sind und in dem Ausdrucke von F vorkommen; sind alle durch die 
Differentialquotienten von g; i^, 5 nach 5, und s.^ ausdrückbar: (?, 
und (^2 sind durch die Gleichungen 4) bestimmt; r ergiebt sich aus 
der Gleichung 

(1 + ..) (1 + .,). = |i|i +Ug + 1^ g, 10) 

30» 
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die aus den Gleichungen 5) und 6) folgt, wenn man diese mit 
einander multiplicirt und addirt; die Gleichungen 5) lehren dann 
.weiter et], /Sj, y^ und die Gleichungen 6) ctj; /32 7 7^ kennen; aus 
diesen sechs Cosinus sind die Cosinus a^^ ß^, f^ nach bekannten 
Formeln zu berechnen; die Gleichungen 7) erlauben dann endlich 
P\7 P29 ^1 auszudrücken. 

Ist die Platte endlich gekrümmt, so hat man bei der Berech- 
nung der Gestalten, die sie haben kann, statt der Gleichungen 4) 
und 10), da <T, , (T2, T unendlich klein sind, die Gleichungen 

?i ?1 4- ^ ?^ 4- if ? f = 
dsx dst "^ d»i d»t • d^i ^A-, 

zu setzen, welche aussprechen, dass 0^, Ö2y ^ verschwinden, d. h. 
dass die Elemente der Mittelfläche keine Deformation erleiden. 
Eine Fläche, die dieser Bedingung genügt, nennt man eine ab^ 
wickelbare Fläche. Um die Beziehungen zwischen der Gestalt der 
Platte und den Kräften und Druckkräften zu finden, die auf die 
Platte wirken müssen, um Gleichgewicht hervorzubringen, kann 
man von dem Princip der virtuellen Verrückungen ausgehn; auch 
dabei darf man (^, = 0, (jj == 0, r = annehmen, weil bei dieser 
Annahme den Gleichungen genügt werden kann, welche das Princip 
der virtuellen Verrückungen ergiebt. In dem Falle, dass die Platte 
endlich gekrümmt ist, darf man daher 

^ = - 1 ATA' (9,2 + p,^ + 2 p,' + j^j («r, - p,)») 

setzen. Auf diesen Fall gehen wir nicht näher ein, sondern ver- 
weisen in Bezug auf ihn auf die „Theorie der Elasticität fester Körper^' 
von Clebsch, der zuerst die endlichen Formänderungen unendlich 
dünner Platten untersucht hat. 

§ 2. 

Wenn die Platte unendlich wenig gekrümmt ist, so handelt es 
sich darum die unendlich kleinen Verrückungen zu finden, die die 
Punkte ihrer Mittelfläche eüitten haben, und hierbei darf man im 
Allgemeinen die Grössen a,, (Jj, r nicht vernachlässigen. Wir wollen 
nun für diesen Fall den Werth von F bilden. Dabei möge x und y 
für S| und ^2 geschrieben werden. 

Das Acbsensystem der g, 17, ^ denken wir uns so gewählt, dass 
g unendlich klein, $ unendlich wenig von x, ri unendlich wenig von 
y verschieden ist, und setzen 
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Wir verfolgen zuerst die Annahme ^ dass u, v und g auch gegen die 
Dicke der Platte, d. h. gegen h unendlich klein sind, eine Annahme, 
die deshalb eine wesentliche ist; weil Ton den beiden Gliedern, aus 
denen F sich zusammensetzt, das eine den Factor h^, das andere 
nur den Factor h hat. Bei dieser Annahme ist es ausreichend, in 
beiden Gliedern nur die ersten Potenzen der Differentialquotienten 
von u, V, g zu berücksichtigen. Die Gleichungen 4) und 10) 
geben dann 

^ d_u dv du . dv 

die Gleichungen ö) und 6) 

1 dv dt 

yi = |i Yt= rf y»= 1' 

und endlich die Gleichungen 7) 

_ a*t _ ^ — -. ^? 

Lassen wir die Voraussetzung fallen, dass u, v, ^ auch gegen h 
unendlich klein sind, so können wir für Px^ Pi* (fu die nur in dem 
mit h^ multiplicirten Gliede von F vorkommen, immer noch die 
oben abgeleiteten Ausdrücke setzen, bei der Berechnung von <Tj, 6^, 
T, die in dem Gliede von F vorkommen, das den Factor h enthält, 
müssen aber gevrisse Terme höherer Ordnung berücksichtigt werden. 
Es werden in F nur Glieder vernachlässigt, welche unendlich klein 
gegen die beibehaltenen sind, wenn man 

^^-f^ + i ^ 

X T=s-- 4-^^' _j- ^f ^ 
dy (^x^^ dx cy 

setzt. 

Wir berechnen nun die Arbeit der durch die Dilatationen er- 
zeugten Kräfte für eine unendlich kleine Aenderung derselben, d. h. 
die Variation 

d ff F dxdy; 12) 

dieselbe besteht aus zwei Theilen, von denen der erste den Factor 
h^, der zweite den Factor h enthält; wir entwickeln zuerst jenen 
Theil. Er ist 
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_,*„Myj...,|(g)'+2(,|L)'+(P)'^ ^ 

Mit jedem der Glieder, in welche dieser Ausdruck sich spalten lässt, 
können Transformationen nach dem Muster derer vorgenommen 
werden^ die für das erste Glied angegeben werden sollen. Es ist 

- '^fß'^> ih e '^^ - e ^0 

Nennt man dl ein Element des Umfanges der Mittelfläche der 
Platte und n die nach dem Innern dieser gerichtete Normale von di, 
so ist derselbe Ausdruck 

= 2J}W^.g*5-2/e//coB(„x)(fJ/^f-gdg). 

Mit dem ersten Theile des hier vorkommenden einfachen Integrals 
nehmen wir noch eine Umformung vor. Wir schreiben dem Ele- 
mente di eine von den beiden Richtungen zu, die wir ihm zuschrei- 
ben können, und zwar diejenige, die die x- Achse erhält, wenn die 
Coordinatenachsen so gedreht werden , dass die j^- Achse der Nor- 
male n parallel wird; wir nennen ferner q> den Winkel, den eine 
Linie beschreibt, wenn sie aus einer Lage, in der sie der o^-Achse 
parallel ist^ in dem Sinne gedreht wird, bis sie parallel mit n ist, 
in dem sie um einen rechten Winkel gedreht werden inuss, um der 
^- Achse parallel zu werden, wenn sie der o:- Achse parallel war. 
Es ist dann 

-^ - = -^Y s^^ ^ + -^ cos fp , cos {nx) = cos g? . 

Benutzt man ferner, dass, da die Integration nach / über eine ge- 
schlossene Linie auszudehnen, 

Jdl 1^^ sin y cos 9 ^^ = - Jdl 3^ if^, sin 9 cos 9) dg 
ist, so findet man 

+ 2j'dl (ß cos 9, + |- (g Sin 9, cos 9)) <Jg . 

Transformirt man in entsprechender Weise die übrigen von den 
Gliedern, in die der Ausdruck 12a) sich zerlegen lässt, so findet 
man diesen Ausdruck 
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+ i Kh^Jdl jg cos^ y + 2 gg^ 8in y cos y + g sin^ 9) 

- 4 Ä-Ä» Jrf/ jl ((f j - «^.) sin 9, cos 9, + g^^ (sin* 9 - cos'9>)) 

Er bildet den einen Theil der durch 12) definirten Arbeit. Der 
andere Theil derselben, der den Factor h enthält; findet sich bei 
Rücksicht auf die Gleichungen 4) und 10) 

+ 4 Ä^Ä / dl fa^ cos g) + 4^ r sin 9? + r:irg (^i H" ^2) ^^^ 9* ) ^ '^ 

+ 4 Ä'Ä / £?/ fa^ sin 9? + i ^ cos 9? + 1 nrö (^i + ^2) sin g? j di; 14) 
+ 4 KHfd.äy ll (II ». + i II r + T-b 'ai ('^' + '^^) 

+ •* ^'^p^ h ^ (fI '^- + i I ^ + m K (<^> + '^*)) 

+ «- 9> f/, CT, + i ,^fr + ,-|-, |f ((T. + a,)) ( dg. 

Von den Ausdrücken 13) und 14), deren Summe die Arbeit der 
durch die Dilatationen erzeugten Kräfte für die durch die Werthe 
von du, dVf dg bestimmten Verrückungen ist, wollen wir nun einige 
Anwendungen machen. 

§ 3. 

Wir denken uns eine Platte, auf die keine Kräfte und keine 
Druckkräfte wirken; die Punkte ihres Randes sind so befestigt, dass 
für sie g = ist, u und v gegebene Werthe haben; es sollen w, v, g 
für den Fall des Gleichgewichts gefunden werden. 

Den Gleichungen, welche das Princip der virtuellen Verrückungen 
giebt, wird genügt, wenn man 

5 = 

macht und u, v aus den Gleichungen 
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SO bestimmt, dass sie für den Band die gegebenen Werthe an- 
nehmen. 

Eine Platte , die unter den gedachten Verhältnissen sich be- 
findet, nennt man gespannt; im Allgemeinen ist sie, wie man sagt, 
ungleichmässig gespannt; sie heisst gleichmässig gespannt, wenn 

ubb ax ^ V = ag 

ist, wo a eine Constante bedeutet, durch welche Ausdrücke den 
Gleichungen 15) offenbar genügt wird. 



§4. 

Die weiteren Anwendungen, die wir von den Ausdrücken 13) 
und 14) machen wollen, sollen sich auf die Schwingungen, und zwar 
die sogenannten Transversalschwingungen einer Platte beziehn. Wir 
machen dabei von dem Hamilton'schen Principe Gebrauch und be- 
merken zunächst, dass, wenn T die lebendige Kraft, fi die Dichtig- 
keit der Platte bedeutet, 

ist, die Integration über die Fläche der Platte ausgedehnt. Hier- 
aus folgt 

8 j'Tdt = - 2(,hJJJdtdxdy (ß iu +f; dv + f^dg). 16) 

Wir nehmen an, dass der Rand der Platte entweder fest oder 
frei ist, so dass keine Arbeit geleistet wird von Druckkräften, die 
auf diesen Rand wirken; dann ist das Hamilton'sche Princip durch 
die Gleichung 

d/Tdt + SffjFdtdxdy = 17) 

ausgesprochen, deren Glieder die durch 16), 13) und 14) bestimmten 
Werthe haben. 

Wir wollen zuerst voraussetzen, dass der Rand der Platte frei 
und i auch gegen die Dicke der Platte unendlich klein ist; wir 
dürfen dann annehmen, dass u und v gleich Null sind; indem wir 
das thun, gelangen wir zu den Gleichungen für die Transversal- 
Schwingungen der Platte. Diese sind 

^~a<«"^^"l + Ö f* \dx^ "^ ^ dx^dy^ "^ dy) 
und für den Rand 
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= f/ ((ö - Tj) «^° 9> cos ,, + g4|^ (sin» ,, - co8^ 9)) 18) 

+ \ V; ((g + a-E-.) - ^ + (aSfe + P - ^) • 

Die Lösungen derselben zu finden, ist bis jetzt nur für den Fall, 
dass die Platte eine kreisförmige ist, gelungen. Man gelangt zu 
ihnen für diesen Fall auf dem folgenden Wege. 
Man setze 

wo Ü eine Function von x und y, X eine Constante bedeutet. 
Diese Annahme entspricht dem Falle, dass die Platte einen ein- 
fachen Ton giebt ; die Dauer einer Doppelschwingung; desselben ist 



Für U ergiebt sich dabei die partielle Differentialgleichung 

zu dieser treten die Grenzbedingungen, die aus 18) entstehen^ indem 
man U an Stelle von g schreibt. Die partielle Differentialgleichung 
Ulsst sich durch die zwei Gleichungen 

*^ ^ ax« + aj,« 

ersetzen, und diese geben, wenn man sie addirt oder subtrahirt nnd 

macht, 

cx^ • oy^ 
dx*^ dy* 

Nun führe man statt der rechtwinkligen Coordinaten Polarcoordinaten 
r, ^ ein, so dass 

X = r cos ^5 y = r sin t/; 

ist; dann erhält man 
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Diesen Gleichungen wird genügt durch 

S *=> A cos nil> X f D ^^ B cos n^ F, 

wenn n eine ganze Zahl, A und B willkührliche Constanten^ X und 
Y Functionen von r bedeuten^ die die Gleichungen 



d^y 



+ ilf-(5-"V-o 



erfüllen. Setzt man 

Ar *== a;, 
so werden diese 



rfa?* ^^ X dx \x^ "^ y 

4-- — — Z'-— 4^X=0 

^^ X dx \a^ J 



dx 
d»X 



dx* 

Ein particuläres Integral der ersten von diesen Gleichungen findet 
maU; indem man 

X = AqX" + ^2a:*+2 ^ ^a;*+* + . 
setzt; dann ist 

^^ =« x^^a:«-! + (x + 2) AiX'^'^^ + (x + 4)^4a:«+3 + . 
und die genannte Gleichung wird 

+ ^2 ((x + 2)« — n^)^;« — 4 ^2a:« + 2 

• • • • • 

Mao erfüllt sie, wenn man 

^2 ((X + 2)* - n-^) = 4 ^0 

^, ((x + 4)* - n») = 4 ^, 

macht. Wir genügen diesen Gleichungen, indem wir 

X = n 

j An j ^t j A^ 

setzen und über A^ nach Willkühr verfügen. Ein particuläres Inte- 
gral, das wir Xn nennen wollen^ der für X aufgestellten Differential- 
gleichung ist daher 



§ 4. EreiBfSrmige Platte. 



463 



^^ ^ 1.2.3 7.~it V "^ 1 n+l '^ I . 2 . « + 1 . n'+2 "^ ' 7 

und ein entsprechendes der für F aufgestellten Differentialgleichung 

"■"" 1 . 2.3T7«\ r.n +"i "• 1.2". 71 + 1 . n + 2 "~ ' 7' 

Man sieht leicht, dass diese beiden unendlichen Reihen für jeden 
Werth ihres Arguments convergiren. 

Andere particuläre Werthe von Ä und F mögen noch erwähnt 
werden, obwohl sie bei dem vorliegenden Probleme eine Anwendung 
nicht finden. Man setze 



also 



—- = Jf^ - 



dx 






dx dx ' '^" dx"^ 

Diese Gleichungen multiplicire man der Reihe nach mit 

und addire sie dann; da X und Xn Integrale der in Rede stehenden 
Differentialgleichung sind, so erhält man dadurch 

dW 



oder, wenn 



dx 



gesetzt wird, 



d. h. 



oder 



/^•; ( 1 

//" ^ \x 



= w' 



dx 



+ 2~ldx^Q, 



lg W-" + lg a; + 2 lg Ä^ = Const. 



also 



PV = Const. 



/• dx 



wo die« untere Grenze des Integrals beliebig gewählt werden kann. 
Ein zweiter particulärer Werth von X ist daher 



y Y C ^^ 



und einer von ¥ 



JTO 
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r dl 



Y ' 
«11 



WO x^ eine willkührliche üonstante ist. Diese Werthe von X und 
Y werden aber, wie aus den Ausdrücken von X^^ und Yn hervor- 
geht, für o; = 0, d. h. für r «= unendlich und können daher keine 
Anwendung finden, wenn die Platte, wie wir voraussetzen^ eine volle 
Kreisfläche bildet. 
Wir setzen also 

S = A cos ntl) Xnj D ^= B cos ni>Yn 

. und suchen nun die Constanten ^^^ ^, A so zu bestimmen^ dass den 
beiden Grenzbedingungen genügt wird. 

Wir nennen den Radius der 
Platte tt. Bei Rücksicht auf die Be- 
stimmungen, die wir bei Ableitung 
des Ausdrucks 13) getroffen haben 
über den Sinn, in dem / wächst, und 
über den Winkel gc, haben wir dann, 
wie ein Blick auf die nebenstehende 
^ Figur lehrt, 

/ = «^ und q>= 18(y> + if . 

Mit Hülfe hiervon werden die aus 18} 
herzuleitenden Grenzbedingungen 




— ^^4- ^_/^*^ 



+ 






oder, wenn man benutzt, dass 



ist, 






är» 



Cr* ' J 4- 



{) = 



l b^U 



drdijf^ 






Nun drücke man i/und V durch S und />, diese durch Xn, Yn^ und 
die zweiten Differentialquotienten von Xn und Yn^ die dann auf- 
treten, mit Hülfe der für diese Functionen aufgestellten Differential- 
gleichungen, durch sie selbst und ihre ersten Differentialquotienten 
aus. Setzt man noch 



1 + 20 

1 +^ 



= y 



ff 
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SO findet man dann als die für r = a, d, h, x ^= ka zu erfüllenden 
Gleichungen 

Nennt man die Determinante derselben ^^ so hat man aus der 
transcendenten Gleichung 

A zu bestimmen und dann aus einer von ihnen das Verhältniss 
A :B. 

Ist Km eine Wurzel jener Gleichung und setzt man 

, = X„ Y^ — ^yx^) Vn — x --"J x = aXnM 

(n2 4- 4 y x'^) Xn — x -^\ x = aX„„,, 

so ist 

i=^C . sin(4 k\r^at) Wnm cos n^ , 

wo C eine willkührliche Constante bedeutet Die Knotenlinien, die 
dem durch A^m bestimmten Tone entsprechen; haben zu Gleichungen 

cos n^ = und Wnm = ; 

die erste von diesen stellt ein System von n Durchmessern dar, die 
gleiche Winkel mit einander bilden, die zweite ein System von con- 
centrischen Kreisen. In Bezug auf die numerische Berechnung 
der Tone und Knotenkreise möge auf die unten genannte Abhand- 
lung*) verwiesen werden. 

§5. 

Wir wollen schliesslich die Differentialgleichung für die Trans- 
versalschwingungen einer gespannten Mefnbran aufstellen. Wir 
gelangen zu dieser, indem wir uns eine Platte vorstellen, die, nach- 
dem ihren Theilen Verrückungen in ihrer Ebene, u und v, ertheilt 
sind, die den Gleichungen 15) genügen, an ihrem Rande befestigt 
ist. Diese Verrückuiigen sollen so gross gegen die Dicke der Platte 
sein, dass bei der Bildung der Gleichung 17) der Ausdruck 13) 
gegen den Ausdruck 14) vernachlässigt werden kann, und so gross 
gegen g, dass die Gleichungen 11) 

^ du dv du , dv 

* c/.r ' * cy ' cy ox 



*) Kirchhoff, lieber das Gleichgewicht und die Bewegung einer elastischen 
Scheibe; Crelle's Journal, Bd. 40. 
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geschrieben werden können. Die Gleichung 17) wird dann erfüllt, 
wenn man u und v als unabhängig von der Zeit annimmt und g aus 
der Differentialgleichung 

dt* fi dx\Jc)xdx'^^^()y'^ dx^du'^ l + ö'^i^o: ' dy^ dx) 

"^ V^dyXdy dy '^^^d y'^ dP dx'^ 1 + $ ^dx '^ dy^ dy ) 

und der Bedingung bestimmt ^ dass es am Rande verschwindet. 

Die Verrückungen u, v müssen den Differentialgleichungen 15) 
genügen ; können dabei aber noch sehr mannigfaltige Functionen von 
X und y sein. In dem Falle, auf den. oben schon hingewiesen wurde, 
dass die Membran gleichmässig gespannt ist, kann man 

%i = ax V = ay 

setzen, wo a eine Constante bezeichnet; dann wird die Differential- 
gleichung für £ 



dt* ^ 1 + e 



■ ^ (dx* + dy^) • 



Ohne Schwierigkeit lässt sich dieselbe lösen, wenn die Membran 
rechteckig oder kreisförmig ist; die Töne, die die Membran geben 
kann, und die diesen entsprechenden Enotenlinien lasse^n sich dann 
leicht berechnen. Bei der rechteckigen Gestalt hat man es dabei 
nur mit trigonometrischen Functionen, bei der kreisförmigen mit 
den Functionen zu thun, die wir bei der Untersuchung der Schwin- 
gungen einer kreisförmigen Platte durch Y bezeichnet haben; das 
sind die sogenannten Besserschen Functionen. Die Knotenlinien der 
rechteckigen Membran sind gerade Linien, die ihren Seiten parallel 
sind, die der kreisförmigen Durchmesser, die gleiche Winkel mit 
einander bilden, und mit ihrem Rande concentrische Kreise. 
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